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Quelques invariants topologiques
en géométrie symplectique

par

Jean-Marie MORVAN

Département de Mathématiques.
Faculté de Sciences d’Avignon, 84000 Avignon, France.

RESUME. — Le présent travail est consacré a I’étude des invariants
locaux et globaux définis en géométrie symplectique, sur les sous-variétés
Lagrangiennes et les feuilletages.

Nous donnons en particulier un cadre général a Iinvariant de Calabi,
une interprétation Riemannienne de la classe de Maslov, et nous défi-
nissons une connexion canonique sur une variété munie de deux feuille-
tages Lagrangiens transverses.

Enfin, nous étudions les variétés munies d’une structure canonique (dans
le sens de A. Lichnerowicz).

ABSTRACT. — This work studies local and global invariants in sym-
plectic geometry. We give a general frame for the Calabi invariant, a Rie-
mannian interpretation of the Maslov class, and we define a canonical
connexion on a manifold endowed with two transverse Lagrangian folia-
tions.

Finally, we study the manifolds endowed with a « structure canonique »
(in the sense of A. Lichnerowicz).

Les variétés symplectiques sont le cadre naturel de la mécanique ana-
lytique classique. Nous nous intéressons ici aux invariants topologiques
liés a une telle structure, introduits pour étudier différents problémes de
mécanique.

Ainsi, dans la premiére partie, nous généralisons I'invariant de Calabi,
pour aborder I’¢tude des déformations des applications symplectiques.
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350 J.-M. MORVAN

Ce travail est une généralisation directe des techniques utilisées par Wein-
stein, Moser, et plus récemment, Banyaga, qui montrent des théorémes
de points fixes, pour des sous-variétés Lagrangiennes et coisotropes.
Il nous est apparu que ces techniques peuvent permettre d’étudier les
points fixes des déformations symplectiques.

Dans la deuxiéme partie, nous étudions les sous-variétés Lagrangiennes
compactes de E?" ~ C", muni de sa structure symplectique canonique.
Bien que 'on ne sache pas classifier de telles sous-variétés, nous en don-
nons des restrictions topologiques en utilisant le fait que le fibré tangent
et le fibré normal d’une sous-variété Lagrangienne sont isomorphes.

Dans la troisiéme partie, nous nous intéressons a la classe de Maslov
d’une immersion Lagrangienne a valeur dans lespace E*" ~ C". Nous
relions cette classe au vecteur de courbure moyenne de I'immersion, ce
qui nous permet de donner une interprétation Riemannienne de cette classe.

P. Dazord a étudié dans [Da,] les feuilles d’un feuilletage Lagrangien.
Nous complétons cette étude dans la quatriéme partie, ou nous montrons
que lexistence de deux feuilletages Lagrangiens transverses permet de
caractériser la variété ambiante, dans certains cas.

Enfin, la cinquiéme partie étudie les structures canoniques introduites
par A. Lichnerowicz. Nous y définissons la notion de structure canonique
forte, plus restrictive, et nous en donnons une caractérisation topologique,
répondant ainsi a une question de C. Marle.

Certains résultats montrés ici ont été annoncés dans deux notes ([M, ],
[M,]). Je tiens a remercier les professeurs P. Dazord, J. Grifone, A. Lich-
nerowicz, C. Marle avec qui jai eu de fructueuses discussions.

Dans toute la suite, nous entendons par variété symplectique une variété
différentiable C*-munie d’une 2-forme fermée non dégénérée Q.

1. DEFORMATION
DES APPLICATIONS SYMPLECTIQUES

a) Introduction.

Un théoréme classique de Weinstein, [We), affirme que deux sous-
variétés Lagrangiennes compactes et simplement connexes, « assez
proches », se coupent. Pour étudier les oscillateurs harmoniques en uti-
lisant la théorie des systémes Hamiltoniens, Moser a étendu ce résultat
en étudiant les points fixes d’une déformation d’une immersion Lagran-
gienne ou coisotrope d’une variété symplectique [Mo]. Puis, Banyaga,
mettant en évidence I’ « invariant de Calabi généralisé », a encore étendu
le théoréme de Moser, [Ba]. Nous tentons ici de donner un cadre général
a une telle étude, en étudiant simplement les déformations d’une appli-
cation quelconque a valeur dans une variété symplectique.
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QUELQUES INVARIANTS TOPOLOGIQUES EN GEOMETRIE SYMPLECTIQUE 351

b) Position du probléme.

Considérons une C! application f, d’'une variété M dans une variété
symplectique (M, Q). Soient H et K deux homotopies c:

H:'[0,1]><M - M,
K:[0,1]xM > M,

telles que H(0, m) = K(0, m) = f(m), Yme M. On pose h(m) = H(t, m)
k(m) = K(t, m), Yme M. Nous appelons h, et k, des déformations de f, et

. dh . dk
h,, = —' > k., = -
dt /, " dt /..
les champs de vecteurs de déformation. Nous nous proposons d’étudier
le probléme suivant : Existe-t-il des points me M tels que les vecteurs de

déformation h . et kom coincident ?

REMARQUE 1. — Si les homotopies sont suffisamment réguliéres pour
satisfaire la propriété i’om = kom = h(m) = k(m), Vt, le point m est un
point fixe pour la déformation. Cette propriété est en particulier vérifiée
si la déformation est définie & partir d’une application exponentielle rela-
tive a une connexion quelconque sur M :

h{m) = efo(m)ﬁ‘lo, ki(m) = efo(m)tko-

¢) Définitions et notations.

i) Equivalence de deux homotopies : Nous disons que deux homotopies
de f, h, et k, sont équivalentes si h¥(Q) = kF(Q).

ii) Topologie sur F (M, M) : Suivant [Mu], nous munissons I'espace
#,(M, M) des applications C' de M dans (M, Q) de la C!- -topologie,
construite a partir de deux plongements arbitraires de M et M dans un
espace euclidien.

iii) Structure canonique sur M x M : M étant une variété symplectique,
nous munissons M x M de la structure symplectique canonique
définie par Qg x = IT13(Q) — [TF(Q), ou I, et IT, sont les projections cano-
niques de M x M sur M. Si A est la diagonale de M x M, A est lagran-
gienne. Par suite, le théoréme de Kostant-Souriau (cf. [We] par exemple)
permet d’affirmer I'existence d’un symplectomorphisme i d’un voisinage U
de A sur T*M. Rappelons que, si U est un ouvert de trivialisation de M,
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352 J.-M. MORVAN

(x1 ... x,) les coordonnées dun point de M, et (x; ... x,, 1 ... y,) les
coordonnées d’un covecteur de M, dans U, w s’écrit localement

o =xdy, + ... + x4y,

Posons f§ = i*(w). B est une 1-forme sur U, nulle sur la diagonale A.

iv) I-forme deMoser : Si h, et k, sont assez proches de f, au sens de la
topologie de % (M, M), on peut considérer que I'application u, de M dans
UcMx M, (ou U est défini en (iii)), en posant u, = (h, k,). w¥(p) est
alors une 1-forme sur M.

Nous appelons u¥(f) la 1-forme de Moser. (Cette forme a été construite

auparavant par Moser et Banyaga ([Mo], [Ba]), lorsque ces auteurs étu-
dient les immersions coisotropes).

v) Distribution de nullit¢ : Considérons le fibré image réciproque de f,
de base M, f*(TM). Considérons le diagramme

FHTM) —— T*M

N/

ou v est le morphisme de fibré vectoriel défini par
vX) = QX, df)

Son noyau N est appelé distribution de nullité de f.

d) L’invariant de Calabi généralisé.

LEMME 1. — L
i) HHQ) — f¥(Q) = dj h¥(i(h,)Q)dt ,
(0]
Q) — f*Q) = dj ke (ik,))de
i) ) = R)0) — KGEIR) + du ).

iii) En particulier

d i i
[Eﬂt(ﬁ)]o—ﬂ(ho ko, df).

1 1

m(i(h)Qdt — J ki"(i(k:)Q)dterJ wi () B)dt .
0

0

iv)  pi(B) = J

0

Démonstration du lemme 1. — Rappelons la formule classique suivante
([G.S],p. 110) :
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QUELQUES INVARIANTS TOPOLOGIQUES EN GEOMETRIE SYMPLECTIQUE 353

soit Q, une famille de forme & 1 paramétre sur M. Si h, est une famille
d’applications a 1 paramétre de M dans M, on a :

d dQ . -
o h# () = hf —j{E + h¥(i(h)dQ) + dhi(i(h)) . (%)
i) Dans le cas qui nous intéresse, {, est constant : Q, = Q pour tout ¢.

(%) s’écrit donc

Q) = h(h) + dnfih)).

En intégrant sur le segment [0, 1] et en utilisant le fait que h, = f; on obtient
1

1 d 1 . .
f Eh;k(g) = hi(Q) — fH(Q) = J dhy(i(h,)Q)dt = d J hi(i(h)Q)dt .
4] 0 0
On ferait de méme pour %, .

i3 d % — d * — i * ]k
ii) Eﬂr (B = Ei(hn k)*(B) = dt (ht ikt )(ﬁ) '
= R¥(i(h)A(B) — KF(ik)(B) + dpst (i 1))
= h¥(i(h)Q) — k(i(k,)Q) + dur(i( f)B) -
iif) et iv) se déduisent de (if).

COROLLAIRE 1. — Si h, et k, sont équivalentes, la I-forme
1 . 1 .
J hi¥(i(h,)Q)dt —J k¥(i(k,)Q)dt
0 0

est fermée.

Démonstration du corollaire. — On déduit du lemme 1 — (i) que

hHQ) — kHQ) = d(f hi(i(h,)Q)dt — f k,*(i(k,)Q)dt).

0 0

1

Si h, et k, sont équivalentes, cette quantité est nulle. Ceci nous conduit
a poser la

DEFINITION 1. — Soit h, et k, deux homotopies de f, équivalentes. Nous
appelons invariant de Calabi généralisé, associé a h, et k,, la classe de cohomo-
logie y(h,, k,)e H' (M) de la forme fermée

1 . 1 .
Jh,*(i(h,)Q)dt - J k*(i(k,)Q)d .
0 (4]

REMARQUE 2. — i) y(h,, k,) ne dépend que de h,, k, (cf. lemme 1 (iv)).

ii) Silon prend pour h, une famille de difféomorphismes de M et pour k,
I'isotopie triviale : k, = f pour tout t, on retrouve I'invariant de Calabi
classique (cf. aussi [Ba]).
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354 J.-M. MORVAN

e) Un théoréme
sur les déformations symplectiques.

Nous allons montrer le

THEOREME 1. — Soit une application d’une variété M .compacte dans
une variété symplectique (I\~/1, Q). Soit h,, k,, deux homotopies C* de f, suffi-
samment proche de f (au sens de la topologie C'). On suppose que :

(1) L’invariant de Calabi généralisé y(h,, k,) est nul;

(2 ho — ko appartient d un sous-fibré vectoriel transverse a N dans f *TM).
Alors il existe au moins 2 points me M, tels que hom = kom

Remarque sur le théoréme. — Si 'on suppose de plus que les déforma-
tions sont exponentielles :

him) = (exp tho),  k(m) = (exp tho),
et que k, laisse f(M) globalement invariant, on peut alors conclure que
hy(M) et f(M) ont au moins 2 points d’intersection. Le théoréme de
Moser [Mo] et celui de Banyaga [Ba] s’interpréte donc comme un cas
particulier de celui-ci :

THEOREME ([Ba ]). — Soit (M, Q) une variété symplectique et f : M — M
une immersion coisotrope d’une variété compacte. Soit h une application
hamiltonienne « spécialement petite ». Alors il existe au moins 2 points pe M
tels que h(p)e L, ou L, est la feuille passant par p définie par la distribution
intégrable de nullité.

(On se référera a [Ba] pour les notions précises d’application hamil-
tonienne spécialement petite).

/) Démonstration du théoréme 1.

L’hypothése 1 et le lemme 1 (iv) permettent d’affirmer que la forme
de Moser p¥(p) est exacte. Par conséquent, puisque M est compacte,
u¥(pf) s’annule en 2 points au moins. Il reste donc a montrer le lemme
suivant, dont la démonstration généralise directement celle de Moser [Mo] :

LEMME 2. — Sous I’hypothése (2) du théoréme, on a
(.B)m =0 = hO - kOm
Démonstration du lemme 2. — Munissons M d’une métrique induite

par un plongement quelconque de M dans un espace euclidien, et appli-
quons le théoréme de la moyenne a l’application

< (ﬂ)m + t“ ﬁ)>t 0
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QUELQUES INVARIANTS TOPOLOGIQUES EN GEOMETRIE SYMPLECTIQUE 355

Nous obtenons :

Utilisons le lemme 1 (iii). Il vient

d* d*
Em@—<amw0

d
mm+@m@ - ug(h)

< Sup
t=0 t

m t=0 llm

| 1K) — uE(B) + o — ko, A1) Il

< Slt,lp

d : .
‘(E ui"(ﬁ))i — Q(hy — ko, df)

m

Nous avons u&(p), = 0. Si u¥(f), est nul, nous obtenons

) ) d ) )
| Qho — ko, df-llm < Sup IE E(B). — Qho — ko, df)

m
D’autre part, ’hypothése 2 du théoréme permet d’affirmer Pexistence

d’une constante Ctelleque ~ Sup  Q(hy—ko, df) = C|| 1'10 — ko || en tout
XeTM, || X||=1

point de M. Si les déformations sont assez petites au sens de la C'-topo-
logie de # (M, M), pour que

Sltlp

d ) .
‘Eﬂf(ﬁ) — Q(hy — ko, df) “

soit inférieur a # || ho — ko ||, ou n est strictement inférieur a C, on peut
alors conclure que hy_= ko, . Le théoréme est ainsi démontré.

2. SOUS-VARIETES LAGRANGIENNES.
RESTRICTIONS TOPOLOGIQUES

a) Introduction et position du probléme.

La géométrie symplectique est un cadre naturel de la théorie des équa-
tions aux dérivées partielles. Ainsi ont été introduites les notions de sous-
variétés Lagrangiennes, feuilletages Lagrangiens, d’abord dans I'espace
cotangent d’une variété, muni de sa structure symplectique canonique,
puis plus généralement, dans une variété symplectique quelconque. Bien
qu'on ne sache pas classifier les sous-variétés Lagrangiennes compactes
de " ~ C", nous en donnons, dans ce paragraphe, des restrictions topo-
logiques.

Vol. XXXVIII, n°® 4-1983.



356 J.-M. MORVAN

b) Définition des sous-variétés Lagrangiennes.

Considérons une variété symplectique quelconque (M2", Q). Donnons la

DEFINITION 2. — Une sous-variété M" de dimension n, de M?", est dite
Lagrangienne si, en tout point m de M", I'espace tangent T,M" satisfait :

Q,XY)=0 VX YeTM".

¢) Structure presque complexe.

Une structure presque complexe sur une variété M?" de dimension 2n
est la donnée d’un tenseur J de type (1, 1) tel que J*> = — Id. On sait que
si Q est une structure symplectique sur M2, il existe des métriques Rie-
manniennes g et des structures presque-complexes J satisfaisant

QX,Y) = g(X,JY) VX, Y e TM?".
g et J sont dites adaptées a Q, [We].

d) Structure complexe.

Considérons une variété complexe M de dimension complexe n. Un
systéme de coordonnées locales peut s’écrire (z%, .. ., z") avec z/=x/+iy’.
M est naturellement munie d’une structure de variété réelle de dimension 2n,
dont un systéme de coordonnées locales est (x',...,x" y', ...,)"), et
d’une structure presque complexe J, qui est la multiplication par i.

En particulier, J n’a pas de torsion [K.N].

Enfin, nous utiliserons souvent, dans la suite, I'espace complexe C”,
identifié a I'espace Euclidien E?", muni de sa structure complexe cano-
nique J et de sa forme symplectique canonique Q. Si (x4, . . ., x,, Jxy, ..., Jx,)
est une base orthonormée de E2",

Q =dx;Ad(Jx;) + ... + dx,Ad(Jx,)

Nous noterons ¢, ) le produit scalaire canonique de E".

¢) Exemples de sous-variétés Lagrangiennes.

i) Considérons une variété M. Si 'on munit T*M de sa structure sym-
plectique canonique, 'image s(M) d’'une 1-forme s est Lagrangienne dans
T*M si et seulement si s est fermée.

ii) Considéronsle cercle S' dans E? ~ C.Letore S'x ... xS!' < Cx...xC
est Lagrangien. Tators n—fois
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QUELQUES INVARIANTS TOPOLOGIQUES EN GEOMETRIE SYMPLECTIQUE 357

Les travaux de M. Kon et K. Yano, en géométrie Riemannienne, ont
montré que I'on peut caractériser le tore de la fagon suivante ([K.Y.]) :

TrEOREME [K. Y ]. — Une sous-variété de dimension n, compacte, Lagran-
gienne de E*" ~ C", dont le fibré normal est plat (pour le produit scalaire
canonique), est un tore S'x ... xS

Il est facile de montrer, en utilisant un résultat de R. Walden, [Wa],
que toute surface compléte, Lagrangienne, plongée dans E* = C?, a
seconde forme fondamentale paralléle, ([Ch]), est soit un plan, soit le
produit d’un cercle par une droite, soit un tore. (Ce ne peut étre une sphere
a cause du corollaire 2).

iii) Le théoréme de Liouville, sur les familles de fonctions en invo-
lutions permet également de construire des sous-variétés Lagrangiennes
difféomorphes au tore. Rappelons que deux fonctions sont en involution

si Qdf, dg) = 0.

THEOREME (Liouville). — Soit (f; ... f,) une famille de n fonctions
réelles C* en involution, sur une variété symplectique (M", Q). Soit a une
valeur réguliere de f = (f; ... f,) et N, une composante connexe compacte
non vide de f ~(a). Alors, N, est une sous-variété Lagrangienne de M" difféo-
morphe au tore T" = S'x ... xS*.

iv) L’application f:E" — E2"~ 2 définie par
SXqs oo X)) = (X1, ooy Xy 152X Xy« v oy 2Xp— 1 Xy)

induit une immersion Lagrangienne de la sphére S"~* dans E?"~ 2, Cette
immersion a un unique point d’autointersection :

f0,0,...,—1)=f(0,0,...,1),

ce qui est en accord avec le corollaire 2. Ce procédé de construction se
généralise et permet d’obtenir des sous-variétés Lagrangiennes de I’'espace
cotangent d’une variété, a partir de famille de fonctions sur cette variété,
[Wel.

/) Les théorémes.

Nous allons montrer de fagon trés élémentaire les théorémes suivants :

THEOREME 2. — Soit M" une sous-variété Lagrangienne compacte orientée
de E*" ~ C". Notons y(M") sa caractéristique d’Euler. Alors le nombre
x(M")

algébrique d’autointersections de M" est égal da
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358 J.-M. MORVAN

THEOREME 3. — Les classes de Stiefel-Whitney d'une sous-variété
Lagrangienne compacte de E*" ~ C" sont toutes de carré nul.

Du théoréme 2, nous déduisons les

COROLLAIRE 2. — La caractéristique d’Euler de toute sous-variété
Lagrangienne plongée, compacte, orientée, de E*" est nulle.

COROLLAIRE 3. — Toute surface Lagrangienne compacte orientée plon-
gée dans E* ~ C? est homéomorphe G un tore.

g) Démonstration des théorémes 2 et 3.

Notons, pour toute variété M isométriquement immergée dans [E2",
T+M le fibré normal & M. Les théorémes se déduisent facilement des lemmes
suivants :

LEMME 3. — Si M" est une sous-variété Lagrangienne de E*" ~ C",
alors TM" et T*M" sont isomorphes.

En effet, isomorphisme J envoie TM" sur T*M".

LeMME 4 [Wh]. — Le nombre algébrique d’autointersections d’une
variété compacte M" dans E*" égale % x(T+M™).
Pour montrer le théoréme 3, remarquons que
™" @ T*M" = TM" @ J(TM")
est un fibré trivial. Par suite les nombres de Stiefel Whitney w/(TM"@ T*M"),
0 < i < n, sont tous nuls ’[M. S]. D’aprés le lemme 3, w(TM")=w(T*M").
Or o (TM"” @ T*M") = Z O{TM™). w,_(T*M").

i=0
Par conséquent, nous obtenons

@2(TM") @ 0,(TM")> @ 0,(TM") = 0.

Puisque les classes de Stiefel Whitney sont a valeurs dans Z/27, nous en
déduisons que w;(TM")? = 0. De méme,

0(TM") @ 03(TM")w,(TM") + w,(TM")?

+ @(TM"Mw3(TM") + 0, (TM") = 0.
D’ou w,(TM")? = 0.
Le théoréme 2 s’en déduit par récurrence.
Le corollaire 3 est une conséquence immédiate du théoréme 2.
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QUELQUES INVARIANTS TOPOLOGIQUES EN GEOMETRIE SYMPLECTIQUE 359

3. UNE INTERPRETATION RIEMANNIENNE
DE LA CLASSE DE MASLOV
D’UNE SOUS-VARIETE LAGRANGIENNE

a) Introduction et position du probléme.

Les solutions d’une équation aux dérivées partielles s’interpretent, en
géométrie symplectique, comme des sous-espaces Lagrangiens L de T*M.
Les singularités des projections de L sur M s’é¢tudient grace a la classe
de Maslov, invariant cohomologique attaché a la sous-variété L. Nous
donnons ici une interprétation Riemannienne de cette classe, dans le cas
le plus simple, ou la sous-variété L est une sous-variété Lagrangienne de
C" = E*" I'espace Euclidien muni de son produit scalaire habituel g = ¢, >
et de sa 2-forme symplectique canonique

Q=o' A"+ ... + 0" A 0*",

(si w! ... ®*" est une base orthonormée de T*E>").

b) Rappel sur les sous-variétés Riemanniennes.

Considérons f: M" — (E?", g, Q) une immersion Lagrangienne d’une
variété M" de dimension n, & valeur dans E2". Munissons M" de la métrique
f*(g). Notons encore cette métrique fest ainsi une immersion isométrique.
Si V est la connexion triviale sur E?" et V est la connexion de Levi-Civita
associée a g sur M" introduisons de fagon habituelle la seconde forme
fondamentale o

c:TM" x TM" —» T‘M"
(tenseur symétrique a valeur dans le fibré normal pour g) par
o(X,Y) = VY — VyY, VX, YeTM".

(Si y est une géodésique sur M”, || a(y’,y") |l = || V,, y’ || est la courbure
de la courbe y dans E2"). On note H la trace de o. H est le champ de vec-
teur normal appelé « champ de vecteur courbure moyenne ». Si H est nul,
fest dite minimale (cf. [Ch] pour ’étude des sous-variétés Riemanniennes).

¢) La grassmannienne Lagrangienne L(E?") [G. S.].

Désignons par L(E*") I'espace des n-plans Lagrangiens de F2"=C".
L’espace des transformations unitaires U(n) agit transitivement sur L(E2").
De fagon claire, I'ensemble des transformations unitaires conservant glo-
balement un n-plan Lagrangien s’identifie a O(n), I'espace des transfor-
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360 J.-M. MORVAN

mations orthogonales. Par suite L(E*") s’identifie 4 I'espace homogéne
U(n)/O(n). L’application (det)> détermine une fibration canonique de
U(n)/O(n) sur S'. Les fibres sont isomorphes & SU(n)/SO(n), simplement
connexe. En conséquence, le premier groupe de cohomologie de L(E2")
a valeur dans Z, H(L(E?"), Z) est isomorphe a Z.

Drautre part, I'espace tangent en un point p de L(E?") s’identifie au quo-
tient %(n)/O(n) ou %(n) désigne I'espace des matrices antihermitiennes,
et O(n) 'espace des matrices antisymétriques.

d) La classe de Maslov [G. S.].

Considérons I'application de Gauss G, d’'une immersion Lagrangienne
f:M" - [E*" G/ est une application de M" a valeur dans L(E*"). L’image
d’un point me M" est le plan tangent a m, T,,M", ramené a I'origine. Nous
avons la suite suivante :

M" — G, - L(E") ~ UnyO(n) 5!,

1d
Si o= —2,——2 désigne la forme volume de S!, notons B = (det?)* («) et
in z

considérons la classe de cohomologie entiére m déterminée par la forme
GH(p)
Nous avons
m = [(G} o (det®)*)(w)] e H'(M", Z)

([w] désigne la classe de cohomologie de la forme w).

m est la classe de Maslov de I'immersion f.

Une étude précise de cette classe montre qu’elle permet de « compter »
sur un lacet de M" le nombre de points ou TM" n’est pas transverse a un
sous-espace Lagrangien fixé une fois pour toute. (cf. [Da,] et [G.S]).
Nous n’aborderons pas ce point de vue ici.

e) Le théoréme.
Nous nous proposons de montrer le théoréme suivant :

THEOREME 4. — Soit f : (M", g) — (E*" g, Q) une immersion isomé-
trique Lagrangienne d’une variété M" dans Pespace euclidien E*", muni
de sa structure symplectique canonique. Alors la classe de Maslov m de

1
Pimmersion f est représentée par la I-forme fermée — i(H)Q, ou H désigne
T

le champ de vecteur de courbure moyenne de 'immersion et i le produit intérieur.
Nous en déduisons immédiatement les corollaires suivants :
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COROLLAIRE 4. — La classe de Maslov d’une immersion Lagrangienne
minimale dans U'espace euclidien est nulle.

COROLLAIRE 5. — Si (M" g) est une sous-variété Lagrangienne de

1
(E2", Q) de vecteur de courbure moyenne H, [— i(H)Q]e H'(M", Z).
n

/) Démonstration du théoréme.

Nous utilisons les lemmes suivants :

LEMME 5. — L’espace tangent Tp(L(E*")) uu-dessus d’un n-plan P s’iden-
tifie a espace des endomorphismes L de P dans P+, tels que :

(LX), JY)> = CL(Y), JX)>, VX, YeP.

Démonstration du lemme 5. — Tp(L(E?") s’identifie, nous I'avons vu
a U(n)/0(n). Soit e,, ..., e, une base orthonormée réelle de P, et 6%, ..., 6"
sa base duale. Une base complexe de #(n)/6(n) est constituée par I’ensemble
{0t ® e, i0' ®e, — i"® e, }. L'application ¢ définie par :

(0 ® &) = 0* ® Jey,
Pi(0' ®en) —0"®e)=0' @ Je, — 0" ® Jey.

permet de construire, par linéarité, un homomorphisme injectif de Tp(L(E>"))
dans End (P, P). Remarquons a présent que J peut étre lui-méme consi-

déré comme un vecteur tangent invariant de L(E*"). Notons J la 1-forme
sur L(E2") associé a J dans la dualité définie par la métrique. Nous avons le :

LEMME 6. — J e T*(L(E2") est fermée. Avec les notations de I, nous avons:
1 ~
[(det?)*(@)] = — .

Démonstration du lemme 6. — Au-dessus d’un n-plan de L(E"), 'espace
tangent TpL(E?") s’identifie & la somme directe orthogonale o @ RJ,
ou o/ désigne I'espace des matrices antihermitiennes de trace nulle (noyau
de d(det?)), et J est la matrice identité dans une base (e, ..., e,) de P et
(Jey, ..., Je,) de P. D’autre part, 'application tangente a det? est donnée
par d (det?)(Z) = 2 Trace (Z), VZ € U(n)/0(n). Donc si :

Xe.d, (det?)*(a)(X) = 2a(Trace (X)) =0 =<1, X)> = j(X),
si :
1 1 -~ 1~
X = J, (det>)*()(J) = 2(Trace(J)) = - =~-<J,I> =-7JQJ).
T n i
Par suite (det?)*(«) = 1/n J et J est fermée comme image réciproque d’une
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forme fermée. Soit maintenant f:(M" g) — (E", g, ) une immersion
isométrique Lagrangienne.

LEMME 7. — Le fibré G; (T(L(E*")) est isométrique au sous-espace du
produit tensoriel T*M" @ T*M", constitué par les tenseurs vérifiant :

CLX), J(Y) > = CL(Y), I(X) ), VX, Y e TM".

Démonstration du lemme 7. — Plagons-nous au-dessus d*un point m e M™.
D’apres le lemme, I’'espace tangent 4 f(m) s’identifie 4 I'espace des tenseurs L
de f(m) dans f(m)" tels que < L(X),J(Y)>=<L(Y),JX)>VX,Yef (m).
Identifiant T,,M" et f(m), le lemme 7 en découle. :

LEMME 8. — L’application (d G ),, tangente a G, s’identifie a la seconde
forme fondamentale de f en m, o,, considérée comme application a valeur
dans le sous-espace du produit tensoriel T*M" ® T*M", constitué par les
tenseurs vérifiant

(LX), J(Y) ) = (L)L IX) ) VX, YeTM".
Démonstration du lemme 8. — D’une maniére générale, il est bien connu

(cf. [Vi] par exemple), que o s’identifie & dG,. Puisque I'immersion est
Lagrangienne, I'image de o vérifie I’égalit¢ du lemme 7. Notons égale-

ment J la restriction de 'élément J de T*L(E*") a T*G (M")). Nous avons
le :

LEMME 9. — (Gf)*(j) = (i(H)Q);rm ou i désigne ici le produit intérieur.

Démonstration du lemme 9.
Soit X e TM". D’aprés le lemme 8 :

(G*INX) = J(ox)
(ou ax(Y) = o(X, Y), VY e TM").
Soit (ey, ...,e, Jey, ..., Je,) une base orthonormée telle que

ey, ..., eTM"  (Jey, ..., Je,)eT*M",
etsoit(0*, ...,0" — JO, ..., — J6"labase duale. Nous avons, localement :

=e; ® (— JOY), ox = o%0' ® Je, .

—

Par suite :

J(ox) = Ea:ioo = Z<a(x, e), Je; = Zmei, Je; ) =
Z(V X, Je; > = Z(Velel,JX> _Z<a(e,,e) IX > = QH, X).

Donc ( Gf)(J) = i(H)Qun. Le théoréme est une conséquence immédiate
des lemmes 6, 8, 9.
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4. FEUILLETAGES LAGRANGIENS

a) Introduction.

Ce paragraphe est consacré a l'étude des variétés symplectiques bi-
feuilletées. Dans [Da, ], P. Dazord a précisé un résultat de Weinstein ([We]):

THEOREME [Da,]. — Si & est un feuilletage Lagrangien sans holonomie
infinitésimale d’une variété symplectique, toute feuille est naturellement
munie d’une structure Riemannienne plate.

Nous vous proposons ici de montrer que I'existence de deux feullletages
Lagrangiens transverses sur une variété symplectique permet de définir
un invariant géométrique local sur cette variété.

b) Le théoréme.

THEOREME 5. — Soit M une variété symplectique munie de deux feuilletages
Lagrangiens transverses. Alors M est canoniquement munie d’une connexion
linéaire sans torsion, telle que les feuilles soient paralléles et plates.

On pourra comparer ce résultat avec I’étude, dans un cadre différent,
des structures parakihlériennes de P. Liebermann (Thése Strasbourg, 1953).

REMARQUE. — On peut vérifier que la courbure de cette connexion est
I'obstruction a I'existence d’un symplectomorphisme local de M sur C"
envoyant les deux feuilletages sur les feuilletages « horizontaux et verti-
caux » de C" (J. Breuneval ; J. Elhadad. Non publié).

¢) Démonstration du théoréme.

Notons { X, Y ... } les vecteurs tangents au premier feuilletage #,.
Notons { &, #n... } les vecteurs tangents au second feuilletage Z,.
Considérons sur M la connexion V définie par

QVxY,Z + &) = XY, &) — Y, [X,<])

QVxE Y + 1) =A[X, £ Y)

QVY,Z + ) =AIE Y] n)

QVan, X + ) = EQ(n, X) — Qn, [, u]).

LemMME 10. — Les feuilles de &, et &, sont a courbure nulle.
Démonstration :
R(X,Y)Z = VxWZ — WVXZ — VixviZ VX, Y, ZeTF,
QRX, Y)Z, T + &) = QR(X,Y)Z, &) vVX,Y,Z, TeTZ,,
Vée TS,

QR(X, Y)Z, ) = XAWZ, ) + AWZ, [X,E))
= YQVXZ, &) — AVXZ, [Y,E]) — X, YIUZ, §) — QAZ, [[X, Y], £)=0
d’oit R(X, Y)Z = 0.
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On ferait de méme pour R(¢, n)u = 0 V&, n, pe TZ,.

LEMME 11. — Les distributions T, et T, sont paralléles relativement
av.

Démonstration. — 11 est clair que VyXeT#,, VUeTM, VXeTZ,.
De méme, il est clair que V¢ e T#, VU e TM, Ve TF,.

LEMME 12. — V est sans torsion.

Démonstration.

* UVxY — WX — [X,Y)LZ + &)
= XQY, H)-QY, [X, {) - YQUX, O +Q(X, [Y, &)
+Q[X, Y], &) =dQX, Y, {)=0

* UV, u—=Vn—1[n, &), Z+&)=0 pour les mémes raisons .

* QVxpu—VX—[X, 1], Z+9)

=X, 1], 2) - Q[1, X], ) - A[X, u], Z+9=0 VX, Y,ZeTF,,
Vé&, uneTHF,.

5. STRUCTURE DE VARIETES CANONIQUES FORTES

a) Introduction.

Introduite par A. Lichnerowicz ([Li]) pour étudier globalement les
systtmes dynamiques, les variétés canoniques possédent un feuilletage
dont les feuilles sont munies d’une structure symplectique. C Marle pose
le probléme suivant : sous quelles conditions cette structure symplectique
sur les feuilles est-elle la restriction d’une 2-forme fermée globale sur la
variété, dont le noyau est supplémentaire aux feuilles? Nous donnons
une réponse a cette question. Rappelons-la:

DEFINITION 3 [Li). — Une variété canonique M de dimension 2n + 1
est une variété munie d’une submersiont : M — R, et d’un 2-tenseur I de
rang 2n, contravariant, tels que

{ I,T]=0
I, t]=0
(ou, [, ] désigne le crochet de Schouten [Li)).

REMARQUE 4. — Rappelons que si A et B sont deux tenseurs de type
respectifs r et s, le crochet de Schouten de A et B est défini par :

i[A, BI(B) = (= D) *i(A)d(i(B)B) + (—1)i(B)d(i(A)p)

pour toute (r + s — 1) forme fermée f.
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REMARQUE 5. — T détermine un sous-fibré & de TM :
F = {XeTM/X AT"=0}.

De [I,T'] = 0, on déduit que Z est intégrable et définit donc un feuille-
tage de codimension 1.

De [T, t] = 0, on déduit que ¢ est constant sur les feuilles. Sur chaque
feuille F, = { xe M/t(x) = to }, le tenseur A induit un tenseur A, non
dégénéré. A, induit donc un isomorphisme entre TF, et T*F,, qui prolongé
aux puissances extérieures, détermine une 2-forme fermée Q, de rang 2n.

Les feuilles sont donc canoniquement munies d’une structure symplectique.

REMARQUE 6. — (€,) n’est pas une 2-forme sur M mais une section
de (A2%). Cependant, si 'on considére la variété de dimension 2n, Mg,
union disjointe des feuilles, (€2,) est alors une forme symplectique sur M.

(i. e. dQ, = 0, ou d est la différentielle « le long des feuilles »).

REMARQUE 7. — Soit U une carte d’une variété canonique M. Il existe
une base (ey, ..., €,,, €,,+1 = t) locale de U telle que I' s’écrit :
F=e ne1+ ... +e, Ae,y.

b) Position du probléme.

Notonsj: Mgz — M Pimmersion canonique de la variété des feuilles M 5z
d’une variété canonique M dans M. Notons (2,) la deux-forme symplec-
tique canonique sur Mg. Donnons la

DEFINITION 4. — Une structure canonique T sur une variété M est dite
structure canonique forte s’il existe une 2-forme fermée Q de rang 2n sur M
telle que Q, = j*(Q).

Le but de ce paragraphe est d’étudier I'existence de structure cano-
nique forte sur une variété.

¢) Exemple.

i) Une variété munie d’une structure canonique qui n’est pas forte.

Considérons M = T2 x R ou T? désigne le tore S' x S*. Munissons T?
de la forme w = d6; A d6, et considérons ¢(t) = €'. Posons Q,=¢(t)p*w
sur T2 x { ¢} ou p désigne la projection sur R. On voit facilement que Q,
n'est la restriction d’aucune forme fermée sur M. (Exemple donné par
C. Marle lors du congrés de géométrie symplectique de Toulouse en 1981).

i) Une variété feuilletée possédant une structure canonique forte.
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Considérons M, une variété symplectique de forme w, et M, 5> R
une submersion d’une variété Riemannienne de dimension 3, telle que
les feuilles p~!(t), t € R soient minimales (cf. [Su, ] par exemple). Notons w,
la forme volume des feuilles. Alors la 2-forme (w,, w,) munit M=M; x M,
d’une structure canonique forte. En effet, en prolongeant w, a tout M,
en posant i({)w, = 0 si ¢ est orthogonale au feuilletage, nous définissons
une 2-forme fermée sur M,, puisque les feuilles sont minimales, (w;, w,)
est alors une 2-forme fermée non dégénérée sur M, x M,, dont la restric-
tion au feuilletage M; x & (& désignant feuilletage induit par p) est une
forme symplectique.

iii) Pour construire des variétés a structure canonique forte, une tech-
nique consiste & immerger de fagon symplectiquement réguliére une variété

M de dimension 2n+1 dans une variété Kachlérienne (M, g) de dimen-
sion 2n+2. En termes Riemanniens, ceci signifie que nous considérons

une C. R. hypersurface M de M ([Be]). TM se décompose en somme directe
orthogonale : TM = 2 ® 2* oudim 2+ = 1.

Si J désigne la structure presque complexe de M, nous avons J& = @
et JP* = TM*. 2* est le noyau de la 2-forme Q sur M défini par

X, Y) = g(X, JY).

Un résultat classique ([Be]) affirme que 2 est intégrable si et seulement si
la seconde forme fondamentale ¢ de 'immersion satisfait ’¢galité

X, JY) = a(0X,Y) VX, Ye2.

Dans ce cas, les feuilles sont alors munies d’une structure symplectique :
la restriction de Q sur le feuilletage. De plus, la restriction & M de Q est
une 2-forme fermée. Un feuilletage étant toujours défini localement par une
submersion, une telle variété M est localement munie d’une structure
canonique forte.

d) L’espace des deux cycles %,(¥).

Considérons toujours M - R une submersion définissant un feuille-
tage sur M. Notons M la variété des feuilles et par abus de notation,
notons encore t la surjection canonique de M, sur R associée a la sub-
mersion. Pour chaque feuille F, notons %,(F) I'espace des 2-cycles non
triviaux sur F (i. e. I’espace des 2-courants fermés sans bord sur F).

Considérons U%,(F) et ¢ la projection sur R définie de maniére évi-
FeF

dente U%,(F) 5> R.

Fe#

1

Nous appellerons %,(#) 'espace des sections de U(ngf(F) - R
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e) Lapplication ¢ e Z2(F)* @ €,(F)* @ R et espace S;.

Soit M 5 R une submersion de feuilletage associé #, défini sur variété
de dimension 2n + 1. Notons Z2(%) le sous-espace de A*(F) constitué

par les deux formes sur & fermées sur les feuilles (donc pour d). Considé-
rons une métrique g sur M, notons E le champ transverse a # dual de
la 1-forme dt pour g. Si w est une 2-forme d fermée (w € Z2(F)), posons :

(Pe(@) C)y = (K C,j*(igd®) ) ), — 1oy,  VueR

ou @ est la 2-forme sur M définie par :

CT)| F =
Remarquons que ceci définit un réel sur chaque feuille et donc une fonction
sur 'image R de la submersion t. Par suite nous avons défini une application

be 1 ZUF) — G(F)*OR,
soit un élément de ZX(F)* @ €(F)* ® R, localement, si (x; ... X2, ) €5t
une carte, nous avons :
D(x,t) = ayfx, t)dx' A dx’

~ oa; . .
do(x,t) = —;Tj(x, tydx' A dx’ A dt

puisque @ est fermée sur les feuilles.

da;: . .
(pg(w), CH, = <C,& dx' A dxf>
ot - 1)

Rappelons qu’une 2-forme est & triviale si a(X;, X;)=0 VX;, X, e TZ.
Montrons le

THEOREME 6. — w € Ker ¢ < Ja, 2-forme F triviale sur M, telle que
do = doa.

Démonstration. — C. N. Supposons que ¢g(w) = 0. Alors, pour tout
Ce %,(F), nous avons { C, j*(igd®) > = 0 c'est-a-dire que sur chaque
feuille F, ( Cjg, jjf(igd®) > = 0. Par suite, il existe une famille de 1-forme
sur M, ye A(F) telle que dy=j*(ixd®) (ou d désigne la différentielle le
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long des feuilles). Donc, nous avons, avec les notations précédentes :

S 0 .
igdo = dy = dy + a(yi)dx’ A dt
D’ou :
do =dy A dt =d(y A dt).

Or y A dt est manifestement & triviale. Le théoréme est donc démontré
en posant o = y A dt.

C.S. On applique la formule de Stokes :
Si do = da, o F-triviale, alors :

Jiedo) = jiida) = ji(d(iga)
= a(fﬁ-‘(iea))
Si C est un cycle on a donc :

CC, d(f(isn) > = < OC, jfign) >
=0 puisque 0C = 0.

DEFINITION 5. — Notons Sz = Ker ¢y

REMARQUE 8. — 1l est facile de voir que Sy est indépendant de E et
de la métrique g. C’est d’ailleurs aussi une conséquence du théoréme 6.

f) Le théoréme.

THEOREME 7. — Soit M 5 R une submersion de feuilletage associé F,
définie sur une variété M de dimension 2n + 1. Soit Q, une 2-forme fermée
sur les feuilles, définie sur F (i. e. Q, € ZXF)).

Q, est la restriction d’une 2-forme fermée sur M si et seulement si Q, €S .

Démonstration. — Soit Q la 2-forme définie par ﬁ, =0 et i;Q=0.

Nous avons ¢g(d;) =0 < dQ = do ol a est une 2-forme Z-triviale
(cf. le théoréme 6). .

<= d(Q —a)=0. Posons Q = Q — .

Q est fermée et Q 5z = Q;z = Q, puisque o est F-triviale.

Nous pouvons maintenant donner une réponse au probléme posé au
a) : Si (T, t) est une structure canonique sur une variété M, considérons
lapplication y qui, a T', associe la 2-forme Q, sur les feuilles du feuilletage #
associ€ a la structure. M est muni d’une structure canonique forte si et
seulement si Y(I') e Sz, d’aprés le théoréme 7. Nous énongons donc le :

COROLLAIRE 6. — Soit M une variété munie d’une submersiont : M — R,
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de feuilletage associé F . Un 2-tenseur contravariant de rang 2n T satisfaisant :

{[r,r]=0
[T, t]=0

munit M d’une structure canonique forte si et seulement si Yy(I') €S 5.

REMARQUE 9. — La technique de démonstration du théoréme 7 est
proche de celle de Haefliger ([Ha]) employée pour déterminer I'existence
d’une métrique Riemannienne sur une variété feuilletée rendant les feuilles
minimales. Cependant, le résultat obtenu ici est trés différent. En effet,
dans notre cas, l'existence de la submersion ¢ rend triviale la structure
transverse au feuilletage. Au contraire, la structure topologique des feuilles
intervient : il suffit qu'une feuille compacte F satisfasse H,(F) = 0 pour
qu’il nexiste pas de structure canonique sur la variété compatible avec le
feuilletage ; (alors quHaefliger montre que l'existence d’une métrique
rendant les feuilles minimales ne dépend que de la structure transverse).

REMARQUE 10. — Si M est muni d’une structure canonique I', de
feuilletage associé &, on sait que Az = Q, A dt définit une 3-forme fermée
globale sur M([L;]), dépendant d’un champ E transverse a #.

On déduit immédiatement du théoréme 7 le

COROLLAIRE 7. — Soit M une variété munie d’une structure canonique I
de feuilletage induit F et dont la 3-forme canonique associée est Ag, ou E est
un champ transverse au feuilletage F (igdt = 1). Alors

[ est une structure canonique forte si et seulement si ig gl est exacte
sur chaque feuille de F .

Démonstration. — 11 suffit de constater que si Q, = a;;dx’ A dx’ (locale-

oa;; . . .
ment), ipFLpie = igdQ, = —bl dx' A dx’ et d’appliquer le théoréme.
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