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Le formalisme de contact
en mécanique classique et relativiste

par

J. BRYANT

Laboratoire de Mécanique Théorique,
Faculté des Sciences et des Techniques,
Université de Besangon, 25030, Besangon Cedex

RESUME. — On peut donner une formulation plus générale de la méca-
nique hamiltonienne en utilisant la notion de variét¢ canonique exacte
introduite par Lichnerowicz. Un probléme traditionnel, le probléme des
N-Corps, est considéré sous cet aspect. De plus la mécanique relativiste
peut étre formulée dans ce cadre.

ABSTRACT. — A more general formulation of Hamiltonian mechanics
can be given using the notion of exact canonical manifold introduced by
Lichnerowicz. A traditionnal problem, the N-Body problem, is considered
from this view point. Furthermore, relativistic mechanics can be formulated
in this framework.

INTRODUCTION

En analyse traditionnelle [4], comme plus récemment en géométrie
différentielle [5], le formalisme de contact va de pair avec le formalisme
symplectique. L’idée vient alors d’essayer de transposer ceci & la méca-
nique. Pour cela on est tenté de suivre une démarche traditionnelle, qui
part de la variété N = T*Q munie de la 2-forme w = dp; A dq' pour
introduire ’espace temps N x R. Nous avons alors a notre disposition
la 1-forme de Cartan-Poincaré o = p,dq' — Hdt et le couple (N x R, )
définit la structure de contact recherchée (du moins lorsque H n’est pas
homogéne de degré 1 en p;; dans ce cas o n’est pas de classe maximale).
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122 J. BRYANT

Cette structure convient plus particuliérement lorsqu’on veut inclure
la mécanique non conservative. Elle a cependant I'inconvénient de dépendre
du hamiltonien H, donc du mouvement particulier considéré; et a ma
connaissance cette structure ne débouche pas sur une formulation qu’on
pourrait qualifier de hamiltonienne de la relativité et qui aurait justifié
son introduction.

Dans ce travail nous procédons autrement. Nous nous donnons au
départ une structure qui s’aveére étre un cas particulier de variété cano-
nique exacte [7] (elle-méme cas particulier de structure de contact). Sur
cette variété la mécanique hamiltonienne est représentée par les champs
de vecteurs qui conservent la 1-forme de la structure. Le lien avec la struc-
ture symplectique classique apparait dans le cadre de la réduction qui
est ici synonyme de projection de champs de vecteurs. Un exemple frappant
est donné par le probléeme des N-Corps dont les réductions successives
font passer d’une variété de contact a une variété symplectique et vice versa.

L’aspect le plus intéressant est cependant le prolongement qu’on peut
faire en relativité. Il apparait que le mouvement de la particule relativiste
peut étre représenté sur une variété canonique par un champ de vecteurs
particulier appelé champ de contact, et dans cette optique la masse propre
regoit une définition intrinséque, tout en jouant le réle de 2n+ 1° variable.
Nous obtenons ainsi une formulation hamiltonienne de la relativité diffé-
rente de la formulation lagrangienne habituelle.

I. LA NOTION DE FEUILLETAGE
ADAPTE A UN CHAMP DE VECTEURS

1) Soit M une variété C* de dimension n et Z un champ de vecteurs
régulier sur M. Nous supposons que le quotient M de M par le flot de Z
(N. B. Toutes les variétés que nous considérons sont supposées séparées)
est une variété C* et que la projection p de M sur M est une submersion.

Soit maintenant un champ de vecteurs X sur M tel que [X, Z] soit coli-
néaire 3 Z. On dit alors que Z admet la transformation infinitésimale X
et cela se traduit par le fait que X est projetable par Z. 1l existe sur M un
champ de vecteurs X unique tel que :

X(p(x)) = Tp-X(x)
(Tp-X a donc la méme valeur pour tous les points d’'une méme trajectoire
de Z).

Remarquons que si X est projetable par Z, X est projetable par uZ, et
que le crochet de Lie de deux champs projetables par Z est encore proje-
table par Z (d’aprés I'identité de Jacobi).

2) Inversement, un champ de vecteurs sur la variété quotient M étant
donné, il est possible de le relever sur M lorsqu’on sait construire un feuille-
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LE FORMALISME EN MECANIQUE CLASSIQUE ET RELATIVISTE 123

tage adapté 3 Z. Par définition, il s’agit d’un feuilletage régulier de M dont
chaque feuille est transverse au flot de Z (Z est alors sécable). Chaque
feuille est nécessairement de dimension n— 1 et définit une carte locale de M.

Il est clair que tout champ de vecteurs sur M induit un champ de vec-
teurs sur chaque feuille, et par conséquent sur toute la variété M.

D’aprés ce qui précéde, si un champ Z posséde un feuilletage adapté,
nous pouvons affirmer que la variété quotient M posséde une structure
de variété C* (puisque le feuilletage définit un atlas de M) et que la pro-
jection p: M — M est bien une submersion.

Nous avons encore les propriétés suivantes :

a) Tout champ X sur M projetable par Z se décompose de maniére
unique en : _
X(x) = X(x) + 2Z(x)

o X est un champ projetable par Z tangent au feuilletage.
b) Etant donné deux champs X et Y projetables par Z nous savons que
[X, Y] est projetable par Z. Nous pouvons écrire :

X=X+1Z; Y=Y+uzZ; [XY]=I[XY]+Z
et un calcul direct montre que :
X.¥]= [XY]
¢) Une r-forme o étant donnée sur M, une condition nécessaire et suffi-
sante pour que o soit un invariant intégral absolu de Z est que :
io =0; izda =0

Il est équivalent de dire que « est I'image réciproque d’une r-forme & sur M.
Connaissant un feuilletage adapté & Z, une expression locale de & est obtenue
en prenant la restriction de « & une feuille P : XY, . . ., XF étant r champs sur P

se déduisant comme nous le savons de r champs X, ..., X, sur M, nous
avons, en posant o|p = ap :

&(Xl, . .,X,) = O(p(Xll), .o '7Xrl‘J)

3) Une illustration de tout ceci est donnée par la formulation de la
mécanique hamiltonienne (conservative). Soit (N, w) une variété sym-

plectique et X;; un champ hamiltonien sur N. Nous avons donc :
ix,» = —dH

Considérons maintenant la variété M = N x R appelée « espace-temps »
et désignons par p: M — N la projection p(x,t) = x. Autrement dit,

o . 0 .
p est la projection suivant le champ de vecteurs Z = ER qui admet pour
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124 J. BRYANT

feuilletage adapté les surfaces ¢t = k. Sur M nous pouvons considérer le
champ de vecteurs régulier : ;

Xu =Xy + Py
qui vérifie Tp- Xy = Xy ; dt(Xy) = 1.

Xy admet encore les surfaces ¢ = k comme feuilletage adapté. Donc,
d’aprés ce qui précede, le quotient de M par les trajectoires de Xy a encore
une structure de variété C* que l'on appelle « espace des mouvements »
et que nous désignons par N, (voir [9]). Soit p, la projection correspon-
dante (qui est encore une submersion). Tout champ X sur M se décompose
de maniére unique en X = X + AXj; ot X est un champ tangent au feuille-
tage.

Une 2-forme « canonique » a peut alors étre construite sur M, qui est
en méme temps un invariant intégral absolu de Xy.

Nous définissons d’abord « pour des champs tangents au feuilletage

en posant : . .
Xy, Xa) = (p*o)X,y, X))

Nous supposons ensuite que a est nulle pour tout champ colinéaire a Xy.
c’est-a-dire :
ix, 0 =0
Le calcul de o pour deux champs quelconques X, et X, (que I'on décom-
pose en )~(1 + A Xy et )N(z + A,Xy) donne alors 'expression générale sui-
vante de a :
a=p*w—dﬁAdt (oﬁﬁzp*H)

Nous avons do = dp*w = p*dw = 0 puisque w est fermée par hypo-
thése, donc o est bien un invariant intégral absolu de Xy; (Nous reconnais-
sons dans « la forme de Cartan-Poincaré) o est I'image réciproque par p,
de la 2-forme w, dont I'expression locale est donnée par :

wo(X?, X3) = (X7, X3) = (p*w)e(X1], X5)

ou X%, X% sont deux champs sur la feuille P et ou X§ = Tp X};
X9 = Tp, X5 (Mg, wo) a. donc une structure de variété symplectique
déduite de celle de (N, w). Récapitulons dans le schéma suivant :

M =N xR
Xy =Xy + 2
P ot Po
Z=,rf o =p*o — dH A di\_ Xu
= piwo
(N, o) (No, o)
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LE FORMALISME EN MECANIQUE CLASSIQUE ET RELATIVISTE 125

II. VARIETES DE CONTACT
ET CHAMPS D’HOMOTHETIE

1) Par définition, une variété de contact M est une variét¢ C* de dimen-
sion impaire 2n + 1 munie d’'une 1-forme Q de classe constante 2n + 1.

On montre [/] [5] qu’il existe un champ de vecteurs régulier Z sur (M, €2),
appelé champ caractéristique (ou Champ de Reeb) tel que :

Le champ Z est donc attaché a la structure de contact. Notons que d(2 est
un invariant intégral absolu pour Z.

2) Nous allons maintenant nous intéresser a un certain type de champ
de vecteurs défini sur une variété de contact et que nous appelons champ
d’homothétie. Par définition, il s’agit d’un champ de vecteurs Y tel que :

LYg=Q

Une premiére propriété des champs d’homothétie est d’étre projetables

par Z. En effet, nous avons :
i[Y,Z]Q = LYiZQ - iZLYQ - - izg = — 1
i[Y,Z]dQ = Lylde - lzLde = — lde = 0
dou : . .
iv,z+22 =03 irv,21424Q =0

En utilisant 'hypothése faite sur la classe de Q, ceci entraine [Y,Z]+Z=0.
[Y, Z] est colinéaire a Z donc Y est projetable par Z.

3) La formule de Cartan permet d’écrire :

Q=dF —1II

ou nous avons pos¢ : F =iyQ; Il = — iydQ.

Cette décomposition de Q va entrainer des propriétés remarquables
pour la structure de contact (M, Q).

En effet, nous voyons d’une part que I'application F : M — R est de
rang 1, puisque Q est de classe 2n + 1, et I1 est de méme classe que dQ,

c’est-a-dire 2n (puisque dII = — dQ). Donc les surfaces F = constante
forment un feuilletage régulier de dimension 2n de M et ce feuilletage est
adapté a Z : en effet, comme : i,Q=1; i,[1= —izi,dQ=iyi,dQ=0, nous

avons : L,F = i,dF = i,(Q + IT) = 1 # 0 et chaque feuille est transverse
a Z. Nous voyons d’autre part que la 1-forme IT est un invariant intégral
absolu de Z, puisque iI1 =0 et izdIl = — i,dQ = 0.

Nous pouvons donc affirmer que le quotient M de M par les trajec-
toires de Z a une structure de variété C*®, et qu’il existe une 1-forme IT sur M
de classe 2n telle que IT = p*TI (ou p désigne la projection de M sur M).
Par conséquent (M, II) a une structure de variété symplectique exacte.
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126 J. BRYANT

4) Considérons maintenant la projection Y de Y sur M (Y = Tp-Y)
et calculons izdIT pour un champ de vecteurs quelconque X sur M :

ivd I(X) = dTI(Y, X) = dTI(Tp-Y, Tp-X)
ou X est le champ tangent au feuilletage tel que X = Tp-X. Donc :
ivdTI(X) = p*dTI(Y, X) = dp*TI(Y, X)
= dII(Y, X) = — d(Y, X)
= — iy dQX) = II(X)
= p*IX) = T(Tp-X)
izd II(X) = TI(X) vX e v (M)
Nous en déduisons que izdIT = TI, c’est-a-dire que Y est le champ fonda-
mental [7] de la structure symplectique (M, IT). Notons que igIl = 0;
Ly =TL
Supposons que M soit une variété connexe et paracompacte et soit M’ le
quotient de M par les trajectoires de Y. A. Lichnerowicz montre alors que,

moyennant ’hypothése que la projection p de M sur M’ est une submer-
sion et munit M’ d’une structure de variété différentiable de dimension

2n — 1, il existe une fonction w sur M (w > 0) telle que la 1-forme 2 soit
un invariant intégral absolu de Y (w vérifie Lyw = w). w

(L’hypothése sur p est vérifiée en particulier lorsqu’il existe un feuille-
tage adapté 3 Y comme nous le savons.)

Il existe alors une 1-forme o’ de classe 2n — 1 sur M’ telle que I1=wp*¢’
donc (M’ ¢’) est une variété de contact de dimension 2n — 1.

L’existence d’un champ d’homothétie sur une variété de contact (M, Q)
de dimension 2n + 1 implique donc I'existence d’une variété symplec-
tique (M, IT) de dimension 2n quotient de M par Z, et implique aussi, avec
une hypothése adéquate sur Y, I’existence d’une nouvelle variété de contact
(M’, 6) de dimension 2n — 1, quotient de M par Y. Le triplet (M, Q, Y)
constitue un cas particulier de ce que A. Lichnerowicz appelle une variété
canonique exacte. C’est ce terme que nous emploierons par la suite, étant
entendu qu’il s’agira d’un triplet du type précédent.

5) Posons-nous maintenant la question de l'existence d’un champ
d’homothétie sur (M, Q).

En prenant le produit intérieur par Z des deux membres de Iégalité
dF — IT = Q nous obtenons :

LzF = lzdF = izg = 1

en utilisant les propriétés de IT et Z.
Inversement, supposons que nous connaissions une fonction F partout

Annales de I’Institut Henri Poincaré-Section A
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de rang 1 solution de '’équation L F = 1. Les surfaces F = constante
définissent un feuilletage adapté a Z.
Posons 11’ = dF — Q. Nous avons :

iJI = i,dF — i;Q=0; idIl' = — idQ =0

donc IT’ est un invariant intégral absolu pour Z; par conséquent I1’ est
'image réciproque d’une 1-forme IT’ sur le quotient M de M par le flot
de Z. (M, IT") étant une variété symplectique exacte, il existe un champ
de vecteurs unique Y sur M tel que izdIl’ = IT’ (en vertu de I'isomor-
phisme existant entre TM et T*M grace a dI1). Y induit sur chaque feuille
F = constante un champ de vecteurs tangent, donc induit sur M un champ
de vecteurs Y tangent au feuilletage. Nous cherchons ensuite Y tel que :
Y=Y+aZ; i,Q=F
Comme :

l?Q = - l{/n, = — lvﬁ, = O N lYg = iaZQ = O(iZQ =

nousavonsa = F;Y =Y + FZ et il est facile de vérifier que nous avons
bien LyQ = Q.

Y est donc parfaitement déterminé par la connaissance d’une fonction F,
solution de L F = 1.

6) Traitons les exemples suivants :

a) Dans R? euclidien, considérons : s s

0
Q = adx, + a,dx, + azdx;; V=ala—+a2$+a3a—
1 2 3

ou a,a,as sont des fonctions de x,;x,x; de classe C2, Q est de classe maxi-
male 3 si V-rot V # 0.
Le champ caractéristique de Q est :

rot V
" VerotV
F est solution de L,F = 1 soit :
JoF oF oF
rot V.igrad F=A; — 4+ A, — +A;—=V-rotV
0x4 0x, X3

ou A;A,A; sont les composantes de rot V.

F est donc solution d’une équation aux dérivées partielles du premier
ordre non homogéne (On sait que sa résolution se raméne a celle d’une équa-
tion du premier ordre homogéne). Une fois cette équation résolue, nous
cherchons Y tel que LyQ = iydQ + dF = Q, ce qui se traduit par :

rotVxY=V—-grad F
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128 J. BRYANT
Posons Y = Y + aZ avec : d F(?) = grad F-Y=0 (SN( est donc tangent
au feuilletage). Nous avons :
rot V x S~{=V—gradF
d’ou par division vectorielle :
(V—gradF) x rotV
l| rot V|2
A est déterminé par grad F-Y =0, soit :
(V,rot V, grad F)
[[rot V|2
et comme : rot V-grad F = V-rot V nous avons :

(V,rotV, grad F) :]
otV
V-rotV

Y = + ArotV

ArotV-gradF = —

~ 1
Y=———|(V—gradF tV —
HrotVllz[( grad F) > ro

Nous pouvons vérifier ensuite que i¥Q = Y-V = 0 donc o = Fet:

Y=Y+

rotV
V-rotV

b) Dans 2"*! muni des coordonnées (z, x;, y') considérons : Q=dz — x;dy".
0 F
Nous avons Z = % donc une solution de L,F = i 1 se met sous la
z z
forme : F = z + V(x;)').

0 0 0
Enposant : Y =Y, — + Y,, — + Y,: < I'égalité¢ LyQ=iydQ+dF=Q
donne : 0z 0x; oy

ov ov

Y, =— + x;; Y= ——
i ayl y 6xi
De I'égalité iyQ = F nous tirons :
ov
Y,=—-—x—+V+z.
0x;
Y est donc déterminé par la donnée d’une fonction V(x;y’). Notons que
II=dF —Q=4dV + xdy'.
7) De fagon générale, nous pouvons appliquer le théoréme de Darboux
a la 1-forme IT qui est de classe constante 2n : au voisinage de tout x de M

tel que IT # 0 (C’est-a-dire tel que II # O ou encore Y # 0), il existe 2n
quantités p;, q' telles que :

Il =pdq  avec py(x)#0.
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Posons alors s = F. Nous avons :
Q =ds — pdq’

et nous dirons que les 2n + 1 quantités s, p;, ¢' définissent un systéme de
coordonnées locales adaptées d (M, Q, Y). Dans ce systéme :
0 0 ~ 0

Y=s_—+p— Y=p—

5,
Z =, b
0s 0s op; op;

Reprenons I'exemple de R*"*! muni de Q = dz — x;dy* et considérons
le champ d’homothétie suivant (que nous rencontrerons encore par la
suite) défini par : V= — 2x,y!, d’ou :

( ov ov
Yx1=a_yl+x1=_xl; qu='a?+xa=xa
(x=2,...,n
ov ov
<
Y1=———=21; Y.= — =0
Y 0x, Y ! 0x,
A%
Y.= -y —=+V+4+z=:
\ o
et : I =dV + xdy' = — x,dy' — 2y'dx, + x,dy"

Supposons maintenant que y* > 0. Nous pouvons alors écrire :

= —2/y'd(x;/y") + xdy*
et choisir comme coordonnées adaptées :
Pi==2/Y(<0); p,=x,
q' = x;/y! ;=)
s =z —2x;y!
dou : Il=pdgd et Q=ds—pdq.
Soit alors : U= {(s,pq)eR* p, <0}.
_ 0
Le quotient U de U par les trajectoires de Z = s peut étre identifié a
s

I'intersection de U avec la surface s = 0 et nous pouvons écrire :

_ . — 0
M =T1-o = pdq’; Y=Y|s=o=Pi$

Nous avons : Il = wo' = Wds' — pldq®)

avec : W= —pg; s'=—-q ; Dy =—.
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130 J. BRYANT

Comme Lyw = w > 0 par hypothése, les surfaces w = — p, = constante
définissant un feuilletage adapté a Y. En désignant par U’ la variété quo-

tient de U par les trajectoires de Y, nous pouvons affirmer que (U’ a’)
a une structure de variété de contact de dimension 2n—1. Cette variété
va jouer un role fondamental dans la réduction du probléme des N-corps,
comme nous le verrons par la suite. Avant cela nous devons étudier les
propriétés de deux types de champs de vecteurs que I'on peut définir sur
une variété canonique : les champs hamiltoniens et les champs de contact.

III. CHAMPS DE VECTEURS
SUR UNE VARIETE CANONIQUE

1) Un champ hamiltonien sur une variété canonique (M, Q, Y) est un
champ X tel que : LyQ = 0.

Le hamiltonien de X est la fonction H telle que : ixQ = — H. Notons que
si H est constant, X est colinéaire au champ caractéristique Z.

La terminologie employée va étre justifiée par les propriétés suivantes :

a) X est projetable par Z. En effet :
ix,z)Q = Lyxi;Q — i;LyQ =0
ix,21dQ = LyidQ — i;LxdQ =0
Donc [X, Z] = 0. De plus, H est intégrale premiére de Z puisque :
LH = — LyixQ = — ixL,Q = 0.

b) Soit X la projection de X sur la variété quotient M. Nous allons
montrer que X est un champ hamiltonien ordinaire sur la_ variété symplec-
tique exacte (M, II). Pour cela, calculons la valeur de izdI1 pour un champ
de vecteurs quelconque V sur M :

iZdTI(V) = dTI(X, V) = dII(Tp-X, Tp-V)
ou V est le champ tangent au feuilletage tel que V = Tp-\Nl. Donc :
i<dTI(V) = p*dTI(X, V) = dTI(X, V)
= ixdTI(V) = — ixdQ(V)
= — dH(V)
puisque : LxQ = ixdQ — dH = 0. Comme H est intégrale premiére de Z,
il existe H sur M telle que H = p*H et nous pouvons écrire :
iwdTI(V) = — p*dH(V) = — dH(V)
et ceci quel que soit le champ V sur M. Nous en déduisons que izd [1= —dH,

donc X est un champ hamiltonien sur (M, IT), de hamiltonien H.
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¢) Le champ X peut s’écrire : X = X + AZ ou X est un champ tangent
au feuilletage. D’apreés ce qui précéde, X apparait comme un champ hamil-
tonien ordinaire défini sur chaque feuille F = iyQ = constante, et induit
par X. Dans un systéme de coordonnées locales adaptées nous avons :

Q=d dq' Z g Y g + 0
=ds — pdq'; == =s_—+pi
ST pdd s as 7 op;
avec :L,H = 0H/ds = 0. Les formules : LyQ = ixdQ — dH =0;ix\Q=—H
entrainent

~ 0H ~ JH
Xp.-=Xpi=_a_q.'; Xq“=Xq"=a
0H
Xs=/1=pixqi—H=pi—-H
op;

La variable s(= F) joue le role de action et la fonction A s’interpréte
comme la fonction de Lagrange. Notons que ces quantités, tout comme
le hamiltonien H, sont intrinséquement définies.

2) Il est maintenant possible de reprendre la formulation de la méca-
nique hamiltonienne, cette fois dans le cadre plus général des variétés
canoniques : (M, Q,Y) définit la structure de base, indépendamment des
champs hamiltoniens, que I'on se donne ensuite par LyQ = 0. Par pro-
jection suivant Z, on obtient la structure symplectique exacte (M, IT) sur
laquelle est définie le champ hamiltonien ordinaire X = Tp-X. Le feuille-
tage adapté est défini par les surfaces d’action constante (le temps t garde
son réle de parameétre indépendant, mais ne joue plus en méme temps de
role de variable).

M, Q,Y)
s=F =constante: s=F =constante:
feuilletage adapté » 0 feuilletage adapté
VA VA
. (Ma ﬁ_) (NO, Cl)())
ixdIl = — dH péwo = d(— Q/H)H # 0)

De manicre analogue a la formulation classique on peut chercher a définir
sur I'espace quotient de M par les trajectoires de X une structure de variété
symplectique (N,, w,) que I'on appellera encore espace des mouvements.

Comme : LyF = LgF + L,,F = 4, nous pouvons affirmer que, dans
le cas ou A # 0, les surfaces d’action constante définissent un feuilletage
adapté a X, ce qui dote N, d’une structure de variété différentiable (de
dimension 2n).

Vol. XXXVIII, n° 2-1983. 6



132 J. BRYANT

Il reste a définir sur N, une 2-forme fermée w, de classe 2n, ou ce qui
revient au méme, une 2-forme fermée « de classe 2n sur M qui soit invariant
intégral absolu de X. Or, X étant champ hamiltonien sur (M, Q, Y), on peut
montrer que X est le champ caractéristique de la 1-forme — Q/H (ol nous
supposons H # 0).

En effet :
ix(—YH)=1;
. ixdQ dHAQ dH ixdH (ixQ)dH
MO =Tt T Ty e T
dH 1LyH dH ] )
=___I_T+ —HZ +ﬁ=0’ (Ltz_LXlXQ=_lXLXQ:0)

La 2-forme o = d(— Q/H) est fermée et de classe 2n; de plus o est un inva-
riant intégral absolu de X, puisque ixa = 0 ; ixda = 0. Donc lorsque H # 0
il existe sur N, une 2-forme fermée w,, de classe 2n, telle que : « = pw,
(po désignant la projection de M sur Ny), et (N, w,) & une structure de
variété symplectique.

Il reste a envisager les cas particuliers ou A est identiquement nulle d’'une
part et ou H = 0 d’autre part (et qui s’avérent &tre les cas les plus inté-
ressants).

a) Supposons d’abord que 1 soit identiquement nulle, c’est-a-dire que X
soit partout tangent au feuilletage (puisque X = X). Dans ce cas LxF=0et :

ixviQ = LxiyQ — iyLyQ = LyF =0 ;
comme de plus :
Lixvi? = LyLyQ — LyL4Q = L4Q = 0,
nous pouvons affirmer que [X, Y]=0 donc que X est projetable par Y ; cette
propriété reste vraie si I'on considére les projections X et Y de X et Y par Z.

Comme ixdI1 = — dH; izdI1 = II nous avons encore :
L‘Xd§ = diidﬁA= d(— dﬁl: 0 -

et : LIl = Lgigd Il = iglgdIl (puisque [X, Y]=0)

soit : L1 =0

Enfin pour déterminer igIl, nous calculons p*(igIl)
P*(iiﬁ) = ix(p*T) = ixI1
= — ixQ (puisque Q = dF — I1 et dF(X) = 0)
dou: p*(igll) = H = p*H
Il sensuit que X définit un systéme hamiltonien homogéne, de hamil-
tonien homogeéne H. En effet, traduisons les propriétés précédentes dans un
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systéme de coordonnées locales adaptées ; dans un voisinage U d’un point x
de M nous avons Q |, = ds — pdq'; 1|y = pidq’, et nous identifions loca-
lement M 4 la feuille d’action constante passant par x, que nous désignons
par V; il en résulte :

O =Tl =pdq;
X = X| X6+Xa— 8H6+8H6
Y Mo T od o4 ope - opiog'

H = H(p;, 9')

Légalité igIl = H se traduit par :
X oH _ H
Pirgi = D; o =

c'est-a-dire H est homogene de degré 1 par rapport aux p;.

Nous appliquerons ceci au probléme des N-corps que nous pourrons
mettre sous forme homogeéne.

Une conséquence en sera la réduction de ce probléme (correspondant
a la projection de X par Y) et le champ réduit (ou projeté) sera un exemple
de champ de contact dont I'é¢tude sera abordée plus loin.

b) Supposons maintenant que H = 0. On montre classiquement que
les trajectoires du champ X sur H = 0 sont celles du champ hamiltonien X',
de hamiltonien H’, sur H = 0 a condition que H" = 0 et H = 0 définissent
la méme sous-variété. Dans ce cas X’ = uX, u étant une fonction sur M.

Ceci peut étre mis a profit localement, en résolvant H = 0 pour une des

. . JH .
variables ; supposons qu'au point x, — # 0. Alors dans un voisinage de x
nous avons : op

H=0<« H =p, + Hi(p,,¢)=0 (x=2,...,n)

Il faut remplacer X par X’ = uX avec u = 1/(0H/dp,) et nous obtenons
alors le systéme hamiltonien :

‘ oH’ oH' oH,
X, =o—=1; Xy=o—=_1
6p1 apaz aPa
, oW oH, _  OH _ 0H,
Pr T aql aql ’ Px aqa - aqa
JH’ JH
X; =pim——H =p,— —H,
k op; 0Py

Les2n — 2 équations en p,, ¢* définissent un systéme hamiltonien non
conservatif, H; correspondant & un hamiltonien « dépendant du temps »
en identifiant g* a la variable indépendante.

Cependant, au lieu de procéder ainsi, il est possible de transformer le
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champ hamiltonien sur H = 0 en un champ de contact sur une variété
de dimension 2n — 1 [7].

Notons pour finir que les deux cas précédents se combinent lorsqu’on
¢€tudie un systéme hamiltonien homogéne sur la sous-variété H = 0; dans
le cas du probléme des N-corps, cela correspond a I'étude de la variété
de collision. Nous aurons 'occasion d’y revenir par la suite.

3) Un champ de contact sur une variété canonique (M, Q,Y) est un

champ X tel que :
LyQ = 1Q

ou A est une fonction sur M. Le hamiltonien de contact [2] de X est la fonc-
tion K telle que : ixQ = — K.

Notons que si 4 est identiquement nulle, X est un champ hamiltonien,
et que si A = 1 X est un champ d’homothétie.

Donnons quelques propriétés des champs de contact :

a) Nous avons :

LyQ = ixdQ — dK = 1Q
donc :
izixdQ — i,dK = 1i;Q
Comme :
izdQ =0; i7Q=1, L,K=-1

b) Calculons iy 7,Q et Lix 7/Q :

i[X,Z]Q = inzQ - izLXg = - i
LixzQ = LyL;Q — L,14Q = (— L )Q.
Donc sauf si A = constante, [X,Z] n’est pas colinéaire & Z, c’est-a-dire
X nest pas projetable par Z.

¢) Dans un systéme de coordonnées adaptées, nous avons : Q=ds—pdq’;
0 K
Z=—; A= —— et les égalités :
0s 0Os &
LyQ = ixdQ — dK

= ix(— dp; A dg’) — dK = — X, dq" + X,dp; — dK
oK .
== —a—(ds — pidq)
s

ixQ = X5 = pini = - K(S, Pis ql)
entrainent
x __0K__K XK
pi aqi Pi s q T ap;
0K
Xs =pi——
op;
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Ces 2n + 1 équations forment le systéme de contact.
d) Nous avons :

LxK = — inxQ = — ixLxg = - Alxg

Donc : LyK = iK. Le hamiltonien de contact K n’est pas intégrale pre-
miére du systéme de contact, par contre la sous-variété d’équation K = 0
est une variété invariante.

Ecrivons les équations du systéme de contact sur K = 0 sous la forme :

dp; _ds _dq’
K K 0K K
a 5:17 b g b op;  Op;

Nous reconnaissons dans ce systéme le systéme des caractéristiques de
I’équation des dérivées partielles du premier ordre :

ov
K(V,—i, q‘) =0
oq

ov

oq'

La solution du systéme de contact sur K = 0 pourra donc étre locale-
ment interprétée comme une famille de surfaces dans R"*! muni des coor-
données (s, ¢'). Ces surfaces seront engendrées par les caractéristiques de
I’équation aux dérivées partielles précédente.

Un exemple classique de ceci est fourni par ’équation de Hamilton-Jacobi
qui correspond a un hamiltonien de contact de la forme : K =p,+H(p;, ¢* t);
(0K/0s = 0). L’équation aux dérivées partielles associée s’écrit en effet :

Al +H N oi)=0
ot g )T
(Le systéme de contact se réduisant ici 4 un systéme hamiltonien).

4) Les définitions et propriétés précédentes restent valables pour une
variété de contact ordinaire (M’, ¢’) sur laquelle on ne se donne pas un
champ d’homothétie; on ne peut plus cependant parler de coordonnées
adaptées. Par contre le théoréme de Darboux permet d’affirmer qu’il existe,

au voisinage de tout point x’ de M’, un systéme de coordonnées locales
(s’, pi, q}) telles que :

ou nous avons posé : s = V(q'); p;

o’ =ds’ — pjdq"

et dans ces coordonnées le systéme de contact aura une expression analogue
a celle donnée précédemment.
Nous avons déja rencontré une telle variété de contact lorsque nous avons

considéré la variété quotient de la variété symplectique exacte (M, IT)
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par son champ fondamental Y (nous supposons que la structure de variété
quotient existe et nous faisons certaines hypothéses sur Y et la projection
correspondante p).

Nous savons qu’il existe alors une fonction w > 0 sur M vérifiant Liw=w
et telle que :

e =k

II =wo avec : G = p*o

(¢ est donc un invariant intégral absolu de Y).

Soit alors un champ hamiltonien X sur (M, II) qui commute avec Y,
C’est-d-dire qui définit un systéme hamiltonien homogéne comme nous
le savons. Alors X est projetable par Y et il existe un champ X’ sur (M, ¢’)
tel que : X’ = Tp-X. Nous allons maintenant voir que X’ est un champ de
contact sur (M’, ¢’) par une démonstration analogue a celle donnée en [7].

— Lw\ _
En effet, nous savons que LI1=0donc Lg(wo)=0et Lgo=— X Jo=1ic
w
_ LyLgw  (Lgw)(Lyw LgLyw Lgw i
De plus : Lgd = — Y_x +( x_)z( Y )=— X_Y + f = Qetil
w w w w

il existe A’ sur (M’, o) telle que : 1 = p*/".
Nous allons montrer que Ly.6’ = A’¢”. Pour cela nous calculons p*(Lx.¢"): -
P*(Ly0’) = p*(ixdo’ + dix,0’) = ixd(p*c’) + dix(p*o’)
A
d’ou il résulte que: Ly.o’=A'¢” et X’ est bien un champ de contact sur (M’, ¢”).
Le hamiltonien de contact K’ de X’ est par définition égal & —iy.c’ d’ou:

P*K’' = — p*ixo’ = — igp*o’
= — ix0 = — ix(TT/W)
et: p*K’ = — H/w

ou H = iI1 est le hamiltonien (homogeéne) de X comme nous le savons.

5) Soit (M, Q) une variété de contact (non nécessairement une variété
canonique) et X un champ de contact sur (M, Q) donc tel que LxQ = 1Q.
La condition pour quun champ W commute avec X est équivalente aux
égalités :

ixwQ=0; LxwQ=0

Considérons d’abord la premiére. En posant iyQ = Gelles’écrit : LyG=A1G.
Compte tenu de LyK = 1K, K étant le hamiltonien de contact de X, nous
pouvons affirmer que si un champ W est tel que ix w;Q2 = 0 alors G/K est
intégrale premiére du champ de contact X (en supposant K # 0).

Ceci peut étre considéré comme la forme du théoréme de Noether valable
pour les champs de contact (Notons que lorsque X est un champ hamil-
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tonien, cest-a-dire 4 =0, alors LyG = 0 et G est intégrale premicre).
Il est possible de préciser les choses si W est lui-méme un champ de
contact. En effet, nous avons en écrivant LyQ = pQ :

Lix w2 = (Lxp — LwA)Q
i[X,W]Q = LxG _ AG
Nous voyons donc que lorsque
LyQ = uQ; LyK =K

alors LyG = AG et il sensuit, puisque LyK = K et LyG = uG, que
G/K est intégrale premiére commune d X et W (toujours en supposant K 50).
Si de plus Lyy — LyA =0, alors Lixw;Q =0 d’ou on déduit que
[X, W] = 0 et X est projetable par W.
Un cas particulier important est celui ou W est un champ d’homothétie
c’est-a-dire 4 = 1. Dans ce cas Ly y = 0, et la condition LyK = K entraine
(Z étant le champ caractéristique de Q) :

Lw).. = - LszK = L[Z,W]K - LszK = 0

puisque [Z, W| = Z d’aprés une propriét¢ des champs d’homothétie,
et il en résulte que Lix wiQ = 0.
Donc les conditions :
LyQ =Q; LyK =K

entrainent en méme temps que G/K est intégrale premiére commune a X
et W et que [X,W]=0.

En revenant a une variété canonique (M, Q, Y) nous avons déja vu l'inté-
rét que présentent les champs hamiltoniens qui commutent avec Y et qui
donnent naissance aux systémes hamiltoniens homogenes. Nous en aurons
un exemple concret lorsque nous étudierons la réduction du probléme des
N-corps.

De fagon plus générale, il se trouve que les champs de contact qui com-
mutent avec Y présentent un intérét tout aussi grand. En effet nous verrons
que la description de la particule libre relativiste rentre dans ce cadre.

L’étude de ces deux exemples va maintenant faire 'objet de la derniére
partie de ce travail.

IV. LA REDUCTION DU PROBLEME DES N-CORPS

1) Toutes les notions que nous venons de voir permettent une for-
mulation « intrinséque » du probléme des N-corps liée & la « géometrie »
du probléme, et la réduction que nous pourrons faire en découlera direc-
tement. Pour fixer les idées nous donnerons comme illustration concrete
un cas particulier du probléme des 3-corps, le « probléme keplerien géné-
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ralisé » qui recouvre le probléme keplerien classique ainsi que le probléme
rectiligne des 3-corps et le probléme plan isocéle des 3-corps.

Comme point de départ, nous considérons R2"*! muni des coordonnées
(z x;, ") et de la 1-forme canonique Q = dz — x,dy' comme en (11-6-b).
Nous nous donnons en méme temps le champ d’homothétie Y déja ren-

contré en (II-7) dont nous rappelons I’expression : Avec V= —2x,y! nous
avions : -

-

av v
Yx1=F+x1=—xl; Yx,,=a—a+xa=xa
Y——yaV—21' Y,. = 0V_0 2

< i aXI— y yr = a—xa— ((x— ,...,n)
Y
Y.= -y 54+ V+z=:
g oy
et Q =dF —II avec :
F=iyQ=2z-2xy"; M= —iydQ=— x;dy' —2yldx, + x,dy*.

Ensuite, nous prenons une sous-variété ouverte M de dimension 2n+ 1
de R*"*! définie par :
M= {(zx,))eR*"/y' >0; a*<y*<b*}
ou les a* b* sont des constantes données a I'avance.
(M, Qly, Y |w) que nous notons plus simplement (M, ©, Y), définit notre
variété canonique. Pour le probléme des N-corps, y! s’interprétera comme
le rayon d’inertie des N-corps par rapport au centre de gravité que nous

rendrons pour origine. Les y* seront des variables angulaires fixant la
y g

configuration (dans Iespace physique) des N-corps. Les x; correspon-
1

dront aux variables conjuguées des y'. En particulier x, sera égal a dL et

parmi les x; figurera en général le moment cinétique des N-corps. Certaines
des bornes sur les y' correspondront aux singularités de collision, que nous
écartons. En particulier y* = 0 signifiera que les N-corps rentrent en col-
lision & I'origine.

2) Le mouvement des N-corps est déterminé par la donnée d’un champ
hamiltonien sur (M, Q,Y) qui vérifie donc LyQ =0 avec H = — ixQ.
Tel qu’on le donne habituellement, H vérifie la relation :

LyH = - 2H
qui traduit ’homogénéité de degré — 1 par rapport a y' du potentiel
newtonien. Il en résulte :
LxyiQ=LyLyQ =LyQ =0
ix,v = — iy xQ = — LyixQ + ixLyQ
=LH-H
= —-3H
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Par conséquent [X,Y] = 3X, donc X ne commute pas avec Y. Nous
allons voir comment remplacer X par un champ hamiltonien X, qui
commute avec Y, donc qui définit un systéme hamiltonien homogeéne.

Pour cela nous posons :
Xo=vX + oZ

et nous déterminons v et o par les relations
X0, Y] =0; Ly Q2=0
d’ou les équations :
viIX, Y] — (LyX + «[Z, Y] — (Ly®)Z =0
(Ixdv + (i,Qdo =0 (puisque LyQ =0; L,Q =0)
En tenant compte des relations [Z,Y]=Z; i;Q = 1 nous obtenons :
Lyv = 3v; Lya =u; do. = Hdy

Le choix de v va dépendre du signe de H :
Si H > 0 nous pouvons prendre :

H—3/2
y =
2
Si H < 0 nous pouvons prendre :
(- H)3°
V=
2

Le cas H = 0 sera envisagé plus loin.
Le choix de v détermine alors « :

Si H > 0 nous avons :

Si H < 0 nous avons :

3
= —Z(—H)™»
o 2( )

Le champ X, = vX + aZ que nous venons de construire est un champ
hamiltonien qui commute avec Y, de hamiltonien :
) HOZ_iXOQ=VH—(X
soit :
Ho=-H'"? s H>0
Ho=(—H)"Y? si H<O
La connaissance des trajectoires du champ X, conduit & la connaissance

de celles du champ X. En effet les 2n équations différentielles en x;, y* des
deux systemes différentiels associés sont équivalentes au changement tem-
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porel dt = vdt prés ; les équations en z ne nécessitent ensuite que des
quadratures. Elles s’écrivent en effet :

dz J0H H dz 0H,
Z=x-——H; —=x——-
dt 0x; dr dx; 0
H et H, ne dépendant que des x;, y'.
Notons, puisque [X,, Y] =0, que la quantité iyQ = F = z — 2x;)" est
intégrale premiere de X, (d’aprées I1I-5). De méme, puisque :
LxF = LXiYQ = f[X,Y]Q = 3le
= —3H;
LxH = 0
la quantité F + 3Hzr est intégrale premiére (dépendant du temps) de X.
3) Dans un systéme de coordonnées adaptées (s, p;, ') nous savons
que H, sera homogene de degré 1 en p;. Nous pouvons choisir, d’aprés
(I1-7) les coordonnées adaptées suivantes :

p=-20N<0);  p=x,
q' = x1/y! ;=
s=F=z—2xy!
dou : Il = pdq'; Q =ds — pdq'.
En particulier pour le probléme keplerien généralisé on se place dans R®
muni des coordonnées : z, y! =r, y* = 0, x, = p,, X, = p,. Nous avons :

Q =dz — pdr — pydf ; V=-2pr
Y, =2r; Y, =0
Y, ==p35 Y, =ps
F=z-2pr; = —pdp, — 2rdp, + ped0
M = {(z,p,,pe 1, )eR/r>0; a<0<b}
Le hamiltonien H sur M est égal a :
H = 3 (02 + pijr®) = 1Oy

ou u est une fonction donnée de 6. Si u = constante, nous retrouvons le
probléme keplerien classique, p, étant alors le moment cinétique. Nous

vérifions facilement que LyH = — 2H. .
2 2 2
Pour H > 0, nous avons : H, = — Pr p_a_u_(G_)
2 2r? r
1
2 2 0 T2
Pour H < 0, nous avons :  H, = _Pr _ﬁ+ &
2 212 oy
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En exprimant H, dans les coordonnées adaptées définies par :

Pr=—2Jr; Pr=re r=pi4 ; 0=¢
¢ =pJSr ; ¢#=0  dou Pe=—2q'/p1; Po=p,
s=2z—2pr z=s5—piq"

nous obtenons :
Pour H > 0 :

| =

2 2
I%=p{ﬂ¢ﬁ+8€ﬁ —%mﬂ]

1

Pour H < 0: 1

2 2
Hy = — p1[— 2(q")? - 8(%) + 4#(612)}

fonctions qui sont bien homogénes de degré 1 en py, p,. d
4) En coordonnées adaptées, le champ caractéristique Z est le champ s
s

Nous pouvons identifier M, quotient de M par les trajectoires de Z, a la
surface s = 0. Sur cette surface sont définis les champs X, et Y projections
de X, et Y par Z; comme [X,, Y]=0, nous avons également [X,, Y]=0.

Or nous savons que Lyp; =p; < 0doncles surfaces w= — p, =constante
définissent un feuilletage de M adapté a Y. Le quotient M’ de M par les
trajectoires de Y a donc une structure de variété C®, et il s’agit d’une variété
de contact, la 1-forme ¢’ étant définie par : II = wp*s’. En coordonnées
adaptées cela donne :

I =1l = pidqg' = p1dq" + p.dq*

_ dql _ &dqa>
P

N

=—D1
1
= W—*O"
En identifiant M’ & une surface w = — p, = constante, nous pouvons
écrire :
p
¢ =ds — pldq* avec: s’=—gq'; Pa=—; q* = q*.

i’
Comme nous le savons, le champ X, se projette sur (M’, ¢’) en un champ

de contact Xj dont le hamiltonien de contact K’ est égal a — Hy/w. Dans
le probléme keplerien généralisé nous avons :

S=—q=—pJr; p=02=

P ’ 2
-——=; q=q9 =90
P1 2\/;

et, lorsque H < 0 : .
K’ = Ho/p; = — [—25% — 8p'% + 4u(q)] 2
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Nous en déduisons le systéme de contact d’ordre trois :

(ds’ aK'
— = = 2K"3(s"% + 8p'2 — 2u(q)
T
dp’ 6K' aK'
e ) | O V-4
\ & o7 P (W(q) —p’s) (Iv-4)
dg 0K’
| dt o

Lorsque H > 0, nous obtenons un systéme analogue avec :
_1
K = [28'2 + 8p12 _ 4(6]’)] 2

Signalons qu’un systéme équivalent a été obtenu par Mc Gehee [8] par
un calcul direct.

A la base de cette réduction du probléme keplerien généralisé (que 'on
peut bien siir étendre au probléme général des N-corps) est la propriété
d’homogénéité du hamiltonien se traduisant par la relation LyH = — 2H.

Le champ d’homothétie Y généralise la notion habituelle de transfor-
mation infinitésimale laissant invariant H (c’est dans ce cadre qu’ont lieu
les réductions classiques qui correspondent a des champs hamiltoniens).
Nous avons cependant vu, comme dans les cas classiques, qu’il existe une
intégrale premiére associée a Y (mais qui n’est pas du type classique
puisqu’elle dépend de la variable z) (voir (IV-2)).

5) Pour trouver les trajectoires de X, a partir de celles de X/, obtenues
par intégration du systeme de contact, nous utilisons le fait que X, se
décompose en X, = X0 + 1Y, ou Xo est un champ tangent au feuille-
tage W = constante dont les trajectoires se déduisent de celles de X,

= Lgw - -
et ou A = = (puisque Ly w = ALgWwy = Awg).
w

Connaissant les trajectoires de X, il reste a déterminer w en fonction du

temps pour avoir celles de X, ; or il se trouve que W est donnée directement
par ’égalité K’ = — Hy/w, soit : w = — Hy/K’, puisque K’ apres intégra-
tion est une fonction connue du temps et H, est égal soit & — h~1/2 soit
a (— h)~ Y% (h = constante).

Illustrons ceci par le probléme keplerien classique qui est intégrable
comme nous le savons. Le systéme de contact correspondant 4 h < 0 est
le systéme (IV-4) dans lequel nous faisons u = constante, soit :

ds’
_S — 2K/3(s12 + 8p12 _ 2”)
~dt
dp’ dq’
__2KI3II. =8KI3/
v dr P
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Puisque —— =0, nous avons lintégrale premiére p’/K’ = Cte soit :

oq’
s = —4p’? + 2u — k*/2p'*  (k = constante)

et le systéme s’intégre en :

72 H ’ q’ 1+e ‘/1

=Za . g = tg -
pr="0+ecosq); g = jo—igo

, V2 242

avec : Y —esiny ="—((1—-1); e= [1-——
T u

Nous en déduisons p,, p,, q', ¢* par :

1 K’ K’ >
1/2_pl

p2=pp =(—h" X

2

=—4p’2+2'u____

q
er
zpr2

q2
(q')

Il

\

Nous obtenons enfin r, p,, 6, p, par :

( 2
L_Pi_ P /u 0= 2

4 _4p’2_1+ecosé);

2k? o
I
2 2
Pr Ps 14
—+===+4h
2 2% r

- = (— h)”'?k = ¢ = constante

1\2 ’2 1 2 k2 2

/]

Des résultats analogues s’obtiennent pour h > 0 avec l'intégrale premiére

2

SP=—4p? + 2u+ —5
/4 H 2p12

6) Traitons a présent le cas H = 0. Nous savons que, H et H étant
deux fonctions sur M, si les équations H = 0 et H = 0 définissent la méme
sous-variété, alors les trajectoires des systémes hamiltoniens correspondants
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sont les mémes sur cette sous-variété (seul les lois horaires sont différentes).

Dans le cas présent 'égalité LyH = — 2H traduit le fait qu’en coordon-
nees adaptées, H est homogéne de degré — 2 par rapport aux p;.

Il s’ensuit, puisque Lyp, = p,, que la fonction F = piH est homogéne
de degré 0 par rapport aux p;.

Choisissons pour H la fonction : H= p:F : comme par hypothése p; # 0,
nous avons bien H=0 < F =0 < H = 0. H est homogéne de degré 1
par rapport aux p;, donc définit un systéme hamiltonien homogéne équi-
valent au systéme d’origine sur H = 0. Ce dernier est donc encore réduc-
tible, lorsque H = 0, 4 un systéme de contact, le hamiltonien de contact
étant cette fois la fonction :

F=

S o
3| T

Dans le cas du probléme keplerien généralisé cela donne :

_10,  p\ w1 P2\
H = 5(17, + 72) = 177[2((11)2 +38 (;1) - 4#(612)}

, . , .o P2,
d’ou, avec toujours s’ = — q';p = 4 =¢*
F=pH =22 +82—dy(q) (=0

Nous en déduisons le systéme de contact d’ordre 3 suivant sur la surface
F=0: - ~
ds’ oF dq° OF

—=p — =16p"?; — =—=16p’
dv’ p(?p' 4 dv’  op’ P
~ ~ (IV-6)
dp’ _OF ,OF 4 .,
- 6_q’ Pa—s,— wi(q p's)

Les positions d’équilibre de ce systéme (déterminées par : p’=0; u'(q')=0)
correspondent aux solutions par homothétie d’énergie nulle qui commencent
ou finissent par la collision totale. Pour cette raison la variété F = 0 est
appelée variété de collision. (Les autres trajectoires correspondent aux
mouvements généraux d’énergie nulle). Une étude détaillée du mouvement
sur cette variété peut étre trouvée dans [6] et [8 ].

Remarquons que le systéme précédent s’obtient & partir du systéme (IV-4)
(correspondant & H<0) en faisant d’abord le changement temporel

4

dt’ = —2—dr (ne modifiant pas les trajectoires) d’ou :

dsl d ’
=4+ 87 —2uq); L~ ey
dr T
p, ’ s ’r 7
d,=4(/z(q)—p3)
T

Annales de I Institut Henri Poincaré-Section A



LE FORMALISME EN MECANIQUE CLASSIQUE ET RELATIVISTE 145

Nous constatons ensuite que la surface F = 25’~2 + 8p'? — 4u = 0 est
invariante, et que la restriction de ce systtme a F = 0 est justement le
systeme (IV-6).

De maniére analogue le systeme (IV-6) s’obtient a partir du systéme de
contact correspondant au cas H > 0.

Nous en concluons que la surface F = 0 (correspondant a H = 0) est
une frontiére entre les deux mouvements correspondant a H < 0 et H > 0,
et que surtout, les deux champs de contact correspondants se prolongent

sur F = 0 aprés changement temporel.
7) Au lieu de considérer le systéme (IV-6) nous pouvons considérer

~ ov
I’équation aux dérivées partielles associée : F(V,F’ q'> =0 avec :
ov N4 .
sS=V(q)p = Fy qui se réduit ici a une équation différentielle ordinaire
(déja trouvée par Euler [6]) a savoir :

av
dq’

2
V2 + 4( ) =2u(q")
(que I'on peut évidemment déduire directement du systéme (IV-6)).

Ce point de vue devient trés intéressant pour des problémes particuliers
des N-corps d’ordre supérieur, par exemple le probléme plan des 3 corps
avec moment cinétique nul (cette derniére condition étant nécessaire pour
qu’il y ait collision triple.) On part alors d’un hamiltonien d’ordre 6 avec
pour paramétres le rayon d’inertie r et deux variables angulaires «, § fixant
la configuration des 3 corps.

Ce probleme se réduit 4 un systéme de contact d’ordre 5, et le mouvement
sur la variété de collision triple est un probléme d’ordre 4.

En désignant par s', o, f, p, pj les 5 variables de contact, 'équation
aux dérivées partielles correspondante sera de la forme :

- aV aV ! BI 0 N ’ V( ’ ﬁl) ’ av !
IV = ou § = o, 5 == =250
ol o b= PP =5
c’est-a-dire que nous pouvons « visualiser » le mouvement sur la variété
de collision triple en considérant les surfaces solution dans R* de I’équation
précédente (Voir [3]).
8) Toutes ces considérations restent valables (sous une forme simplifiée)
pour le probleme keplerien classique (¢ = constante). En outre ce pro-

20’

ov

bléme admet une réduction supplémentaire i I'ordre deux, puisque

’

0
c’est-a-dire le champ X’ commute avec le champ Z' = e Projetons X’
q

sur une surface ¢’ = = constante que nous appelons la variété M” et
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que nous identifions & R2. Nous obtenons une représentation dans R?
de tous les types de mouvement du probléme keplerien.
Pratiquement, les trajectoires du champ projeté sont données par I'inté-
grale premiére 2
sP=—d4p? 4+ 2ut —
D H 2p12

(k = O correspond a la variété de collision) d’ou la figure suivante :

A S'=-p Vi

720)-

ﬁ\

Les points E et C représentent les mouvements rectilignes d’expansion
et de collision a énergie nulle. Lellipse s> + 4p’> = 2u correspond aux
mouvements paraboliques (h = 0). A l'intérieur de Iellipse nous avons
des trajectoires fermées correspondant au mouvement elliptique (7 < 0)
avec deux points d’équilibre représentant le mouvement circulaire. A 'exté-
rieur de I'ellipse nous avons les trajectoires correspondant au mouvement
hyperbolique (k > 0). Enfin la droite p’ = 0 nous donne les mouvements
rectilignes d’expansion ou de collision a énergie non nulle.

Signalons enfin que le systéme réduit a 'ordre 2, ou nous supposons
p’ # 0 est un systéme hamiltonien. En effet, soit la 1-forme :

\N

Q = —i,a’ = —l,ds’ + dq’
p P
Le champ Z' = 5&7 est le champ caractéristique de Q' et le champ
, , 0 , 0
Y =¢q ¥ +s FYs

est un champ d’homothétie. Nous avons :

d Mo O"V'
Ly, Q' = an(" —,> =—— + 5l =0
p P p

Annales de I Institut Henri-Poincaré-Section A



LE FORMALISME EN MECANIQUE CLASSIQUE ET RELATIVISTE 147

Ly,p LyK’

= A,
pl KI

puisque :

0 o .
La projection Xg de X§ sur M” par Fr est un champ hamiltonien ordi-
q

naire sur M” muni de la 1-forme I1” = — iy.dQ’ et le hamiltonien H’
’

est égal & — ix Q' soit : H' = — — . En posant p” =5"; ¢" = — — cela

donne I1” = p”dq” et : p p

1

8 2
H = q"|:2p"2 T 44 (H > 0)
q

L’intégration du probléme keplerien classique apparait ainsi comme le
résultat d’une « cascade » de projections, suivant le schéma :
M, QY) - M II) - (M, o)
(MI, Q’, YI) - (Ml!’ HH)
Xo X, X5 — Xg

V. CHAMPS DE CONTACT ET RELATIVITE

1) Pour la description de la particule relativiste nous pourrons encore
utiliser le cadre d’une variété canonique (M, Q, Y) au lieu de I’espace-temps
habituel. Cette démarche va prolonger celle déja employée dans la for-
mulation de la mécanique hamiltonienne.

Ce faisant nous serons conduits a donner une signification physique
précise a la quantité¢ s = F = iyQ intrinséquement définie sur une variété
canonique. Dans le cadre hamiltonien, s s’interpréte comme [’action;
dans le cadre relativiste s pourra s’interpréter (au produit d’une certaine
constante pres) comme la masse propre de la particule.

Cette nouvelle variable est d’une nature différente des variables physiques
habituelles que I'on regroupe en couples conjugués (en général positions-
vitesses ou angles-actions). En effet, il n’est pas associé a s de variable
conjuguée. Un autre point fondamental est que le temps n’aura pas un
double réle de paramétre indépendant et de variable comme dans I’espace-
temps ; seul subsiste le role habituel de paramétre indépendant. Ceci per-
mettra une grande simplicité dans la présentation (et méme dans I'inter-
prétation). En faisant appel a toutes les notions que nous venons de voir,
voyons maintenant comment il faut procéder.

2) Rappelons qu'un champ de contact sur (M, €, Y) est un champ X
sur M tel que LxQ = AQ. Nous savons que, contrairement aux champs
hamiltoniens, un ckamp de contact ne se projette pas suivant le champ
caractéristique Z.
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Dans la suite nous nous occuperons uniquement d’un certain type de
champs de contact, a savoir ceux qui commutent avec le champ d’homo-
thétie Y. Nous pourrons les appeler champs de contact homogenes. En effet,

K = — ixQ) étant le hamiltonien de contact, nous avons, puisque [Y, X]=0:
L[Y,X]Q = Lyixg - iXLYQ
=0

d’ou LyK = K, c’est-a-dire, en coordonnées adaptées, que K est homogeéne
de degré 1 par rapport aux s, p;.
Une conséquence immédiate est que lorsque s = iyQ est différent de zéro.

K

— est intégrale premiere de X, puisque

S

LxK = j.K N Lxs = inyQ = inyQ = ilyQ = /{S.

(Réciproquement, nous savons que si LyK = K alors en méme temps
K
[X, Y] = 0 et — est intégrale premiére.

s

Puisque [X, Y] = 0, X est projetable par Y ; pour feuilletage adapté a Y
nous pouvons choisir les surfaces s = constante puisque Lys = s (en sup-
posant toujours s 5 0). Soit M* la variété M privée de la surface s = 0.
Désignons par M I'espace quotient de M* par les trajectoires de Y;
I'existence du feuilletage adapté assure que M a une structure de variété C”
comme nous le savons.

Q
Soit maintenant la 1-forme : Q' = — (s # 0). Le champ caractéristique
de QY est Y puisque : 5

L Q
L =

s —S—zLyS=0; iYQ,=1

Il s’ensuit que dQ’ est un invariant intégral absolu de Y, donc il existe sur M
une 2-forme fermée w de classe 2n telle que dQ’ = p*w (ou p est la pro-
jection M — M). (M, w) est donc une variété symplectique (non exacte).
De plus le champ X vérifie :

Ly Q
Ly =% —5Llxs=0
. . . K .
Soit alors la fonction H = — ixQ)’ = —. Nous avons LyH’ = 0, donc il
s

existe sur M une fonction H telle que H = p*H. X étant la projection de X
sur M, un calcul analogue a (III-1) montre alors que : izw = dH. X définit

donc un systéme hamiltonien ordinaire sur (M, ).
Dans un systéme de coordonnées adaptées, K est homogene de degré 1

en p;, s. Désignons par u; les quantités 2i (ce sont donc des intégrales pre-
s
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miéres du champ d’homothétie Y). K est de la forme : K = sH'(y;, ¢').
De plus Q' = ? — udg', dou : dQ' = — du; A dq'. En identifiant M
a une surface s = s, = constante (s, # 0) nous pouvons écrire :
®=dQ |-, = —du; ndq’;  H=H(u,q)

- < 0 = 0
En goﬁsant : X =X, o + X e
7 ouy . .
3) Le champ de contact X peut se décomposer en X = X + oY ou X est
un champ tangent au feuilletage se déduisant de X comme nous le savons.
Nous avons : Lys = Lg,,ys = aLys = as. Comme d’autre part Lys = 4s,
nous avons o = A. Il en résulte que, de méme qu'en (III-1), nous pouvons
considérer A comme le lagrangien du mouvement. Ceci peut se voir direc-
tement en coordonnées adaptées en utilisant le fait que A= —L;K soit:

. oK 1 K 4+ JK soue K 0K 4 6K>
=——=-|- .— | | puisque K = s — + p; —
0s s pi op; puisd as P op;

nous aurons alors : X,, = — —

d’ou : A=y
" Ou,

et nous retrouvons la définition habituelle du lagrangien. Signalons enfin

que A est intégrale premicre de Y. En effet :

Lyi= —-LyL,K=L;yvwK - L;LyK =0
puisque : Z,Y]=2Z; L,K =K

4) Le cas s = 0 nécessite une étude a part, le champ de contact X et le
champ d’homothétie Y étant alors tous les deux tangents a la surface s = 0.

Dans la pratique nous aurons seulement a envisager le cas ou 4|, = 0.
Nous aurons alors LyQ = 0 sur s = 0, et le champ X apparaitra comme la
restriction a s = 0 d’'un champ hamiltonien (homogéne) X, sur (M, Q, Y)
de hamiltonien homogéne Hy = K |- .

5) Supposons maintenant que la variété canonique (M, Q,Y) soit R’
muni de la 1-forme canonique Q = ds — p,dq’ et du champ d’homothétie
y 0 0

Sos TP op;:

Un champ de contact homogeéne est alors déterminé par la donnée d’une
fonction homogeéne de degré 1 en s, p; qui joue le role du hamiltonien de
contact K. Prenons pour K la fonction

K =c /s> + Ip? (c = constante)
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Il lui correspond le champ de contact :

( X=§=p.€IE_K=_S§=____Ci,
Tode T op; 0s  Js* + Ip?
x i _K_HK_ —aps
P dt aq' laS /s2+ZPi2
X,:E:(?_K:i_
| Todat op ot zp?

a) Supposons d’abord s # 0. Nous avons :

1 . dq’>2 vt Ep}
A \dt ) P s+ 5p?
UZ

donc : - <1
c

En désignant par u; les quantités p;/s, le champ de contact se projette
sur une surface s = s, en un champ hamiltonien X de hamiltonien

et d’équations :
< du, oH o ~_dq’ oH cu;
T dr oq Tt g 14z

Nous pouvons donc interpréter les trajectoires du champ X comme
celles d’une particule relativiste libre de masse propre non nulle my = sq/c.

Lafonction K |,—,, = c\/s3 + Zp? = c\/moc? + Zp} est égale a I'énergie
i

totale mc? de la particule. Comme m d% = p; = mycu;, les p; sont les compo-

santes de 'impulsion de la particule et les u; sont les composantes spatiales
de la quadri-vitesse.

0K — _
Enfin la fonction : A= — — = cs ¢

= it :
o i itz

est bien le lagrangien du mouvement.
b) Supposons maintenant que s = 0. Nous avons :

JK
Kl-o=cJ/Zp?; —

=0
0s

s=0
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et les équations du champ de contact s’écrivent :

d dp; dq' i
Cox=0; Pi_x -0; Y_x,=2
dt dt ! dt p?

Ce champ apparait comme la restriction sur s = 0 du champ hamiltonien X,
) ) d i\2

de hamiltonien Hy = ¢,/Zp?. Nous avons : E(ﬁ—) = v? = 2 Les tra-

jectoires du champ X, sur s = 0 s’interprétent comme celles d’une parti-

cule relativiste de masse propre nulle (a savoir un photon) se déplagant

a la vitesse constante c. ¢ s’interpréte donc comme la vitesse de la lumiére.
Lorsque M = R3, nous avons la représentation suivante du mouvement

de la particule libre relativiste sur une droite :

As

P

D’autres formes de la fonction K sont bien sir possibles, correspondant
par exemple au modele relativiste d’une particule chargée dans un champ
€lectro-magnétique. Nous nous proposons d’étudier cet exemple avec
d’autres dans un travail ultérieur.
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