ANNALES DE L’I. H. P., SECTION A

GERARD PETIAU

Sur la représentation par des systemes différentiels non
linéaires du premier ordre de modeles corpusculaires
définis par I’association de champs de types
microphysiques, électromagnétiques et gravitationnels

Annales de I'l. H. P, section A, tome 36, n°2 (1982), p. 89-125
<http://www.numdam.org/item?id=AIHPA_1982__36_2_89 0>

© Gauthier-Villars, 1982, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de I'. H. P,, section A » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.
org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce
fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIHPA_1982__36_2_89_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Henri Poincaré, Section A :

Vol. XXXVI, n° 2, 1982, p. 89-125. Physique théorique

Sur la représentation par des systémes différentiels
non linéaires du premier ordre
de modéles corpusculaires définis par I’association
de champs de types microphysiques,
électromagnétiques et gravitationnels

par
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SOMMAIRE. — Introduction, étude et caractérisation de modéeles de
représentations de structures microphysiques par des ensembles de champs
associés. L’évolution spatio-temporelle des champs constituant une
structure individualisée est décrite par un systéme d’équations aux dérivées
partielles non linéaires du premier ordre. Ces champs associés sont décrits
par des systémes de tenseurs irréductibles par rapport au groupe de Lorentz
orthochrone propre et de préférence par des tenseurs-spineurs de
Van der Waerden. Pour les modéles proposés les solutions du type ondes
planes sont complétement déterminées par des systémes de fonctions
elliptiques ou hyperelliptiques.

Un modéle décrivant une structure microphysique par I'ensemble des
spineurs par lesquels on caractérise a I'approximation linéaire les champs
dits de spin #/2, spin # et spin 2k (champs électronique, électromagnétique
ou mésique vectoriel, gravitationnel) est établi et analysé. L’ensemble
de ses solutions du type ondes planes est complétement déterminé.

Dans de nombreux travaux antérieurs publiés pour la plupart de 1958
a 1965, jai recherché, construit et étudié¢ les caractéres les plus essentiels
susceptibles d’étre présentés par des modeles de structures de représen-
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90 G. PETIAU

tations mathématiques que jai appelé « modéles corpuscules-champs »
et susceptibles de décrire I'évolution spatio-temporelle d’objets physiques
¢lémentaires (« corpuscules ») uniquement par des systémes fonctionnels
représentant des champs associés.

Les évolutions spatiotemporelles de ces structures sont déterminées
par les valeurs prises au cours du temps et en chaque point de I'espace
physique réel a trois dimensions par un ensemble de champs constitutifs
associés sans possibilité de séparation sauf en cas de dégénérescence.

Les objets physiques élémentaires ou « corpuscules » sont définis par
les valeurs prises par des systémes de champs (quantiques, électromagné-
tiques, gravitationnels, tensoriels plus généraux) en évolutions associées
et susceptibles d’étre observés et mesurés simultanément.

Les actions (interactions) d’origines extérieures au domaine d’épreuve
sont introduites par des contraintes imposées aux champs associés dans
tout le domaine expérimental (ou domaine d’existence de la représentation
considérée).

La distinction classique entre particule active et particule passive par
rapport a 'un des types de champs considéré (les autres étants présents)
n’existe plus dans ces modéles. La notion de masse ou de charge électrique
affectée a un point « matériel », « chargé » de I’espace physique n’est plus
ici une notion primitive mais se présente éventuellement comme représen-
tation de 'existence de configurations associées d'un champ gravitationnel
et d’'un champ électromagnétique dont les représentations se simplifient
par I'introduction de grandeurs, valeurs principales ou moyennes, localisées
et permanentes. Je présenterai plus loin I’exemple de conditions permettant
de séparer des champs particuliers & caractéres électrostatiques et gravito-
statiques évolutifs dans une représentation générale associant champs
¢électromagnétiques et gravitationnels.

Jai admis que les champs dont I'association constitue un élément
physique fondamental individualisé sont décrits et déterminés simultané-
ment & partir de systémes d’équations aux dérivées partielles du premier
ordre essentiellement non linéaires et présentant une structure tensorielle
covariante par rapport aux transformations du groupe de Lorentz ortho-
chrone propre (L1) ou du groupe dit de causalité.

Les champs associés dont [’ensemble constitue ’objet physique seront
représentés individuellement par des systémes de tenseurs irréductibles
par rapport aux transformations du groupe de Lorentz propre et ortho-
chrone (transformations linéaires, réciproques du type x'* =a* x’ avec
dét|a*,| = + 1, a% = + 1, u,.

Jutiliserai de préférence pour représenter ces tenseurs de fagon d inclure
a priori la notion de causalité dans toutes les représentations, les tenseurs-
spineurs de Van der Waerden irréductibles (ce qui s’écrira par la condition
de symétrie entre indices spinoriels de méme type).

Pour rechercher des structures représentatives de modeles de champs
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REPRESENTATION DU PREMIER ORDRE DE MODELES CORPUSCULAIRES 91

associés permettant une analyse des caracteres de 'objet physique décrit
et par suite de préciser les choix nécessaires pour la représentation des
structures microphysiques naturelles les plus simples, je me suis appuyé
essentiellement sur existence éventuelle et la caractérisation compléte
de solutions particuliéres de types simples et susceptibles d’étre définies
et construites simultanément pour ’ensemble des champs associés.

Pour cela jai construit et étudié des modéles « corpusculaires » admettant
pour I'ensemble des champs constitutifs des solutions du type « ondes
planes » et déterminées complétement.

Un systéme de fonctions représentatives de champs ®,(x*) admettra
des états « d’ondes planes », si I'on peut dans ce systéme caractériser et
isoler une famille compléte de fonctions de champs ®,(u) ne dépendant
que d’'une seule variable u définie par

(1) u = n,x"

n* étant un vecteur unitaire du genre-temps :

(2) nat = @m%?: —A2=1,
(=% nP),p=1,23:8=+1g"%=—1,g"=g"=0)

L’ensemble des champs associés ®,(x*) déterminés a partir d’un systéme
d’équations aux dérivées partielles du premier ordre deviendra un systéme
de fonctions ®4(u). En application du « principe de descente » d’Hadamard,
ces fonctions seront solutions d’un systéme d’équations différentielles du
premier ordre non linéaire. .

Chacun des éléments ®,(u) dépendra essentiellement de la totalité des
constantes d’intégration associées a4 un systéme de valeurs initiales, aux
limites, ou asymptotiques ®,(u,) de la totalité des ®,(u).

Dans les représentations introduites et utilisées dans la mécanique
quantique linéaire pour la description des états de particules et champs
tous les éléments de type « ondes planes » sont exprimées par des fonctions
circulaires (sin wou, cos wgu, €°°“) ou par des combinaisons ou superposition
de fonctions circulaires.

Dans les premiers modéles de corpuscules-champs que jai introduits et
étudiés en 1958-1965, j'ai essentiellement recherché des représentations
simples d’associations de tenseurs (au sens restreint L 1) par des systémes
covariants d’équations aux dérivées partielles pour lesquels les équations
différentielles correspondant aux cas d’ondes planes se déterminent com-
plétement et s’expriment d partir des fonctions elliptiques de Jacobi (ou de
fonctions hyperelliptiques) en leur imposant la condition de rester d’ampli-
tudes bornées.

Le développement de nombreux modéles que jai effectué et les trés
nombreux travaux internationaux de ces derniéres années portant sur la
représentation des éléments de la microphysique met en évidence la nécessité
d’utiliser dans ce domaine des éléments fonctionnels rattachés aux fonctions
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92 G. PETIAU

elliptiques, a leurs extensions et dégénérescences constituant les éléments
qualifiés de « solitons ».

Le premier systéme de champs associ¢ que jai introduit et étudi€ est
constitué par deux scalaires et un vecteur, dont I'’évolution est déterminée
simultanément par un systéme de trois équations aux dérivées partielles
du premier ordre, non linéaires.

Deux modéles simples réalisent cette association.

Dans un premier modéle, deux scalaires I,(x*), I,(x*) et un vecteur S*(x%)
sont associés par les trois équations

5u11 = %1128“,
(Sy) aulz = - ’Czllsua
auS” = — %OIIIZ .

. .. 0
%1, ¥y, Xo SOnt trois constantes réelles et posﬂwes(&u =)
x
Dans le second modéle, deux scalaires J,(x*), J,(x%) et un vecteur S*(x*)
sont associés par les trois équations

(Sz) auJI = KIJZSII’ a”Jz = %ZJIS[J9 3 Sﬂ = - %0J1J2 .

I
(%, %5, %o constantes, réelles et positives).

Le choix des systémes de signes (+, —, —)(+, +, —) dans ces modg¢les.
A Texclusion des systémes de signe (+, +, +) ou (—, —, —) apparaitra
ultérieurement nécessaire pour I'existence de solutions du type ondes planes
d’amplitudes bornées.

Dans le cas d’ondes planes, les solutions de (S,) et de (S,) se mettront en
correspondance.

Le systéme (S,) admet I'intégrale premicre
. 1 2 1 2 2
py IT + ” I3 =125,

(4o constante réelle, positive, pour 1, 1, réels) bornant les amplitudes des
champs 1,(x%), 1,(x*). _
Cette relation conduit & associer a priori a 1,, I, une fonction ®(x*) par

les relations
1,(x%) = Jo/#; sin ®(x%),
L(x*) = Ao/, cos D(x%)

et permet de ramener le systéme (S;) aux deux équations aux dérivées
partielles du premier ordre

3) 0,0 = /n;%,S,,  0,8* = — %phf/n1%, sin @ cos D.
Par suite ®(x*) sera associé aux solutions de I'équation du second ordre
14 0,0"® + Agnony %, sin @ cos @ =0
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REPRESENTATION DU PREMIER ORDRE DE MODELES CORPUSCULAIRES 93

Cette équation dans le cas de deux ou trois dimensions d’espace a été
trés étudiée dans le développement de la théorie des surfaces applicables.

G. Darboux lui a consacré plusieurs chapitres de sa Théorie des surfaces
(T. III, Chap. XII, XIII, XIV) en développant notamment les travaux de
J. Weingarten (1887, 1891) et d’Enneper.

Dans le cas du systeéme (S,) une intégrale premiére du méme type s’écrit
2 2

Jl JZ "2
*1 A

(avec une indexation d’ordre convenable pour les scalaires J;, J,). Cette
relation conduit a écrire a priori pour J; # J,,

J1(x%) = 2o /%1 ch ®(xP),  Jy(x*) = Zoy/%, sh B(x?)
et permet de réduire le systeme (S,) aux deux équations
(Sy) 0,0 =/1%,S,, OS'= — np/#%, Ash®ch @,
La fonction ®(x*) sera associée aux solutions de I"équation du second ordre
(5) 0,0"® + Ajuon %, sh®ch ® =0

Les systemes (S;) ou (S,) admettent une dégénérescence simple correspon-
dant au cas 1, = 0. Soit

©) Iy P

(S;) sera alors réduit aux deux équations

Jo.

W) 00 = /#1%,30S,, 0,8 = — o/ 71%,J2,
et en posant
(8) Jo(xﬁ.) — KoeKld)(xA) ,

®(»*) sera déterminé par le systéme

i
9) 0,0 = —K-I—ZS,“ 0,58" = — xo/x1x,K3e¥?®
1
®(x*) sera déterminé a partir des solutions de I’équation du second ordre
K% 2K @
(10) 0,0'D + %o ny — 1% =0,
K,
On retrouve donc ici I"équation de Liouville dont il a donné la solution
générale dans le cas de deux dimensions (¢ et z) (J. Liouville, C. R. Acad.
Sci., t. 36, 28 février 1853, p. 371-373; J. de Math. pures et appliquées,
1" série, t. 18, 1853, p. 71).
Nous préciserons plus loin cette solution dans le cas du systéme du premier
ordre considéré ici.
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94 G. PETIAU

Les solutions complétes des systémes (S,), (S,), de leurs formes associées
ou dégénérées, sont facilement obtenus dans le cas des « ondes planes »,
avec u = n,x*, n,n* = + 1. On posera dans le cas du systeéme (S,)

1
I, » L= Y, (u),
1 1(u) s ()

1
I, » L= Y, (u),
(11) 2 2(4) ~ (u)
S” d nuSO(U) = ’ Y3(u).

NI

Les trois fonctions Y;(u), Y,(u), Y3(u) seront déterminées par le systéme
que je prendrai pour systéme principal
dyY, dY,
Y —=Y,Y;, —=
) du 203 du
Ce systeme admet les deux intégrales premiéres principales
Y3+ Y3 =22 = (YO + (Y92,
Yi+Yi=1= (Y92 + (Y9)*.
Nous admettrons 43 > A3 (ce qui correspond au choix de I'indexation I,.
IZ).
On en déduit une troisiéme intégrale premiére
(13) Y; -Yi=M-=3B=(Y)—-(¥9)?*=0
et par suite
0<Y!<ii, 0<Y;<i, A<Yi<Aii.
Introduisant ces constantes A, 4,, 13, on obtient pour un voisinage

convenable d’un systéme de trois valeurs Y,(u), Y,(u), Y5(u), positives, les
relations différentielles

dy,
=—Y1Y3, —='—Y1Y2.
du

(12)

Y
(14) : dl(u) = + /G - Y3 - 7).
u
dY dy.
2 EE, W A

Par suite Y, (u), Y,(u), Y3(u) seront déterminées par inversion des intégrales
elliptiques de premiere espéce

(15

-
= ,
Yo \/(/% _ yZ)(;v% _ y2)
J : dy " dy
u= , u= .
v (33 =33 + )Y vo S22 - )

Annales de I Institut Henri Poincaré-Section A




REPRESENTATION DU PREMIER ORDRE DE MODELES CORPUSCULAIRES 95

~ Ces intégrales se mettent en correspondance avec les intégrales elliptiques
définissant les fonctions de Jacobi.
Ces fonctions, soient
vy = sn(u, k), y, = cn(u, k), y3 =dn(u, k),

(16)
0<k<l1, 1 —k? =k'?, 0<k <1.

sont définies par l'inversion des intégrales
p

J‘.Vl dy
(17 U= ,
o /(1 =y — k*y?)

1 dy Jl dy
u= =, u = .
(1= YK + K2y /(1= P — K7

Ces fonctions sont associées par les relations

(18) sn? (u, k) + cn? (u, k) = 1,
k% sn? (u, k) + dn? (u, k) =1,  dn?® (u, k) — k* cn? (u, k) = k'

et les relations différentielles

d
—sn (u, k) =cnudnu,
du

d
(19) —u'cn(u,k)=—snudnu,

—dn (u, k)= — k*snucnu.
du
sn (0, k) =0, en (0, k=1, dn (0, k) =1.

Ecrivant les intégrales définissant les fonctions Y;, Y,, Y3 sous la forme

(20) dyu =

avec ici

(21)

nous avons donc pour les valeurs initiales particuliéres
YP=0, Y3, Y9, A=(Y3P, B=(Y)?, i3=(Y) -

Vol. XXXVI, n° 2-1982.
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et par suite
A
Yi(u; 0, Y9, Y§) =4, sn ()»Zu, ;—1>
"2

Y7
Y?sn( Ydu, —
Y

A Y
(22) Y,(u; 0, Y9, Y)=2, cn ().zu, /1—1>:Y cn<Y3u Y2>
2

A Y?
Ys(u; 0, Y9, Y9) =1, dn(/lzu, - ) Y? dn(Y3 u, i,)
/u2 Y3

Dans le cas de trois valeurs initiales YL, Y3, Y3 positives la solution générale
va encore s’exprimer en fonction de Jacobi en associant aux trois valeurs
Y?, Y9, Y3 un argument initial unique u,, défini par

P 0 _ }"_l
(23) Y! = A, sn| A,uy, ,
v
A 2
Y) =2 en( Ayug, —), YO =/,dn (lzuo, o1y,

On en déduit les expressions générales

Yl(u; Y?a YS, Yé)) = ;1‘1 sn ;2(u + uO), /1

L 2_

(24) Yo(u; Y7, Y9, Y9) = 4y en | Ay(u + uo), T

L Az

2
Ya(us Y2, 5, Y9) = 2y dn | Aol + ug), 5
2

Lapplication des formules d’addition conduit a la solution générale du
systeme (Y)

XZ[YZ Y? sn ()2u 7 >+ 4,YY cn (A,u) dn (/Lzu)}
v2

22 — (Y?)? sn? (ﬂ.zu, fi)
)\,2

Aol 2,Y2 cn (/tzu > Y?Y? sn (A,u) dn (A,u)
L S i

A
23 — (Y7)? sn? (lzu, -1)
Aa

/.
Aa| 2,YY dn (/ﬁzu, TI)—YPYf sn (A,u) cn (A,u)
L 2

' p
23 — (YD)? sn? </12u, —1)
Aa
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REPRESENTATION DU PREMIER ORDRE DE MODELES CORPUSCULAIRES 97

Dans ces expressions le dénominateur est susceptible des formes équiva-
lentes

A5 — (YD)? sn? (Au, k) = (Y?)* + (Y3)? — (YD)? sn? (Z,u, k)

2
— (YO cn® (g, K) + (Y2 = % [(YO dn? (hyu, &) + (YO)]
1

(-2 - [P0

(26)
ia N(YD)? +(Y3)

Nous avons présenté ici explicitement ces expressions pour mettre en
évidence lintervention des combinaisons des valeurs initiales des trois
fonctions dans chacune des fonctions et montrer nettement la non possibilité
de leur approche par des méthodes de perturbations souvent utilisées.

Les fonctions elliptiques y,(u) = sn (u, k), y,(u) = cn (u, k) ont la période
réelle 4K(k) et y3(u) = dn (u, k) la période réelle 2K (k), K(k) étant défini
par lintégrale 1

! dt =
Fky=| ———— = ,F|2°2 5
o /(1 — 31 — k?t? 1 s k
o, . o
<2F1[ ; z} fonction hypergéométrique de Gauss).

La représentation (25) des fonctions Y(u) introduit les fonctions

1 n -
sn ()"2“, _1> s cn (A'Zu, g) > dn <2'2u’ g) b
Ay As Az

fonctions périodiques, de périodes pour la variable u et Y;, Y,.

27) 4K(~) = \F|2°2 2
1723
Les solutions ondes planes du systéme J, (S,), se mettent en correspon-

dance simple avec celles du systeme (Y).
Ecrivant pour les solutions ondes planes du systéme (J)

Ji(xY) = T =

Li(u),

1

N2

1 H

Voo L),  S"u) = ——— Lyu),
071

N2
les fonctions L(u) sont solutions du systéme

dL, dL, dL,
L oL 2 s
( ) du 2%3> du L1L39 du LILZ .

Vol. XXXVI, n° 2-1982.
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98 G. PETIAU

Ce systéme admet les intégrales premicres

L+L3=0+@P=u, Li+L3=0P+0F=4

et avec (pour une indexation convenable) u3 > u?
(Li()* — (Lyw)? = p3 — pi = 3 > 0.
Le systéme (L) est en correspondance avec le systéme Y par les relations

Ly - —-Y, L - —-Ys, L, - -Y,,

(28) W=, w=21, =4
L)=08=-Y, B=-Y) 1§=-Y¢.

Ici les valeurs particulieres

B=0, B=p, B=mu

conduisent a la solution

19
Ll(u; 0, l(l)’ 1(2)) = H2 dn (Hzlﬁ %) = - l(l) dn (l?u’ _Z\a

0
2 by,

(29  Ly(u;0,19,19) = —pyen (#2”; %)

2

Li(u; 0,19, 19) = — py sn (Hz“; %)

2

Nous avons signalé la dégénérescence importante du systéme (J) qui
admet I'intégrale premiére

et qui pour 4, = 0, conduit en écrivant (¢ = + 1)
Ji

P
= § —
vV % )
au systéme reduit

(30) 00 = e/m1%,J0S,, 08" = — exp/u1%2 IG

et en notant

= Jo(x%)

J(Z) = Ko, KI‘ = 28 %1%2 S“,
(K) 0,Ko(x%) = KoK (xY),  9,KH(x*) = — 2x01,Ko(x")

Ce systéme, équivalent a I’équation de Liouville, prend une forme simple
dans le cas des ondes planes.

Ko(x*) = Klu), K* = n"K,(u)

Annales de I Institut Henri Poincaré-Section A



REPRESENTATION DU PREMIER ORDRE DE MODELES CORPUSCULAIRES 99

conduit au systéme

d d
(31 —Ko(w) = KoK,  —K, ) = - K3.
du du
Les valeurs initiales K (1), K (1) étant associées par I'intégrale premicre
K3w) + Ki(w) = A} = Kd(uo) + Ki(uo)

lintégrale générale s’écrit

i
32y Ko)=—————, Kiw=-4th -
(32) o(¥) ch [Ay(u — ug)] 1) 1 th [A(u — uo)]
avec R
/A
KolO) = e K0 = 21 th duuo,

Cette solution correspond dans le cas général a la dégénérescence des
fonctions elliptiques de Jacobi pour la valeur du module k = 1,

1
(33) sn (u; 1) =thu, en(u; )=dn (u; 1) = —.
ch u

La solution générale de Liouville du cas de deux dimensions (t, z) se retrouve
facilement pour le systeme (Ko, K,).
La théorie de Liouville considére, selon d’Alembert, les variables u, t
associés a t, z par . .
u—E(t+z), U—E(I—Z)
conduisant a

Plus généralement, afin de mettre en évidence la correspondance entre
variables u et v et spineurs x'', x*2, nous introduirons ici deux vecteurs

. i "u Pt "o N
isotropes n'*, n"* avec nyn'* = 0, myn"* =0, n,n"* = 5

Posant
’ ”
u; = nmxt, u, = nyx*,
0 0 0 0 0 0 0
—=n—+n — — =2n"* — =2n"" —
ox* Hou, “ou, Ouy ox* " Ou, ox*

nous sommes conduit a associer au vecteur K*, deux fonctions K, (u,, u,),
K,(uy, u,) par KHAx*) = Kn™* + K,n"*. Le systétme (K) s’écrit avec
KO(ul’ u2)

0K, K,
— =KK;, —=KK;,
(34) 6u1 aU2
K, JK,
+ — = — Ao %, Ko(uy, uy).
Ju, Ou,

Vol. XXXVI, n° 2-1982.



100 G. PETIAU

La solution générale de Liouville est retrouvée en écrivant a priori

AA(ug)A ()
[Ci(uy) + Cyuy)*

(35) Ko(uy, uy) =
(4, « & déterminer).

On en déduit
0K, A aC

1 0K, Ay ol

_ Cl(uy)Chluz)
o1 %2(Cy + Co)*’
Cilw,)  2Ci(w)
1) Cy(uy) + Caluy)’
2u)  2CHu,)
Suz)  Ciyluy) + Cyluy)

Ko(uy, uy) =
(36)
Ki(uy, up) =

Ky(uy, uy) =

Un modéle voisin de celui étudié jusqu’ici est constitué par I'association
d’un invariant I(x*) et des fonctions de champs associées a la description
des champs électromagnétiques ou mésiques vectoriels soient un vecteur A*
et un tenseur antisymétrique du second ordre autodual F*".

Avec un choix des signes adapté, ces trois grandeurs sont associées
par les trois équations

(37) 8,A,—0A, =5, IF,,, 0, F*=u,IA*, 0,1 =coxoF, A
u n I u u

(3¢, %2, %o, constantes réelles et positives (¢, = + 1)).

Ce systéme entraine J,(IA*) = 0 et par suite J,A* = 0.

Les solutions particuliéres du type ondes planes s’exprimeront encore au
moyen de fonctions elliptiques de Jacobi.

Posant
1 1

*Y,(u), F* =
,-——%2%0 a*Yy(u) r—%1%0

Y;(u), (u=nx", nn"= 1),

Yo,

AH(u) =

I(u) =

KXy
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les fonctions Y(u) satisfont aux relations

(n.a, — nvau)%l = fuszYs s nxf”% = —a"'¥,Ys,

dY;

n, m

Déterminant f,, a partir de a, par f,, = n,a, — n,a, et réciproquement

nlfu;' =a",

= gof;ula;'Yle et nua" = 0 .

cette définition entraine
fuad* = nfa;a").
Les fonctions Y{u) sont alors associées par le systéme
dy dy dY;
(38) SEEYYs, S E= =Y, ot = s(@anYs.

Ici le genre espace ou temps du vecteur a* et par suite de A* va jouer un réle
important.

Dans la théorie des ondes électromagnétiques, le potentiel vecteur A*
est du genre espace (A,A* < 0) ce qui conduit a la transversalité du champ
électromagnétique.

Ici F*'(u) sera du type transversal si nous choisissons a priori

aat= —1.
Dans ce cas ¢, = + 1, nous redonnera pour Y,(u), Y,(u), Y3(u), les expres-
sions en fonctions elliptiques de Jacobi obtenues précédemment. Avec
YE+Yi =4, Yi+Yi=43,

A
Y(u) = 2, sn (zz(u + up), )—1),
2

Y,(u) = 4; cn <)~2(“ + ug), ﬂ) ,
A/
A

Y;(u) = 2, dn | Zy(u + uy), A
&)

/1, Ay, Uy S’eXprimant & partir des valeurs initiales.
Mais si en conservant ey = + 1, le vecteur A* est du genre temps

a/'ba;' = + 1,
le systéme se réduit aux équations
Yi = Y.Ys, Y;=—-Y\Ys, Yi =+ Y,Y,,

La condition
AA* >0 d’ou aa = +1
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est rencontrée en électrodynamique quantique et pour les mésons vectoriels
pour les interactions associées d I’absorption-réémission d’ondes longitu-
dinales, nécessaires pour servir d'intermédiaires aux interactions dites
statiques.

Pour ce cas, les équations ci-dessus nous redonnent les expressions en
fonctions elliptiques de Jacobi que nous avons rencontrées pour le sys-
teme (J). Les fonctions elliptiques représentatives de A* et de F** se sont
échangées.

Dans les deux cas on retrouve pour les ondes planes, les solutions dégé-
nérées que nous avons rencontrées dans les cas précédents.

Jai introduit et étudié de nombreuses extensions des modéles présentés
Jusqu’ici et susceptibles de décrire des éléments microphysiques plus
complexes, définis par ’association de systéme de champs représentés
par des groupes de tenseurs ou de tenseurs spineurs.

Les plus simples de ces structures conduisent pour les ondes planes
associées a des fonctions définies par I’inversion d’intégrales hyperelliptiques.
Un mode¢le de ce type de structure considére le champ décrit par I'association
de n invariants (pour L1) I,(x%), ..., L(x% et d’un vecteur S*(x*) par
I'intermédiaire du systéme d’équations non linéaires

5M11 = %11213. . .I,,Su,
aulz = - %2[113. . .I,,Su,

(39) :
auln = - %"1112 e I,,_lsu s
6“8“ = — %01112 . e In,
(%4, %5, ..., %, %, constantes réelles positives).

Ce systeme admet des solutions du type ondes planes soient
LY = Y.  SHxY) > n'Yo(u),
(u = n,x*, nat =1, J=12...,n).
Ces fonctions sont associées par le systéme différentiel
40) YY{=-Y, ¥ =...=-Y,Y, = -Y .Y =(Y,Y,...Y) Y,
qui admet les n intégrales premiéres (associées aux valeurs initiales des Y; Yo)
YE + Y5 =i, P+ Y7 =4,
Y+ Y=o, Y+ Y3=43.
Les fonctions Y u) et Yy(u) sont donc déterminées a partir de I’équation
différentielle -

) vip = s - i [ [z - w2

Jj=1
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Avec un choix d’indexation conduisant a I'ordre des valeurs des /1}
A>A > >3 0> 02,

la fonction Y;(u) est définie par l'inversion de Pintégrale hyperelliptique

Y, dy

v 3= =) =)

On en déduit I'ensemble des fonctions Y,, Y,, Y,, Y, sous réserve d’une
uniformisation associée d une caractérisation plus compléte des objets phy-
siques représentés. La non uniformité d’une représentation constitue une
dégénérescence de la représentation susceptible d’étre levée par la consi-
dération d’une qualité de I’objet physique non prise en considération dans
le premier modéle.

Toutefois dans le cas d’un systéme de quatre fonctions Y,(u), Y(u), Ys(u),
Yo(u) la représentatior. des fonctions peut encore étre effectuée complétement
par des fonctions elliptiques de Jacobi.

Je vais préciser les éléments de cette correspondance qui sera essentielle
dans la seconde partie de ce travail.

Nous partirons de quatre fonctions Y,(u), Y,(u), Y3(u), Yo(u), associées
dans le systéme différentiel

42) u=

dyY, dyY,

o = Y2Y3Yo s -5V = = Y1Y3Y0 s
43) du du

dY; dY,

- = - Y1Y2Y0 ’ 5= — Y1Y2Y3 >

du du

avec les intégrales premiéres

YE4+YZ=03, Y24 YP=Z, Y24 YE=3,
A > i:> 2.
Posant
1 Y, _Y2 Y,

0=Y_02’ Z, =

les fonctions Z sont associées par le systéme

Zy=332,2y,  Zh=—(B-Z2Zy,  Zy=—(iF— 322,

(44) 2
0 =22Z:Zs = 5 7,7}
‘0

Les intégrales premiéres précédentes s’écrivent

1
(-2Y= s

1
Zo=—(1+2%) =
° j.o( 1) Ao_).z

Ay —A3
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et par suite

22 ZZ /12
+ : 2= 2 «zl 5 = V1.
}ho - A —23)
72 zg 22 ,
=v3.

—_ + - -
2 R-R AR

L’analyse précédente nous conduit aux expressions
Vi
Z,(u) = Agv, sn | Va(u + ug); o
2
v
Zyu) = /A3 — A3v, cn [vz(u + up); —1:|

V2

Zy(u) = /A3 — A3v, dn [vz(u + ug); %{|
2

et
1 vy
Zy=—+ visn? | vy(u + ugp), —
A5 v,
Ici le module des fonctions elliptiques est défini par
vy Ay 2§ — 23
kl =1 /0 ; .
v2 »2 lo - }.1

e 1 .
La définition Z, = i(—z donne successivement pour les fonctions Y

0
20
Yo(u) =
\/_ \/ + /Lovl sn [v (U + uyp), ]
Y,(w) = Z,Y, = Agv1 S0 [valu + uo); K, ]

(45) \/70 1+ 3V sn? [vy(u + uo), k1
_ _ Ay en [vo(u + ug), kq ]
YZ(u) - ZZYO - \/— \/1 T },Ovl sn [vz(u i uo), kl ] ’
Z,4 _ Ay dn [vy(u + ug), k]

VZo U+ 25vsn? [vy(u + up), ky ] '

Les constantes /3. 2%, 22 et u, par suite vi, v3, k,, sont définies par les
valeurs initiales (ou maximales) des fonctions Y.

Le théoreme d’addition des fonctions elliptiques donnera l’expression
compléte des fonctions Yy, Y;, Y,, Y3 & partir de ces valeurs pour u = 0.

Le systéme associant les quatre fonctions exprimées en fonctions de
Jacobi admet une dégénérescence particulierement importante.

Yi(u) = Z,Y, =
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REPRESENTATION DU PREMIER ORDRE DE MODELES CORPUSCULAIRES 105

vy

Pour k, = — = 1, on aura A} = A3, soit Y7 = Y7.
Va
Pour Y, = Y3, le systéme (43) se réduit aux trois équations
(46) 1= YzzYo, Y; = -Y,Y2Yo, 0= - Y1Y22

associées par les intégrales premicres
YZ+YZ=23, Y{+Yi=4}.

Nous admettrons encore A2 > A2 (soit YZ > Y3).
Ce systéme s’intégre facilement en fonctions hyperboliques :

_ 70\/73 = 73 ch [ + uo)]

Yol = S ch? [vy(u + ug)] — 2
Y,() = Aoy sh [vy(u + ug)] ’
@ 73 ch? [vy(u o+ o)) — A
V= B
73 ch? vy(u + uo) — A3
iy
V1 =

2 2’
Ao/ A — Al
Ces solutions particuliéres constituent une « onde solitaire » associée aux

équations (39) déterminant les fonctions de champs I, I,, I3, S* dans
le cas I, = I5 et écrites sous la forme générale

@8) 0,1, =, 13S,, 30, = — LIS, 88" = — %ol 13.

Les modéles de structures de champs associés dont j’ai présenté tres
briévement les caractéres les plus simples ont été construits de fagon d
conduire a des solutions ondes planes complétement déterminées et définies
par inversion des intégrales elliptiques de seconde espéce de Legendre ou de
leurs prolongements hyperelliptiques adaptés a la représentation par
des fonctions elliptiques de Jacobi.

Dans I’étude de structures plus complexes, j’ai été conduit d caractériser
des systémes covariants d’équations aux dérivées partielles du premier
ordre admettant des solutions ondes planes définies par inversion d’intégrales
elliptiques de troisiéme espéce.

Dans le cas d’association de champs définis par des tenseurs, des struc-
tures simples conduisent a ce type de solutions ondes planes.

Le plus simple de ces modéles associe un vecteur A*(x*), un tenseur anti-
symétrique du second ordre F*'(x*) (champs de type électromagnétique
ou mésique vectoriel) avec un invariant I(x*) et un vecteur S*(x*) consti-
tuant un champ de type « spin 0 » le plus simple.
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Ce systéme associant ces tenseurs s’écrit

OA, — 0A, = %, (S;SHIF,,,  0,F" = x,(S,SHIA",
(49) A 2 A 1 PQa aQp
5uI = %3(8;‘8 )Fu).A 5 a;'S = - EXOIFPU(A S - A S ).

%1, %3, X3, %o SONt trois constantes a priori positives et les signes introduits
ont été choisis pour faciliter le classement et le choix ultérieur de solutions
susceptibles d’étre associées a des objets physiques.

Pour I'onde plane u = n,x* (avec n,n* = 1), jécrirai

At=aY(u), F"=f"Y,w), Iw)=Ysw), S*=m"Yow).
La substitution conduit au systéme
(na, —nya,)Y{ =x 1(mzml)fﬂng YoYs,  muf*Y; = ny(mm)atYs Y,Ys,

nuYé = %3(mlml)fulaiYngY2 s

1
(n,mMYH = — 5 %o foel@®m® — a®m")Y, Y, Y;5Y, .

Ces relations exigent la condition d’orthogonalité
na' =0
associant f,, et a, par les relations constitutives
S = K(n,a, — n,a,)
n, f** = — Ka*, fua* = Kny(a,a),
fLdam® —a’m’) = — 2K(a;a*)(n,m") .
Nous obtenons le systéme différentiel :

Y] = %1K(mzma)Y§Y2Y3 >

d’ou

I
(50) Y; = = o 3V, Ys,

Y3 = n3K(mm*)a,a) Y5 Y1 Ys,
Yo = %K (a;aMY, Y, Y5Y,
sous la condition nm* # 0.
Le choix pour m* et a* de vecteurs unitaires

(mm*)= ¢, (a;0%) = &
et avec K = 1, réduit ce systéme a la forme
Y] = &%, Y5Y,Ys,
Y; = —e6,Y3Y,Ys,
Y; = e %3Y5Y Y2,
Y(’) = 80%0Y1Y2Y3Y0 .

(51)
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Pour a,a* = ¢y = — 1, onde de type transversal (et avec un changement
d’échelle simple) ce systéme s’écrit
(52) Y] = &, Y3Y, Y5, Y; = — &, Y3Y,Ys,

Yé = — 81Y3Y1Y2 N Y(; = — Y1Y2Y3Yo .

Avec ¢, = + 1, S* du genre temps, ce systétme admet les intégrales
premiéres
Y2 +Y2=A3, YZ4+YZ=)%, Y+ Yi=4}.
Admettant A3 > 13 > A2, on obtient pour Y;(u)
dy,\* ) ,
(d—ul) = (22 = Y243 — YD)(45 — Y?)*.

Y, (u) sera donc défini par inversion de I’intégrale elliptique de troisiéme espéce

Jh dy
53 u= -
3 v 3= 08— 3 — )
(pour | Y| < 2y).
Dans le cas g = + 1 (A*, F*' de type longitudinal (cas statique)) le
systéme réduit a

Y] = e, Y5 Y, Ys, Y, = — e, Yo Y1 Y3,
Y; = e63Y5 Y, Y, Yo = #0Y1 Y2Y3Yp,

conduit encore (pour &; = + 1) 4 une solution du méme type mais avec
échange des fonctions Y, et Y,.

De nombreux modéles de champs associés par Uintermédiaire de leurs
énergies sont décrits par des structures fonctionnelles de ce type.

Une structure de champs associés trés voisine de celles présentées jusqu’ici
correspond d de nombreuses études effectuées en partant a priori d’équations
aux dérivées partielles du second ordre.

Je partirai du systéme décrivant un champ de « spin 0 » défini par I(x*)
et SH(x*) en autocouplage et associés par les équations du premier ordre

(54)

(55) Ol = [y + BiI21S,, CS" = — [+ Bo(S;SHIT.
%y, %, B1, B, sont des constantes données a priori. Avec
a,1
S, = _‘L’%
oy + ﬁlI

I satisfait a ’équation du second ordre
0,01 = — ax(oty + B I + (281 — o)ley + B1I2)(S,SMI

, By =B ..,
(56) 0,01 = — ay(o; + BIA + Z;T;(aﬂl)(a .

ou
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La condition entre constantes

(57) B2 = 2B,

réduit le systéme a

(58) 0, = (g + B,1%S,, 3,8" = — [oy + 2B4(S;SHII,
et 1 satisfait & I’équation du second ordre

(59) 3,0" + o1 + Brol = 0.

Les solutions ondes planes du systéme (55) sont encore obtenues en
écrivant
u = n,x*, I =Y(u, S* = n*Y,(u)
On a alors
ay,

dy
(60) —d—ul = (o, + p1 Y)Yz, Tn = —(ay + .BZYZZ)YI .

Ce systeme admet lintégrale premiére

B2
(s + BuYD)P (s + BoYE) = 25
Nous en déduisons pour Y;(u) I'équation différentielle

dy,\? 1 2_B2
(61) ) = (2321 + B1YT) Pt = agloy + B1YT)?].
du B
Nous retrouverons une intégrale elliptigue définissant pour Y,(u) une
fonction elliptiqgue de Jacobi pour B, = 2, et pour S, = ;.
Pour f, = 2f,, il reste

le 2 1 2 2 2 24
(62) E = ﬁ[/{o —ato, — 20,008, Y7 — 0‘2ﬁ1Y1]
1
et pour 8, = f,
dy,\? 1 .
(63) (d_ul> = B_(‘xl + ﬁ1Y12)(/L% — 00y — aZﬁlle)'
1

Suivant les valeurs des constantes et des valeurs initiales associées par
72, Y,(u), Y,(u) (et par suite S*(u)) se représenteront a partir des fonctions
sn (wu, k), cn (wu, k), dn (wu, k) et éventuellement de leurs dégénérescences.

Je vais prolonger les résultats précédents en introduisant, et en déter-
minant complétement les solutions du type « ondes planes » pour un modéle
de « corpuscule-champs » dans lequel I'objet physique est reconnu et décrit
par ['association de champs appartenant aux types que la mécanique
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. ho
quantique linéaire associe aux particules de spin X (états de type

« électroniques »), aux particules de spin h (états électromagnétiques ou
« mésiques vectoriels ») et aux particules de spin 2h (états gravitationnels).

Les systémes de champs partiels dont I’association définit ’objet physique
considéré seront représentés dans I'espace-temps (coordonnées x°, X)
par des tenseurs-spineurs de Van der Waerden et décrits par des systémes
d’équations aux dérivées partielles non linéaires du premier ordre prolongeant
les équations d’ondes de la théorie générale des particules a spin et associant,
sans séparation possible sauf dégénérescence, [’ensemble des champs
constitutifs.

Dans le modeéle que nous €tudions ici, I’objet physique étant défini par
trois systémes de champs partiels, la représentation s’en effectuera par trois
groupes de tenseurs-spineurs symétriques par rapport aux indices de chacun
des deux types).

Ces systemes de spineurs seront associés et leur évolution s’effectuera
globalement. Chacune des équations aux dérivées partielles du premier
ordre relative a I'un des types de champs partiels contiendra un seul terme,
invariant spinoriel, associant I’ensemble des spineurs décrivant les champs
des deux autres types.

h .
Le premier type de champs (états de spin §> introduit deux spineurs

de rang un : E™(x*), n'(x*), associés dans le cas linéaire par les équations de
Dirac écrites en formalisme spinoriel.

Jutiliserai pour les spineurs de Van der Waerden la connexion spinorielle
usuelle notée ici

ém = amrér = - Srmgr s ém = Smrér 5
m=ean =—gn, E=-£E,&4=-2¢8)
(64) 0 —1 0 —1
8m1m2 = - szml = » Emimy =
1 0 1 O
e, = O, =2, &t = — 2.

L’association entre le vecteur A* (au sens restreint du groupe L) et
le spineur du second rang A™ s'effectuera par la correspondance réci-
proque

. . 1 A
AT = (g)"AN, A= 2 (@mA™ = S (2" A,

2
(g™ = llooll, (&) =llo,ll,
(65) . 0 1 0 —i
O'p()'qle',, 0'12’1 0’, g, = ; 0 ‘,
1 0 1 0
”3:‘0 —ll’ "02‘0 1”

Vol. XXXVI, n® 2-1982.



110 G. PETIAU

Les opérateurs (g")i"' sont associés par les relations

(8 (& im + (2 1(&"im = 28" Etm
(66) (&7(&)r + (8 (8")ir = 28" 8im »

(gu)ir(gu)rhs = 28ir;lsrs .
Ces relations entrainent pour le « vecteur » (A¥, Az"‘) les relations
(67)  A'A; = (AA,,  ATAG = (AAY,,  AyAT = 2(A,AY).
et pour deux vecteurs (A*, Ai"’), (B~, Bi"') les relations
A’B;, — A",B; = 2AA"Bes,  AuB” = 2(A,B").

Au vecteur x* sera associ¢ le spineur xim par
im i ! im
(68) X =g, x =S (g™

0 .
A Topérateur 0, = — sera associ€ I'opérateur noté dj,,
ox*

5, 0 0 1 .
(69 a.mz u'm—-zz—_ — ImA.
) i (g"i p P a2 (£,) "0 -

L’opérateur d'Alembertien [] = 0,0" se représentera par la combinaison
F AL
(',6;,,, = 8,,,,(3“(% = 8lmD , Ur 0,, = 2D .

Le premier sous-systéme de champs partiels (en théorie linéaire, états
isolés de spin #/2) sera constitué a partir de deux spineurs de rang un Em(xH),
n'(x%), associés par un systéme prolongeant les équations de Dirac et écrit

(E,) e =Qumt, o=

Q, sera un invariant spinoriel défini a partir de I'ensemble des spineurs
représentant les deux autres systémes de champs et dont je préciserai plus
loin la structure.

Le second sous-systéme de champs partiels est un prolongement des
équations d’ondes de la théorie linéaire des particules de spin # (champ
électromagnétique ou champs mésiques vectoriels).

Ces équations d’ondes écrites en formalisme spinoriel (tenseurs adaptés
au groupe L 1) associent un spineur (potentiel vecteur) A™ et deux tenseurs-
spineurs symétriques du second ordre

Fm;mz(x/i) = Frmam xj,) , Gllﬁ = lezh
(restrictions & L] de A* et F** = — F** autodual).
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Dans la théorie linéaire la plus générale, ces tenseurs-spineurs sont
associés par le systéme d’équations du premier ordre

arm, armzAr = xlFm s
(70) alrFm + 6rm _v_'_l = - %lAim s
0i AL + 0iAL" = %Gyl

Ce systéme se réduit a deux équations par la restriction (équivalente a
la réalité des tenseurs A*, F*,

A m = Aml ) Gm,mg = Fm1Mz
soit

(71) G A'y + OpmgAy = 2, Fpy, O F™ 4 0"FEL = ¢, Al

(%, constante).
Ce systéme sera prolongé et le champ (A"" F™1™2) sera associé aux autres
champs partiels dans un systéme plus genéral que nous écrirons

(Ez) a;mlA"-mz + av‘-mzA;ml = 2QZFM B
oL F™ 4 gmFrl = 2Q,Alm

Q, sera ici un second invariant spinoriel construit symétriquement avec les
tenseurs-spineurs_des deux autres sous-systémes.

Les équations (71) du cas linéaire entrainent sur Al™ 1a condition
(72) Opm, A"

rmy o my T 6;m3Arml = 0 s
homologue de la relation du cas électromagnétique d,A* = 0.
Pour le systeme (E,) cette relation se prolonge et s’écrit

(73) a;ml(QZAr‘mz) - a;‘mz(QZA;’ml) =0

d’ou .
Oim(Q,AM™) =

Le troisiéme sous-systéme associé a la notion de champ gravitationnel,
champ constitutif essentiel de toute particule massique, sera écrit a partir
des tenseurs-spineurs irréductibles de la théorie quantique linéaire des
particules de spin 2h.
La théorie générale définit ce type de champs par un systéme de 5 ten-
seurs-spineurs :
Dlrizmim;
(UN

Imymams mymamsma 11izl3,m IR AR
s QR Qe Qe guebl

Vol. XXXVI, n°® 2-1982.



112 G. PETIAU

9,8, 5, 8, 5 soit au total 35 composantes complexes) et ceux-ci sont associés
par les équations aux dérivées partielles

ol = oafggmamne,
83,,(1)—-—('2";”"2"‘3 + ar,m(l)(%l)‘i”_z_'ﬂﬂ
olis llabslir — . liaisls
Dans ces relaﬁons jal noté les opérations de symétrie sur les indices

en soulignant les indices associés et dans le cas de symétrie sur groupes
partiels, j’ai noté

i.m no-om
no D,

Ali‘__’MlBi‘Z Mz — Af-hMlBLz,Mz + ALZ‘MlBL"MZ
Ail,MBiz.M = AI'-1.M1B1:«2,M2 + Ail,MzBiz.M1
Pour l'association de cette représentation avec une théorie macroscopique

décrite par des tenseurs réels, fadmettrai la réduction des cing tenseurs
a trois par la correspondance

i,mlmZM3 o i‘mlmzmg
(75) Dy = O3

mimomsmg nymonizmg
q"(Z) = @

Le systéme ci-dessus du cas linéaire réduit aux trois équations

A, |my },mZM3m4| mimamsmas
& 0 *oQz==

(76) alyr(p(m;lmzma + a;’lﬂq)(%’;mms - %oq)(li';"mzm ,
. i ... P .
al_ﬂ’rq}(fj),rmlmz + a;,lﬂq)(llllzr,ﬂ] — %O(-D%:.mlm_ )

Dans la théorie corpusculaire générale que nous proposons ce systéme
sera prolongé en introduisant au lieu de la constante x,, un invariant
spinoriel construit symétriquement sur 'ensemble des tenseurs-spineurs
associés aux champs partiels de spin #/2 et A.

L’évolution des composantes du champ gravitationnel associée a celle
des autres champs partiels sera donc décrite a partir des équations

(E3) 5&,rq)(%l~""1mz + 5;,Iﬂq)(rll)xlz,ﬂz_l — QOCD(II;Z»"HMZ ,
.. . i,
6;,Iﬂ(b(%)’m2m3 + al,rq)(r;rmzma — QO (1')"1”'2"13 R
L mygromomamyg| primamsma
ar,l_(I)(l) - QO (2) .
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Ce systéme conduit aux conditions sur fb(%%w
X - i.mjmk m; ; ‘,m,’m
3; ™ ( QoD ™) = 8;mi( Q@)
() 0" Qo 0G") = 0V (Qo0h)
GL5,k=1,273).

Q,, Q,, Q, sont trois invariants spinoriels (a priori réels) construits sur
trois tenseurs-spineurs (du type vecteur (pour L) associés respectivement
a chacun des champs principaux) :

Q, = E}mGi'" ,
(78) QZ = jimGlm ’
QO = jimE’m .

ji”‘ sera ’homologue du vecteur « courant » dans la théorie linéaire de
la particule de spin #/2 :

et satisfaisant a I'équation dite de continuité (Q, est réel)
Gin/ ™ = 0

E"™ sera défini a partir des composantes A™ et F™2 par la combinaison
hermitienne (réelle)

(80) » E;, = Fi;A", +E,, A/,

(homologue spinoriel du vecteur E, = F,;A%)
G'™ construit sur les composantes du champ gravitationnel sera défini
par la combinaison

seriia, ; B
(81) Gim = P1iyis, P> sm + Pty riramProps, 2

(une seconde forme possible serait construite a partir de

iamlm2m3 mimanizmaq
ofumm o qpmmme

L’analyse qui va suivre montrera I'identité des deux choix.

Partant du systéme (E,), (E,), (E;) déterminant I'évolution associé des
trois systémes de champs constituant I'objet physique je vais en déterminer
complétement les solutions ondes planes.

Une composante de champs « onde plane » sera ici une composante de
tenseur-spineur fonction de la variable unique u, invariante par rapport
aux transformations du groupe spinoriel (L]) soit u=n,x" n, étant un
vecteur unitaire et du genre temps nnt = 1. .

Les relations d’association entre spineurs et tenseurs (au sens restreint
a L1) nous conduisent a prendre pour homologue du vecteur de propa-

Vol. XXXVI, n° 2-1982.



114 G. PETIAU
gation n* un spineur n™(hermitien : n'™ = n™) associé & n* par les relations

. . 1 .
n'm = (g)"n", = 3 (8")imn™ ,
Wil = (M)eym = & >
M My = Ei -
Avec )
xlm = (g#)lmx;z > xt = E(gﬂ)imxlm s
on en déduit ) .
W X)im — WX = 21, X"
= 2ug,
d’ou "
1

82 = Zpxim
( ) u 2nlmx

Pour une fonction de champ ®4(x*) réduite a une onde plane

Dp(x*) — q)A("ux“) - Du(u),
(83) Oim@a(1) = (8")im0, DPa

0 0
=2 gC; Dy(u) = i 2 Dy () -

Dans le systéme (E,), (E,), (E;) l'ensemble des tenseurs-spineurs sera pris
fonction d’une seule variable u et par suite ramené a un systéme d’équations
différentielles. Q,, Q,, Q, seront exprimés par des fonctions de u et consti-
tueront les termes de couplage, essentiellement non linéaires, entre les trois
systémes partiels.

Le systéme (E,) se réduit a

i d r 1
nr? 6 (u) = Ql(“)r’ >
U
(84)

d .
" d—’?r(“) = Qu)¢"(u),
u

Cette forme conduit a associer a £™(u), ni(u), deux fonctions réelles Y,(u),
Y,(u) par les relations

&) = amYy(w), i) = FYHw).
La substitution conduit a

. dY . . d
n',oc'd—u‘ = QWY  m"f Yo = QuaYiW),
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et en introduisant une constante 4, arbitraire, par

Bi = Aonjal” .
réduit le systéme a la forme
dyY dY 1
(85) — = 2 WYa), = = — QWY ).
du du Ao

Dans le cas des équations linéaires (particules de Dirac de spin #/2)
Q, est constant, Q, = u,, et ce systéme entraine

1= lotoYs = — 13, .
Au champ partiel £, ni, nous avons associé¢ le « courant »
I1 s’écrit ici avec Ji= e
=i, = den @Yo,
J") = oY )P + A3l oo (Y ().
Le systéme (Y,(u), Y,(u)) a pour conséquence
Y,Y, = — 22Y,Y;.

Par suite Y;Y; + 4§Y,Y; = 0. On a donc indépendamment de la forme
de Q,

(86)

YZ + A3Y? = Cte.
Pour le sous-systéme (E,) nous écrirons les ondes planes sous la forme
Alm = a"Z,(),  Fmm = ez )
Z,(u), Z,(u) étant des fonctions réelles.

La substitution conduit aux relations

> r dz myimy
(mma™s 4 gma™) = = 205() [ Z (),
du
(87) . 47
(', frm 4 m'"fﬂ)f = 2Q,(u)a"Z (u),
u
et avec (73)

(i, @iy = M) %(szl) =0,
d’ot pour les coefficients a™ 1a relation structurale
(88) n
Ces relations conduisent & associer les amplitudes fmm2, gim par les relations
™2 = Cy(nma™ + nma™)

nfm™ = — 2C,a",

- d o =n g
rmlamz‘nrmzaml'
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C, étant une constante réelle arbitraire, Z,(u), Z,(u) sont alors associées
par le systéme différentiel

dz,
d_ = 2C, QW) Z,(w),
u

89
> “Z: _ _ 1oz
du 2C, 2AUE) -

Le terme de couplage Eim gécrit pour 'onde plane
(90) Elm = Elm(u) = (f;t:a':m + f;‘mal) (u)ZZ(u) 4C1nrs(al m)ZIZZ .

Cette expression conduit notamment pour le produit niji"'(u) a ’expres-
sion
nimE™(u) = — 4C,(a;a™)Zy(u)Z5(u) ,

Pour le vecteur a* associé a @™ nous avons a;,,,ai"‘ = 2(a,a") et par suite
(91) ”}mEIm(u) = - gcl(apau)zl(u)ZZ(u)

Ce terme dépend donc du genre espace ou temps du vecteur a*.

La relation n;™a™ — n;"a™ =0 exprime lorthogonalité de a* et
de n* soit n,a" = 0.

Dans la théorie linéaire, de type électromagnétique,

E* = FMA, - f*a,Z2,Z, = (na* — n*a")a;Z,Z, = n*(a;a")Z,(0)Z,(u) .

E*(u) dépend du genre espace ou temps du vecteur A*(u) orthogonal a n'.
Par suite le genre espace ou temps de A* conduit a distinguer les ondes
transversales avec a,a* = —1, A* du genre espace, et les ondes longitu-
dinales avec a,a" = + 1, A* du genre temps.

En mécanique quantique linéaire, les interactions par échange de « par-
ticules de spin # », conduisent & considérer des interactions par ondes
transversales, a"a, < 0 et a associer aux interactions statiques (électro-
statiques ou stathues nucléaires) les interactions par échange d’ondes
longitudinales a,a" > 0.

Nous avons défini Q, par Q, = jimEm.

Pour les états d’ondes planes

(92) Qy(u)=4C, n;, amabsoe, [Y? + i3Y312,Z, .
Nous écrivons ce terme

Q=4C, wo(Y] + 43Y3)Z,Z,
avec
m s

wo = ma™a o,
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Nous déterminerons les solutions ondes planes du systéme (E;) en posant
Qizmmy) = ghismmepy ()
(93) (Di(,;n)lmzms — hi,mxmzmst(u) ,

M moms3m mymamam
(D(z; 2 34=k imams 4H3(u)'

La substitution dans (E;) conduit aux expressions

dH,

(n ‘Lrhi_z, stmymy + n;’mhii_z’m—zl) du = Qo(u)g&’le(u)

n,:L:ﬂgﬂl,mzmg, | dHl +n11rkrm1m2m3 dH3 — Qohi.mxmzmst(u) ,

du

dH

y 2
n;tnlhr,mzmgm‘; — onm1m1m3m4H3(u)
u

et par .. .
”':mggr_l.mjmk — r,;mjgr_l.mkm,- .

Ces expressions nous conduisent a associer les amplitudes par les relations

bibpmams _ i plafemons i)
(94) g Co[n,h + ;W 1,

mimoymsimg __ Antg pF o m s |
Jemmamsms. g mamsmal

Celles-ci entrainent les relations entre fonctions

dH dH
(95) —2 = CoQoH, (1), —2 = CoQoHau)
du du

el par suite
H, (1) = H(u)

La seconde relation se réduit alors a

(96) [nr'lﬂgr—lhwJ + Con't ;M pPmamsmal ] 71 = Qohl"MHz(“)
u

On en déduit compte tenu de cette relation

hll.mxmzma

= — _1_ n; Iﬂgﬂ’m”"f’
2C, ,

Les fonction H,(u), H,(u) sont alors associées par le systéme
L Hy0 = - L oywH,w)
- 1 U= — — 0 u 2 u .

97) du Co

d
a Hz(u) = C()Q()(U)Hl(u) .
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Avec les expressions ci-dessus des amplitudes, on évalue le facteur de
couplage

1 s Fob i -
Gim(u) = - EE' [nlrgwugu#ﬂ + nrmg’—\i&gﬂﬂlHl(u)HZ(l‘) .
0

Jécrirai cette expression
(98) Ginlu) = gimH,()H (1)
Les expressions de ji,,, Ei. Gi, nous permettent I’évaluation des termes
de couplage Q,(u), Q,(u), Qo(u). Avec
™ = dlomY2(u) + 230l node Y (u)
Ei = 4Cn;sai'd’ pZ, (0)Z(u)

tenant compte des relations (78) et en définissant les invariants a, et g,
par

. 1 .
B A— — S —
aud ,, = Aoy » ag = E(arsars) - - (auau)
(99)
— N i ig. 2
8o = glllz.m,m:gl et

On obtient pour
. C
(100) Q,(u) = E;,G™ = — 2C—1aogozlzZH1Hz,
0

ay et g, sont positifs ou négatifs suivant le genre espace ou temps du vec-
teur @* associé & a'™ et du tenseur symétrique du second ordre " (de trace
nulle) associé a ghlzumm:

(gO = tu’vtu,v ’ tuu = 0) .

Pour Q,(u) = j;mGi"‘ on obtient aprés réduction

w .
(101) Qu(u) = — C—Z[Yf(u) +3Y3(w)]H,H,
(1]
avec
(102) Wy = N (i g v gy M iasyss JEX"

Avec ces différentes expressions les six fonctions Y;(u), Y,(u), Z,(u), Z,(u),
H,(u), H,(u) sont associées dans le systéme différentiel

le(Ll) = ).ogl(u)Yz(u) » dYZ(U) = - i Ql(“)Yl(u)
du dM )'0
103) dzZ,() _ 2L ) dZdz(u) _ _l_Qz(u)Zl(u)
u 2C,
M Lo w, T ey w)
du Co
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avec

C
Q= - 2—1a0g02122H1H2 5
Co
1oy Q, = — 2[¥f + BY]HH,,
0

QO = 4C1(1)0(Y12 + /1(2)Y22)ZIZZ

Les facteurs de proportionnalité 2, C,, C, étant arbitraires, nous effec-
tuerons le choix simplificateur

;uozl, C1=§, C0=—1
donnant
Q, = aygoZ,Z,H,H,,
(105) Q, = w,(Y? + Y})H,H,,

Qy = 2w(Y? + Y3)2,Z,
et le systéeme différentiel
Y =Q,Y,, Y = - QY
(106) 2y =QZ,, ZL=-Q7Z,,
H} = QoH,, H) = — Q.H,

Ce systeme sera simplifié en remarquant que les équations en (Y, Y,)
admettent I'intégrale premiere

Y+ Y7 = (YD)? + (Y9)? = v}

(et par suite vy borne | Y, | et | Y, ])

Le systéme précédent se décompose alors en deux sous-systémes associés

par la constante v}

Y[ = aggo(Z,Z,H,H,)Y, ,

(107) X
Y; = — apgo(Z,Z,H,H,)Y, ,
Z\ = wzv(z)Hlezz >
7, = — w,vdH,H,Z, ,

(108) 2 2Voll 1,4,

Hll = 26()0V(2)ZIZZH2
H) = — 2wov3Z,Z,H, .

Dans ce systéme les constantes a,go, wo, @, sont positives ou négatives
mais I’échange dans leurs signes correspond uniquement & I’échange des
indices 1 et 2 dans chacune des paires de fonctions associées aux tenseurs
principaux.

Nous allons déterminer complétement la solution générale de ce systéme
en nous plagant a priori dans le cas ayg, > 0, w, > 0, wy > 0.
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Les fonctions Y;(u), Y,(u) se détermineront complétement & partir des
fonctions Z et H.

Posant
(109) Y, = v, sin D(u), Y, = vy cos Ou),
®(u) est déterminé par
do
= = a0g0Z,ZH H, = 2807 7, D080 g
du w,v3 2w0 0
et par suite
(110) D) = 28072 4+ ¢,
2"0

o sera une phase associée aux valeurs initiales de 'ensemble de fonctions.
L’intégration du systéme (Z, H) sera effectuée en introduisant les nou-
velles fonctions associées

@1(u) = Vo/ 2w0Z4(u) , Q(u) = vor /200 Z5(u) ,
Vi) = voJoHy(w),  ¥o(u) = vor /0, Haw)

conduisant au systéme d’équations différentielles

AOESURAHOR 3w = — (Y 1¥2),(u)
Yiw) = (@102¥2(u) , Yrw) = — (@192)Y1(u)
Ce systéme admet trois intégrales premiéres principales

@1 + @3 = 21 = 2wv3(Z% + Z3),
(112) Ui+ s =43 = wyvg(Hi + H),

o1 + Y3 =13 = (20,2} + w,H3)

(111)

et les intégrales associées
(113) ¥1 + @3 = vi(w,Hi + 20Z3) = /3 + /3 —ut = p3 >0
‘//f - w% = V%(ZZ —HY) =73 —ui=4j
1= ug + A

Ces relations permettent de représenter simplement les fonctions ¢ et
par des intégrales hyperelliptiques.
@,(u) et ,(u) se déduisent de

(%)2 = (23 — @) (b + 0} (u} — 0}),

(df) = (3 =Dt - )03 - vd).
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Nous avons montré dans la premiére partie que ce type de relations conduit
a des fonctions sexprimant complétement par des fonctions elliptiques
de Jacobi.

Nous allons adapter cette correspondance générale au cas rencontré ici.

Nous remarquerons d’abord que les intégrales premiéres associant les
valeurs initiales des fonctions @,(u), @,(u), ¥,(u), ¥,(u) (ou Z,, Z,, Hy, H,)
permettent de ramener celles-ci a trois fonctions indépendantes.

Nous poserons

Ko(u) = : —=>0, Ki(u) = pphy ——— ?4u)
e W) )
K ) = piods 32“; Ka(u) = #o#z%

et réciproquement
1 K 1 K2 1 K,

P1=— Y, =
' Hol2 /K,

’ ¢,y =
H242 /K, 0/12 VKo
K, K,, K; étant associés par
Ki+Kj=12343, K}+Ki=ypuiy3,

Ko(u) est déterminé a partir des fonctions K,(u) ou K,(u) ou K;(u) par
les expressions

(115)  pgu3isKo(w) = p345 — Ki = pgd3 + K3 = pdui + K3

Le systéme (¢, ¥) conduit pour K,(u), K,(u), K;s(u) au systeéme diffe-
rentiel
dK, , ,
(116) E‘=K2K3, » = — K/Ks, 3= —K(K;,
K} + K3 =143, Ki + K3 = piuj.

Celui-ci détermine les fonctions K(u) par des fonctions elliptiques de Jacobi
de module k tel que
2,2
K2 = Hilts
A3
La condition nécessaire 0 < k? < 1 nous montre que les choix de signes
effectués nous imposent ici les conditions
i< 2i+23, A<y
soient
0 < 2woZ3% + w,H?,  2wyZ3% < w,H3.

L’é¢tude générale précédente nous conduit & I'expression des fonc-
tions K, K,, K3, K, en fonctions elliptiques de Jacobi d’arguments

o(u + ug) = pypr(u + )
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et de module

o s
Hit2
(117) K, () = A4, sn [ow(u + uo), k],

KZ(“) = 11)'2 cn [a)(u + uO)a k] >
Ki(u) = i, dn [o(u + uo), k]

et Ko(u) .
Les formules réciproques
1 1 K,(u)
Zy(u) = ¢1(u) =
1 \/ 2wg 1 Vor/ 2WoHa A2 v/ Ko(u
1 K, (u)
Zalu) = e 0l = =
’ \/ ’ Yo/ 2600#0/12 V Ko(u)
1
H,(u) =
! Vo« /W vO'\ /Wy KO(u
1 1 Kiw
H,(u) = lﬁ (u) = —
? Vo, @ ? Voa/ (4 Hol2 \/Izo(u)
et
Y, (u) = vy sin O(u), Y, = vy cos O(u)
avec
ao8o 2
D) =——=7Zi + @o
ONT:

nous donnent I'expression compléte de I'ensemble des solutions ondes planes
représentant les champs associés. Ceux-ci sont représentés par des fonctions
elliptiques de Jacobi dont les paramétres sont définis par des valeurs initiales
ou maximales des champs associés.

Toutefois pour k = 1, ces fonctions deviennent apériodiques.

Cette condition s’exprime par

(118) Aidy = pipts

soit

(@3 + oD (Wi + ¥3) = (01 + ¥ (Wi + @3)
Cette condition se vérifie soit pour

Yi=9i, AH=um
et A2 = u3, soit pour

\ 2 a2 2 92
Y3 = @3 d’ou Hy = 27 - s =43,
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Considérant le premier cas avec Y, = ¢, le systéme (111) s’écrit
(119)  ¢1W) = (@102, 2=~ 0Ny, Y3 = — ¢l,
avec

L+ ei=2%1, et+yi=213, Yi-ei=i3-ii=41,
et conduit aux fonctions

Aids
¢1(u) = ¥y(w)

S ch? (ydyu) + 13

AyAs sh (A Aqu)

120 Pau) = — 2 12 2

(120) V22 ch? (A Au) + A2
Ayiz ch (A, 4,u)

V73 ch? (L 2u) + 22

You) =

Cette solution apériodique conduit aux fonctions

1 1
=), Zow) = —— ),
Zl(u) VO\/E(D—O (pl(u) Z(u) vo\/%; (pZ(u)
(121) 1 1
H,(w) = ¢1(u), Hy(u) = ———= y,(u).
Yo/ @2 Vo/ 2

Nous avons donc obtenu par ces différentes expressions ’ensemble
des fonctions de champs (Y,(u), Y,(u), Z,(u), Z,(u), H (), Hy(w) et par
suite des tenseurs

m i im mymy iyiz,mymy i,mymyms mymamsmg
&AM P gupmme @fpumens g ;

dans le cas des solutions du type ondes planes.

Celles-ci mettent nettement en évidence des classes d’états de champs
associées a des classes d’états physiques observables et séparées pour un
méme type corpusculaire.

Les représentations ondes planes obtenues admettent des lois de compo-
sition et d’association entre systémes de valeurs initiales ou maximales.
Ces lois sont essentiellement déduites des formules dites d’addition ou de
composition des fonctions elliptiques de Jacobi et des transformations
associant des fonctions de Jacobi de périodes différentes constituant ou
prolongeant simplement ici les transformations de Gauss ou de Landen
de la théorie générale des fonctions elliptiques.

Ces transformations nécessaires ici et trés fortement non linéaires
montrent la nécessité de considérer dans la recherche de la représentation
des phénomeénes microphysiques des types de groupes de transformations
associés a des lois de composition non linéaires.
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Relativité Générale, aoQt 1977. Université de Waterloo, Canada.
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