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Le probléme inverse du calcul des variations

par

Michel BAUDERON

I. U. T. A, Université Bordeaux I,
33405 Talence Cedex

REsUME. — L’extension aux puissances extérieures de lopérateur
d’Euler-Lagrange fournit une suite exacte d’espaces vectoriels différen-
tiels gradués, constituant une synthese des diverses approches du pro-
bléme inverse. Nous montrons que cette construction est tout a fait natu-
relle et redonne beaucoup plus simplement les résultats usuels. Elle nous
donne de plus une preuve immédiate d’un résultat global conjecturé par
Takens.

ABSTRACT. — Extending to higher exterior powers the Euler-Lagrange
operator gives an exact sequence of graded differential vectors spaces,
which unifies the various approaches to the inverse problem of the cal-
culus of variations. We show that this construction is quite natural and
gives much simpler proofs of the usual results. Moreover we obtain a
straightforward proof of a global result conjectured by Takens.

I. INTRODUCTION

Le probléme inverse du Calcul des Variations consiste a déterminer
des conditions pour quun systéme d’¢quations aux dérivées partielles
puisse étre considéré comme les équations d’Euler-Lagrange associées a
un certain probléme variationnel, et si possible, 4 déterminer le lagrangien
correspondant.

Des techniques d’analyse fonctionnelle (Vainberg, 1964) ont mis en
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160 M. BAUDERON

évidence une condition dite d’auto-adjonction (cf. Tonti [/2]) qui s’exprime
a 'aide d’un nouveau systéme d’équations aux dérivées partielles portant
sur les coefficients du systéme initial. Un résultat du type « lemme de
Poincaré » montre que cette condition est suffisante localement (sur un
ouvert simplement connexe). Pour plus de détails on pourra consulter
Santilli [9] qui fait une analyse approfondie des diverses méthodes et
propose une résolution explicite du cas classique (probléme variationnel
d’ordre un a une variable).

Une autre approche consiste a construire un complexe différentiel dont
on prouve I'exactitude locale, toujours grace a un « lemme de Poincaré » :
cest celle de Horndecki [6], qui sur un cas particulier construit effecti-
vement un lagrangien. Elle a été renouvelée récemment par divers auteurs,
dont Takens ([10] et [/1]) et Tulczyjew ([/3] et [/4]).

Nous nous placerons ici dans le méme contexte que ces derniers, uti-
lisant le formalisme des espaces de jets de sections d’un fibré pour définir
la notion de probléme variationnel d’ordre quelconque & n variables.
Nous rappelons les traits essentiels de ce formalisme aux § II et § IV.

La construction proposée au § III constitue une synthése de ces diffé-
rentes approches. Basée essentiellement sur la « naturalité » de lopéra-
teur qui & un champ de vecteurs sur I’espace total associe son extension
aux jets de sections, elle permet, par un procédé élémentaire de « trans-
position » ou « d’adjonction », puis par une extension naturelle aux puis-
sances extérieures, de retrouver les opérateurs définis a priori par Tulczy-
jew [13] ou par Takens (seulement pour le premier cf. [/0]). Ces opéra-
teurs que nous notons D¥, définissent un homomorphisme de complexes de
cochaines et donc une suite exacte noyau-image: 0 - G » A > A - 0
(suite d’Euler-Lagrange) réunissant les complexes G et A définis respec-
tivement par Takens et Tulczyjew. L’obtention de cette suite exacte d’espaces
vectoriels différentiels rend triviale la démonstration du « lemme de Poin-
caré » que les auteurs précédents n’obtiennent qu'au moyen de considé-
rations ¢laborées de topologie algébrique (suites spectrales...) ou de restric-
tions sur le domaine considéré. De plus, elle nous permet de prouver en
méme temps un résultat global conjecturé par Takens : la nullité¢ du
(n + 1)-iéme espace de cohomologie de de Rham de I’espace total du
fibré assure que tout probléme localement variationnel I’est globalement.
Enfin, nous montrons dans les derniers paragraphes que la condition
que nous donnons est exactement celle de Tonti et retrouvons bien les
systémes d’équations aux dérivées partielles donnés dans le cas classique
par Santilli [9].

Nous reprenons ici des résultats exposés dans [2]. Depuis, nous avons
pris connaissance de plusieurs articles prouvant le méme résultat local
(Olver [8], Kuperschmidt [7], Vinogradov [/5] et [/6]) ainsi que d’un
preprint de Takens [/7] prouvant sa conjecture globale. Toutes ces démon-
strations utilisent des suites spectrales et sont relativement longues.
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LE PROBLEME INVERSE DU CALCUL DES VARIATIONS 161

II. ESPACES DE JETS

Les notations que nous ne précisons pas sont les notations usuelles
(cf. par exemple [/]). Toutes les variétés et applications différentiables
que nous considérons sont de classe C*.

1. Notations.

Soit M = (M, B, =) un espace fibré de base B et de projection 7. Si U est
un ouvert de B, on note I'y(r) 'ensemble des sections de n au-dessus de U ;
I'(m) est le faisceau des sections locales du fibré (M, B, 7). Lorsque M est
un fibré vectoriel, on peut se contenter d’étudier I’espace vectoriel I'g(m)
des sections globales du fibré.

Le fibré tangent vertical a M (relativement & la projection ) est le
sous-fibré du fibré (TM, M, 1) tangent a M, noyau de l'application
Tr: TM — TB tangente a n; nous le noterons (T'M, M, ).

Nous utiliserons par la suite les fibrés vectoriels suivants, tous de base M :

T,M = AYTM) fibré des g-vecteurs tangents a M, et le sous-fibre :

T:M = AYT'M) des g-vecteurs tangents verticaux;

AP(TM)* fibré des p-covecteurs, ainsi que :

(A(T*M)*) A (n*AJ(TB)*) fibré des (i + j)-covecteurs s’annulant par pro-
duit intérieur avec au moins i + 1 vecteurs verticaux. Cest un sous-fibré
du fibré A'H(TM)*,

A chacun de ces fibrés vectoriels sur M est associ€ un espace vectoriel
réel de sections globales au-dessus de M ; nous les noterons respectivement :

M et pM espaces de champs de g-vecteurs,
A" et A’M espaces de formes différentielles.

I est bien clair que t4M est un sous-espace vectoriel de t,M et que A’M
est un sous-espace vectoriel de A'*/M.

2. Fibré affine.

Un fibré affine E de base B modelé sur un fibré vectoriel (V, B, {) est un
fibré (E, B, £) muni d’un morphisme de fibrés au-dessusde B: V x gE — E
qui a un couple (v, €) associe v + e appartenant a E, tel que pour tout
point b de B, la fibre E, = ¢~ !(b) soit un espace affine modelé sur I'espace
vectoriel V, = {™!(b) par l'application V, x E, — E, qui a (v, e) associe
v + e. Pour tout point e de E,, 'application v — v + e de V, dans E, est
un difféomorphisme (pour plus de détails et des démonstrations, cf. Gold-
schmidt [4]).

Le fibré V étant vectoriel, sa fibre type est difféomorphe a un certain RN
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162 M. BAUDERON

(N entier désignant le rang du fibré) et il en est de méme pour la fibre type
de E. Il existe donc une section globale s: B — E de ¢ et I'application
de E dans V qui & un point e associe e — s(&(e)) est un isomorphisme de
fibrés. En particulier, elle définit un difféomorphisme entre les espaces
totaux E et V, qui induit en cohomologie un isomorphisme entre les espaces
de cohomologie de de Rham de E et V. Comme de plus V est un fibré
vectoriel, sa cohomologie est identique a celle de la base. Nous avons
donc, en désignant par Hyz le foncteur « cohomologie de de Rham » :

HdR(E) = HdR(V) = HdR(B)-
3. Jets de sections.

On note Ji(n) 'ensemble des r-jets de sections de = de source x, et J'(n)
I'ensemble de tous les r-jets de sections de n. Pour r > s > 0, on note
7. J(n) —» J¥(rm) l'application qui & un r-jet associe le s-jet qu’il déter-
mine ; ¥ est Papplication qui & un r-jet associe son but, et «, : J'(r) —» B
celle qui a un r-jet associe sa source. Les résultats suivants nous seront
utiles : (pour plus de détails et des démonstrations, on pourra consulter
Bourbaki [3] et Goldschmidt [4]).

— Les applications n¢ et m, déterminent des fibrés (J'(n), J(xn), =) et
(J(n), B, m,). Si (M, B, n) est un fibré vectoriel, les derniers sont aussi des
fibrés vectoriels.

— Si s est une section de M au-dessus d’un ouvert U de B, I'applica-
tion x — jis est une section de J'(w) au-dessus de U, notée j's. L’applica-
tion s — % induit un morphisme de faisceaux j": I'(mr) — I'(J(n)).
Lorsque M est un fibré vectoriel, elle définit une application linéaire j°
de I'g(n) dans I'g(J'(xw)). Nous noterons parfois : j"s(x) = jis.

— Pour tout entier r, le fibré (J"*!(n), J'(n), 7}, ,) est un fibré affine
modelé sur le fibré vectoriel n*S"*YTB*) ® J(m)n®"T*M de base J(n)
ou S"*Y(TB*) désigne la (r + 1)-iéme puissance symétrique de TB*. Ce
résultat prouve en particulier que quel que soit I'entier r, nous avons :
Hg(J"* 1(n)) = Hr(J"(n)) et donc que pour tout r:

Hi(J'(n)) = Hr(M)
4. Espace des co-jets.

Pour r > s >0, on associe a ©f son application linéaire tangente
Tr : T (n) — TI(n). Les familles (J'(n), #}) et (TJ"(n), Tx;) forment des
systémes projectifs dont les limites, notées (J(rn), 7°) et (TJ(n), T=%), sont
par définition, 'espace des co-jets de sections de = et I’espace tangent a J(n).
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LE PROBLEME INVERSE DU CALCUL DES VARIATIONS 163

Notons AJ'(n) = 6—) APJ'(m) Palgébre différentielle graduée des formes

différentielles sur J’(ni Les applications nf induisent des applications r}°
de AJ¥(rn) dans AJ'(m), telles que la famille (AJ(r), n}’) forme un systéme
inductif dont la limite notée (AJ(r), 7*) sera par définition, I'algébre diffé-
rentielle graduée des formes différentielles sur J(n) (le produit extérieur
et la différentielle définis par passage a la limite inductive, sont notés
de la méme fagon et vérifient les propriétés usuelles, cf. Tulczyjew [/3]
et [14]). Ladifférentielle extérieure fait de AJ(n) un complexe de cochaines A,

dont 6—) APJ(m) est un sous-complexe de cochaines que nous noterons 2.

p . . , - .
Pour tous r > s > 0, nous identifierons systématiquement AJ%(r) a son
image dans AJ(n) et dans AJ'(n).

5. Cohomologie.

Nous noterons H le foncteur qui a un complexe de cochaines (C, d)
(espace vectoriel gradué muni d’une différentielle de degré 1) associe son
espace vectoriel de cohomologie H(C) = ker d/Im d.

A Tespace J(r) (qui a priori n’est pas une variété) nous avons associé
le complexe A = (Al(n), d) et donc un espace de cohomologie H(AJ(r)).
Le complexe A est la limite du systéme inductif (A,, n}) de complexes
de cochaines A, = (AJ'(n), d) dont I'espace de cohomologie H(A,) est par
définition, 'espace vectoriel de cohomologie de de Rham de la variété J'(z).
Le foncteur cohomologique H commutant avec les limites inductives, nous
pouvons écrire :

H(A) = H(lig A,) = lim H(A,) = lim Ha(J"(n)) .

Nous appellerons espace de cohomologie de de Rham de J(r) I'espace
vectoriel H(A) : Hir(J(n)) = H(A) = lim H(J'(n)).
Les remarques faites au § I1.3 prouvent la

PROPOSITION 1. — La cohomologie de de Rham de J(n) est identique
a celle de E, i. e. : Hir(J(r)) = H(E).

6. Champs projetables.

Nous dirons qu'un champ de vecteurs X, € tJ'(r) est projetable, si pour
tout entier s < r, il existe un champ de vecteurs X, e tJ¥(n) tel que, pour
tout 5, € J'(n) on ait : X(n}(5,)) = Txi(X,(5,)). Notons PJ'(n) le sous-espace
vectoriel de tJ'(n) formé des champs de vecteurs projetables. L’applica-
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tion Tr} induit une application linéaire tn] de PJ'(n) dans PJ%(n) telle que
le systéme (PJ'(m), txj) soit projectif. L'espace vectoriel des champs pro-
jetables sur J(z) est la limite projective PJ(n) de ce systéme.

Le produit intérieur i(X)w d’'un champ de vecteurs projetable X et d’une
p-forme w sur J(n) est défini par passage a la limite & partir du produit
intérieur usuel. La proposition suivante (évidente) nous permettra de
limiter toutes nos constructions aux seuls champs projetables :

PROPOSITION 2. — Soit w une p-forme de A?J(n). Si pour tout g-uplet de
champs projetables X;, ..., X, sur J(n) avec g<p, on a i(X,) ... iXw=0
la forme w est identiquement nulle.

Enfin, la dérivée de Lie d’une p-forme par un champ projetable X, notée
L(X), est elle aussi définie par passage a la limite et vérifie naturellement :
L(X) = di(X) + i(X)d (cf. [10] ou [13)).

7. Expression en coordonnées locales.

Nous fixons ici les notations que nous utiliserons par la suite.

Soit (M, B, n) un fibré avec dim B =n et dim M = n + m. A un sys-
téme (x;, y’) de coordonnées locales sur M (avec 1 <i<netl1<j<m)
tel que les (x;) soient des coordonnées sur B, est associé un systéme de
coordonnées locales (x;, y/, yi) sur J(n) (avec |o| < r) ol y} est défini
par : si s est une section locale de 7, s’écrivant dans ces coordonnées
(x5 a(xq, ..., X)) et S, son r-jet, on a : yi(oi(x,, . . ., X)) = D% (xq, .. ., X,
D* désignant la dérivation partielle d’ordre e N", |a| < r.

Ces applications coordonnées permettent de définir des reperes des
divers espaces de p-vecteurs et de formes grace aux applications :

0 oo : .
aixj, ;= a—(j;, 0% = o et dx;, dy’, dy’ (on posera 09 = 0; et dy} = dy).
Nous obtenons alors les repéres 0% = 0% A ... A 0% pour l'espace
des p-vecteurs verticaux, et pour l'espace des (n + p)-formes AfJ(n) :
dyit A ... A dylz A dx (les indices sont tels que 1 < jy < met o | <r;
les sommations sont toujours restreintes a des ensembles d’indices tels
que les familles ci-dessus forment des bases des espaces vectoriels cor-
respondants).

La suppression de la restriction | a | < r dans tout ce qui précéde, définit
un systéme de coordonnées locales sur I'espace des jets d’ordre infini et
sur les divers espaces de champs de vecteurs et de formes qui lui sont asso-
ciés, bien que ce dernier ne soit pas une variété au sens usuel du terme
(en fait, seules les expressions pour les jets d’ordre fini seront utilisées
dans les démonstrations).
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III. LA SUITE D’EULER-LAGRANGE

Dans la suite, nous considérons toujours un méme fibré (M, B, n)
avec dimB=net dmM =m + n

1. Relévement d’un champ de vecteurs verticaux.

Soit X un élément de t*M, i. e. un champ de vecteurs verticaux sur M.
Soit d’autre part 5, un r-jet de section de 7 et s€5, (s est une section véri-
fiant 5, = jis, x € B désignant la source de 5,). Le r-jet de X o s au point x
ne dépend pas de s, mais seulement de 5,, car, d’apres la régle de compo-
sition des jets : j;()~(o s) =js"x))~(o§,. On définit ainsi une application de
classe C* sur J(n):5, — X,5,) = js’(x,f( o5, dont la valeur en un point
de J'(m) ne dépend en fait que du r-jet de X au point y = s(x) but de 5,.
Cette application est a priori a valeurs dans I’espace J'(T"M, B) des r-jets
de sections de T*M au-dessus de B. Cependant :

PROPOSITION 3. — Cette application définit un champ de vecteurs ver-
ticaux sur J'(n), i. e. X, e T (n).

Démonstration. — Soit s un représentant de 5, défini dans un voisinage
ouvert U de x dans B. Dans un voisinage V de y = s(x), le champ verti-
cal X sur M définit un flot vertical t — f,, t appartenant a4 un voisinage

= X(y). Nous pouvons ainsi construire
t=0
une famille a un paramétre de sections de = au-dessus d’un voisinage U’ de x
par : (t, x") — s(x") = f,os(x’) pour x" e U’. Cette famille vérifie naturel-

d
de 0 dans R, tel que : 7 ()

~ d —
lement s, = s et : X(s(x)) = %s,(x) . La définition de X,(5,) s’écrit :
t=0

- d d
X,(5,) = (X s) = .i’(z $(x) ) =4 (sdx)
t=0

t=0
Or, l'application t — js, définit une courbe différentiable dans J'(r) véri-
ﬁant JiSo =5,, ce qui permet de considérer X,(5,) comme un vecteur tan-
gent vertical a J'(n) au point 5, (la courbe ainsi définie est dans la fibre
au-dessus de x = 7,(5,)).

Nous avons ainsi défini un opérateur linéaire de relévement aux r-jets
A, ™™ — 1J(n) par A,)N( = X,, ceci pour un entier r quelconque. Les
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¢léments de I, = Im A, qui proviennent par « dérivation » d’un champ
vertical sur M, sont les champs de vecteurs (verticaux) intégrables de
Takens [10]. Ce sont des champs projetables.
" D’autre part, Papplication el : PJ¥(n) — t™M définit une application
surjective t'ny : P'J(n) — t°M (ot P*J¥x) est le sous-espace des champs
de vecteurs verticaux projetables) dont le noyau est le sous-espace des
champs de vecteurs projetables sur J%(n) verticaux relativement 4 la fibra-
tion (F(m), M, nf); C’est la construction méme de A, qui assure la sur-
jectivité de t'nl, puisque : 1°? o A, = Id. Ceci, pour un entier s quelconque.
Nous noterons D} I'application linéaire définie par : D! = A, o 1nd,
de P*J*(n) dans P°J'(n). On a bien sir Im D} = I,.

2. Extension aux champs de p-vecteurs.

Notons P}J'(n) le sous-espace vectoriel de 75J"(m) formé des champs
de p-vecteurs verticaux projetables. La p-iéme puissance extérieure de D}
est I'application linéaire A”D; définie sur les champs de p-vecteurs simples
par : X3, A ... A X5, — X! A ... AXP puis étendue par linéarité
(avec X5, €PJ¥(m) et X} = D;}X},). Cette application posséde la facto-
risation remarquable suivante. Soit X un p-champ simple de P4J*(r) pos-
sédant la décomposition X = X3, A ... A X3,; le champ

p

1 - —
FS,(X)=; Z XA oo AXS A ... AXE,

1<gq<p

(ou on a posé X, = A,, o wn3,(X5,)) est entiérement défini par la donnée
de X, & un terme n,-vertical prés. En étendant par linéarité, on peut ainsi
construire une application F3, sur P2J*"(n) a valeurs dans I'espace vec-
toriel quotient de PyJ*(n) par le sous-espace des champs n9,-verticaux.
Son noyau étant inclus dans celui de A’D}, elle permet de factoriser cette
derniére a travers Im F%,, au moyen dune application D? vérifiant :
APD} = D? - F%,, a valeurs dans P3J'(m).

3. Opérateurs adjoints.
Les résultats qui suivent reposent sur le :

THEOREME 1. — Pour tout entier r positif ou nul et pour tout entier p
supérieur ou égal A 1, il existe une unique application linéaire D?" de A2J'(n)
dans A2J?(n) telle que : pour toute (n + p)-forme w appartenant a A2J'(r),
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LE PROBLEME INVERSE DU CALCUL DES VARIATIONS 167

pour toute n-chaine N de B, pour toute section s définie sur un voisinage
ouvert de N, pour tout champ de p-vecteurs X de P4J*'(z) nul sur un voi-
sinage de j*"s(ON) on ait :

J J"s*(i(A’D} X)w) = J Js*(i(D? o F5,X)w) = j JArs*(i(F5,X)D” w)
N N N
(pour p = 1, F}, est l'identité et les deux premiers termes sont identiques).

Démonstration. — a) Si D et D’ sont deux opérateurs vérifiant la rela-
tion désirée, leur différence T est telle que, sous les hypothéses du théo-

réme, on ait : | j*s*(i(X)Tw) = 0. L’unicité est donc une conséquence
N
du lemme suivant :

LEMME 1. — Soitf: R" —» R de classe C*. Si pour toute application g
de R" dans R de classe C*, on a (pour tout U relativement compact) :

j f(x)g(x)dx = 0, alors pour tout x de R", f(x) =0,
U

dont la démonstration est bien connue.

b) Dans le cas p = 1, nous allons prouver le résultat plus précis : il
existe une application bilinéaire G! de P'J?(n) x A!J'(n) dans A2_,J? ()
telle que, avec les mémes notations :

Js*(i(D} X)w) — 2" s*(i(X)D}'w) = dG}(X, ).

Pour ceci, la proposition étant de nature essentiellement locale, nous
allons utiliser un systéme de coordonnées locales. La projection X de X
sur t*M (qui seule nous est utile d’aprés la définition de D}) et la n + 1-

forme w ont pour écritures : X(x, a(x)) = Z X¥(x, o(x)) au point (x, o(x))

m r j:1

et w(o,(x)) = Z z w¥(o(x)) dvi A dx en o,(x). Le relévement de X

m r

j=1la|=0
aux r-jets, s'écrit : X(o,) = D*X/(x, 6(x))d5 et son produit inté-
rieur avec o : =\
m r

D*X/(x, o(x))w¥(o(x))dx. Le résultat annoncé est obtenu en appli-

J=1 =0 ,
quant aux fonctions x — X/(x, o(x)) et x - w¥o,(x)) le :

LeEMME 2. — Soit fet g deux applications de classe C* de R" dans R.
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168 M. BAUDERON

En tout point x = (x,, ..., x,) et pour tout multi-indice « = («;, ..., a,)
ona : DY (x)- g(x)dx — f(x)(— 1) D%(x)dx = dG(f. g)(x) ol I'on a posé :

n &j

aaj+...+ap aa1+...+aj_1+k—1
H(, g)(x>=Z(—1)“'+~~”f-* Z () = &)

OxP~k .. Oxan oxy ... ox

=1 k=1

et G(f,g)x) =H(f,g)x)dx; A ... A d/)?J A ... Adx, le = indiquant
I'omission. De plus, l'application G: (f,g) — G(f, g) est bilinéaire.

La démonstration du lemme consiste en une simple vérification. En
appliquant ce résultat, puis en sommant sur les indices j et «, nous obte-
nons pour expression locale de DM :

D} w(0,(x)) = Z(Z(— 1>'a'Daw7)dyf A dx,

J= J=

expression de G; (qui est d’ailleurs sans grand intérét) pouvant étre
obtenue a partir de celle de H.

¢) Passons maintenant au cas p > 1. Remarquons tout d’abord, que
la définition méme de D? nous permet de ne considérer que des champs
de p-vecteurs appartenant a Im F%,, et méme de nous restreindre aux
images par F3, des champs de p-vecteurs simples de P4J?(r), qui engendrent
cette image, et dont les images par A’D} engendrent I'ensemble I? des

champs de p-vecteurs intégrables simples.
p

1 — —
Soit donc X = —ZXQ, A ... AX% A .. A X5, un tel champ. Pour g
p

q=1
compris entre 1 et p, la premiére partie du théoréme nous permet d’écrire :

_ N _
(DPX)- @ = (— DH(XL)DIUX2 A ... AXIA ... A X)) o)
— N _
+ dG'(X4,, (X} A ... AXEA LA XD ). )

Nous allons montrer, en coordonnées locales, le résultat suivant :

LeMME 3. — Ilexiste une forme o’ de A2J?(r) telle que pour 1 < g < p:
_ 2N _ _ — —
DNMIXEA o AXEA o AXD) o) =X A o AXA L AXE)

La relation (1) s’écrira alors, pour 1 < g <p:
— N — ,
i(DPX) 0 = (— 1)%(X4, A X3 A ... AXEA ... A XE) o +dG,
=iX A ... AXE AL AXS) @ +dG)
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soit, en sommant sur g et en divisant par p:
i(D2X)-w = iX) o + dGE(X, w)

14
X . 1 - o0
ou lon a posé : GA(X, w) =~- ) dG}X4, i(X} A ... A X! ... XY w)
p =
d’ou, finalement : DPw = o’
Preuve du lemme. — En conservant toujours les mémes notations, nous
pouvons écrire les expressions locales de la projection X' de Xi,, de la
forme w et du relévement X! :

m

X' = ZX"J@,.; m = Z wfiGrdydt AL A dyle A dx
=1

j=1

0<|a|sr
X = ZZDaXfJa? (pourlsjsmet 0<|af<r).

En mettant en évidence le terme X? le produit extérieur X! A ... A X?
a pour expression locale :

JJl Ldp-1

Z(_ 1)“”’(— l)qD‘zerj.DalXilsjl .. D 1Xie- todp - PR p -1

la sommation se fait sur les p-uplets (j, j;, ..., j,~1) €t (& &y, ..., %)

tels que 01571 = 35 A 0% A ... A 0%1 forment une base de r"J’( )

et les permutatlons o de lensemble {1,...,9—19g+1,...,p} dont
¢(o) désigne la signature. Nous obtenons ainsi pour i(D}X) - w I'expression :

Z(— 19— 1DX® - DX D=1 Xio - iy i 21y

Le passage a ’adjoint donne pour le premier membre de ’expression
du lemme :

(— l)qZ(___ l)s(ﬂ)(_ 1)'1|D1(Dd1Xilsj1 L D% X - tede-t -(!)};::::;;:l‘)dyj A dx
Développant le terme D...), nous obtenons :

Jivedp-1

E l"; vD“1+ﬂ1Xi1,.i1 . Dap'l"'ﬁp—lxip—l»jp—l C Dyt -

ou la sommation est étendue cette fois aux p-uplets (8, ..., B,—1, 7)=(8,7)
tels que B, + ... + B, + 7y =0, le coefficient I';, étant un nombre
entier naturel sexprlmant a laide des coefficients du binéme.
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Appelons o’ la forme :

£(a), p- j
Z( 1= 1'“'21",, DOFE v g A Ayt Ady A dx

(la premiére sommation se fait sur les p-uplets(j, j,, . . ., Jp-1) €t oy, .. 00, y)
et sur les permutations g, la seconde sur les couples (f, y), dans les condi-
tions précédemment définies).

La forme que nous venons de définir vérifie bien la relation du lemme
(en effet, on ne la modifie pas en remplagant les permutations de I’ensemble
{1,....,9g=1,q+1,...,p} par celles de I'ensemble { 1, .,p—-l}ce
qui montre que I'expression que nous avons obtenue pour «’ est indé-
pendante du choix de I'indice g grace auquel nous I'avons calculée).

d) Notons enfin, I'expression explicite de D" qui nous sera utile plus loin;
pour une n + 2-forme w s’écrivant :

w = Zw?fdy; A dyh A dx

nous obtenons I'expression suivante de D>'w

y[(— 1 Z CID* "wifdyl,, — (— 1) z C,V,D”‘“’wjffdyg;”—‘ Ady A dx
bned .

y<a ysp

ou les sommations non explicitées sont étendues aux indices i et j compris
entre 1 et m et aux multi-indices o et § de N” de longueur comprise entre 0
et r, les C} désignant ici les coefficients du binoéme.

4. Passage aux oo-jets.

On vérifie sans peine la commutativité du diagramme suivant :
P'J(n)
Ay
i) / l”’ﬁ (pour r = s = 0)
M -2, P
qui entraine celle du diagramme :
DL
PJ?"(n) — PJ(n)
ii) %l J (r=s520).
Dl
P#( ) — PJ(n)
Nous pouvons donc par passage a la limite projective sur r, définir des
applications linéaires A de t°M dans P*J(n) et D' de P*J(r) dans lui-méme,
limites projectives des familles d’applications linéaires (A,) et (D}). Nous
noterons I = Im A = Im D! = lim I,.
Le diagramme (ii) s’¢tend bien entendu aux puissances extérieures et
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nous donne par passage  la limite, une application A’D' = lim A?D;.
La construction de I'application F5, commutant aussi avec les projections
s, la factorisation de 'opérateur A’D; passe a la limite projective, i. €.,
il existe des applications linéaires F” = lim F%, et D? = lim D? telles que :
APD! = D?oF?, DP étant défini sur Im F? = l(y_n Im F%,, sous-espace
vectoriel de I'espace quotient de PJ(r) par le sous-espace formé des vec-
teurs n°-verticaux.

Les propriétés précédentes et la définition du produit intérieur sur J(r)
prouvent la commutativit¢ du diagramme suivant :

Dp*
ALF(m) — ARI*(m)
« | o
"*l l"-"‘ (pour :r=s=0etp=1).
Dr*
AN'(m) — ARI*(n)
qui nous permet donc de définir pour tout entier p supérieur ou égal a 1,
une application D" linéaire, de AZJ(n) dans lui-méme, limite inductive
de la famille d’applications linéaires (D).

Les diverses applications que nous venons de construire vérifient natu-
rellement la relation :

J js*((APD'X) - w) = J js*(i(DP o FPX) ) = J js*(i(F?X) - D”"w)
N N

N

du théoréme I, sous les mémes hypothéses (en supprimant simplement
les indices précisant 'ordre du jet considéré).

5. Suite Noyau-Image.

Pour tout entier r, notons par G2ZJ'(r) et par A? respectivement, le noyau
et I'image de I’application linéaire D?". Notant toujours par suppression
de r, les limites des systémes inductifs associés a GZJ'(w) et A? et aux pro-
jections 7", nous pouvons écrire, pour tout entier p supérieur ou égal a 1,
la suite exacte d’espaces vectoriels réels :

0 —» GZI(n) - AfJ(m) 25 AP - 0

suite noyau-image associée a D?". Le noyau de D" est caractérisé par la
propriété suivante :

une (n + p)-forme w de AZJ(n) appartient a GEJ(rn) si et seulement si,

pour tout champ de p-vecteurs intégrable simple X' A ... A X” et pour
tous N et s vérifiant les hypothéses du théoréme I, on a :

jjs*(i(i1 Ao AXP)w)=0.

On retrouve ainsi les ensembles GZ() définis par Takens [10].
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D’autre part, nous pouvons remarquer que 'espace Al est trés exacte-
ment l'espace vectoriel des formes semi-basiques sur J(m) relativement
a la projection n° de J(r) sur M. En effet, la définition de D}* prouve que
pour toute (n + 1)-forme w, son image s’annule sur le noyau de I'opéra-
teur D}, i. e., sur le sous-espace vectoriel des champs projetables 79,-ver-
ticaux. A} est donc un sous-espace de I'espace des formes 713,-semi-basiques.
L’inclusion inverse est fausse a un ordre r donné. Cependant, soit & une
(n + 1)-forme n°-semi-basique. Une telle forme s’écrit comme limite induc-
tive d’une famille (w,) de formes n?-semi-basiques. Moyennant Iidentifi-
cation de A}J¥n) avec son image, sous-espace vectoriel de AlJ¥(n) pour
k" supérieur ou égal a k, l'expression de D}" montre que D!w, = w,.
Par passage a la limite inductive sur r, il vient : D0 = w, ce qui prouve
bien que w appartient a A'.

Nous allons enfin étendre nos constructions a p = 0. Soit G%J'(n) le
sous-espace vectoriel de A2J'(n) des n-formes 7,-semi-basiques vérifiant :

J J'sto = J Jj'siw pour toute n-chaine de B et pour tout couple de sec-
N N

tions s; et s, homotopes et identiques sur un voisinage du bord de N.
Notant A? le quotient de A%J"(n) par G2J'(n) et D? la projection associée,
nous obtenons par passage a la limite inductive sur r, une nouvelle suite
exacte d’espaces vectoriels réels :

0 - G(m) —» A%(m) > A® - 0.

6. La suite d’Euler-Lagrange.

PROPOSITION 4. — Pour tout entier p positif ou nul, il existe une unique
application 6” de A? dans AP*! telle que :

i) oPoDP=Dr1od
i) 871087 = 0,

Démonstration. — Elle repose en partie sur le résultat suivant :
munie de la différentielle extérieure, la famille d’espaces vectoriels GJ(n)
est un sous-complexe de co-chaines du complexe A = (AZ)(x), d),
dont la démonstration se trouve dans Takens [/0] (théoréme 3.6.d).

Soit we AP et soient w{i = 1,2) deux (n + p)-formes différentielles
telles que : D”"w; = w(i = 1, 2). La différence w, — w, appartient a G2J(n),
et donc d(w, — w,)e GE*J(n), i. e. : DP* "o d(w, — w,) = 0 d’ou par
linéarité : DP* " o d(w,) = DP*1" o d(w,).

On peut donc définir 6” comme étant I'application linéaire de A? dans
AP*! qui & we AP associe la forme 67 (w) = D?* " o d(w;) ol w, est un
antécédent quelconque de @ par D",

La propriété a) est vérifiée par construction.
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Calculons 8 ! o 9(w)=D?*?" o d(3"(w)). Par définition, (w)=D"" e dw,

i. e., dw est un antécédent de d°(w) par D?*!*. On a donc :
711 o §P(w) = DP* " o d(dw)
i.e 87T oP(w) = 0.

Les applications 6?(p > 0) définissent donc un complexe de cochaines
(A?, 87) et les résultats précédents montrent que les opérateurs D?* forment
un homomorphisme de complexes de cochaines, de (AZ)(n), d) dans (A?, 67),
de noyau (GZJ(n), d).

Notons A, G et A les complexes de cochaines (espaces vectoriels diffé-
rentiels gradués) associés respectivement a (AZJ(n), d), (G5J(n), d) et (A, 67),
et D* ’homomorphisme de complexes associé a D",

Les résultats de ce numéro se résument dans le :

THEOREME II. — La suite de complexes de cochaines (d’espaces vec-
toriels)

055G o> ASA-0

est exacte (suite exacte d’Euler-Lagrange).
qui traduit I'existence d’un diagramme & lignes exactes et carrés commu-

tatifs :
0

0 — G(m) — A%m) 2 A° - 0

N

0 - Gl(n) — Allm) 25 A" — 0

0 — G2J(n) — A2J(n) > A* - 0
! ! !
i o

0 - Gln) — AblJm) > AP - 0

g L !

Remarque (Takens [/0] Remark (4.3)) :

La colonne de droite du diagramme est exacte en A%, i. e., 'application §°
est injective. Soient en effet w, et w, deux n-formes appartenant a A%J(n),
telles que : D o d(w,) = D' o d(w,). Choisissons une famille s, & un para-

métre de sections de 7, définie sur un voisinage de N (pour une certaine
n-chaine N) et constante sur un voisinage du complémentaire de N. Nous

pouvons alors écrire, en désignant par X, le champ vertical intégrable
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o : : : s —_ d
associ€ a la famille de sections s, { il est défini par : X (js(w)) = d—t( Jsdw)) |.

J Jst(w, — w,) — J Jss(@; — w,)
N N

"1 d
- [ (5 ] #r0r - o)

1

= ( J JsHiX) - (dory ~ dwz)))dt
N

JO

1
= ( J JSHIX,) (DY e dw, — Dl*odcuz)))dt =0
N

LY

ce qui prouve que la différence w, — w, appartient au sous-espace vecto-
riel GyJ(r). Leurs images dans A° par I'application D% sont donc égales,
ce qui montre bien que §° est injective (on a noté ici X, un champ vertical

sur J(n) tel que X, = D'X)).

7. Cohomologie.

Notant toujours H le foncteur cohomologique, nous obtenons le :

TutOREME III. — La suite 0 - H(G) - H(2) = H(A) — 0 d’espaces
vectoriels gradués est exacte; autrement dit, pour tout entier p positif
ou nul, la suite

0 - HXG) - H”(A) - HPA) - 0 est exacte.

Ce théoréme est une conséquence immédiate du fait que la suite d’Euler-
Lagrange est une suite exacte d’espaces vectoriels, donc une suite exacte
scindée. Il a d’autre part les deux corollaires suivants :

COROLLAIRE I. — (Lemme de Poincaré).

Si I'espace total M est contractile, le complexe (A, ) est acyclique en
toutes dimensions.

En effet, si M est contractile, H (M) est nul et H(J()) 'est donc aussi.
Or pour tout entier p positif ou nul AZJ(n) est un sous-espace vectoriel
de A"*PJ(n), ce qui entraine que lespace vectoriel de cohomologie du
complexe (2, d) est un sous-espace vectoriel de H(A) = HuJ(n), et plus
précisément que pour tout p, H?(C) est un sous-espace de Hjg ?J(n). La
nullit¢ de Hi(M) entraine donc celle de H() ainsi que celle de H(A).

Cette méme démonstration lorsque p = 1. prouve le :

CoRrOLLAIRE II. — Si H% (M) = 0, I'espace H'(A) est nul lui aussi.
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IV. LE PROBLEME INVERSE

1. Calcul des variations.

Nous considérons toujours un fibré (M"*™, B”, n). Un Lagrangien sur M
est une n-forme % appartenant a A%J(n). Nous dirons qu’il est d’ordre r
§'il est I'image par 7"* d’un élément de AJJ"(n) (auquel nous l'identifierons).

Pour toute n-chaine N de B, la donnée de ¥ permet de définir une fonc-
tionnelle Iy (« intégrale d’action ») sur 'ensemble des sections s de © défi-

nies sur un ouvert U contenant N en posant :

In(s) = J js*& = j Z.
N Js(N)

Si s est une telle section, nous appellerons déformation de s, toute famille
a un paramétre t — s, de sections de n au-dessus de U, définie sur un
voisinage de N et telle que : s, = s. A toute déformation de s est associé

d
un champ de vecteur vertical X sur M, défini par : X(s(x)) = Es,(x)
t=0

sur s(U). Réciproquement nous avons vu (§ III) qu'a tout champ de vec-
teurs vertical X nul sur. un voisinage de s(0N) est associée une déformation
de s.

Nous dirons que s est une extrémale de I'intégrale d’action Iy, si pour
toute déformation s, de s on a : pour tout ¢, Iy(s) < Ix(s,). Une condition
nécessaire pour qu’il en soit ainsi est que, pour toute déformation s, de s,

. d
on ait : o InGs,) t: =0.Or:

0
d
=—| jst&
t=0 dt .[NJ‘

. R d —

ou l'on a posé : X(5) = o Jsdx) (avec 5 = js(x)). Le champ X est un
t=0__

champ vertical intégrable et vérifie X = AX, ou X est le champ associé

a la déformation s,. La condition nécessaire s’écrit maintenant : pour tout

= J Js¥(i(X) - d&)
t=0 N

d
2 NS

champ de vecteurs vertical intégrable X nul sur un voisinage de js(N) on a :
J Js*(i(X) - d¥) = 0. (Cf. Takens [/0] ou Goldschmidt et Sternberg [5]).
N

La forme d’Euler-Lagrange associée au Lagrangien % est la (n + 1)-
forme & définie sur J(m) par : & = D" o d¥ = 6%D°¥). La généralisation
a ce contexte des équations d’Euler-Lagrange s’exprime ainsi :
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pour qu’une section s de 7 soit une extrémale de IV, il faut qu'elle vérifie
I’équation : js*& |y = 0.

Localement, pour un Lagrangien ¥ = Ldx ou L est une fonction diffé-
rentiable sur J(n), la forme d’Euler-Lagrange a pour expression :

m

& = Z(Z(— 1)""'D°‘ﬂd—.>dyj A dx.
0y,

j=1 asN”"

Dans le cas classique n =r = 1, on retrouve bien I'expression usuelle
des équations d’Euler-Lagrange :

oL d /JL 0 (<ig
_— T /| = r S S .
dy’ dx\dy] pou s

2. Le probléme inverse.

Draprés le § III, la forme d’Euler-Lagrange associée a un Lagrangien
donné % appartient a A' et ne dépend en fait que de la classe d’équivalence
de ¥ dans A°.

Nous appellerons équation source (suivant Takens [/0]) ou équation
de mouvement (suivant Santilli [9]) une (n + 1)-forme différentielle sur J(n)
appartenant a A', i. e, n°%-semi-basique. Le probléme inverse du calcul
des variations consiste a rechercher des conditions pour qu’une équation
source soit la forme d’Euler-Lagrange associée a un certain Lagrangien.

Nous dirons qu’une équation source w est variationnelle (resp. locale-
ment variationnelle) s’il existe & € A° tel que w = §°% (resp. « localement »
w = §°%P).

Traduisant dans le langage du calcul des variations les deux corollaires
du théoréme III, nous obtenons les deux théorémes :

THEOREME IV. — Pour qu'une équation source w soit localement varia-
tionnelle il faut et il suffit que : '@ = 0 (« localement » signifie ici : sur
tout ouvert simplement connexe de I’espace total M).

THEOREME V. — Pour que toute équation source localement varia-
tionnelle soit (globalement) variationnelle, il suffit que I’espace vectoriel
H!(A) soit réduit & 0. En particulier, une condition suffisante est que le
(n + 1)-ieme espace de cohomologie de de Rham de I'espace total du fibré
soit nul, i. e, Hig '(M) = 0.

Le théoreme IV apparait sous des formes diverses chez Tulczyjew [/3]
et [/4] (sous les mémes hypothéses) et chez Takens [/0] et Horndecki [6]
(mais sous des hypothéses plus restrictives). Le théoréme V répond a une
conjecture de Takens (cf. [/0] conjecture 4.10, p. 598).
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3. Auto-adjonction.

La condition nécessaire et suffisante du théoréme IV peut s’écrire sous
deux formes équivalentes :

dweG2J(n) ou D¥odw)=0.

C’est la premiére forme, & I’aspect trés « géométrique », qu’utilise Takens
pour montrer que des équations sources présentant un nombre suffisant
de symétries et de lois de conservation, sont, sous certaines conditions,
localement variationnelles. Cette méme expression est trés exactement
la condition d’auto-adjonction de Vainberg et Tonti [/2]. Soit en effet
une équation source w vérifiant cette condition. Cest une forme semi-
basique relativement 4 la projection n°, i. e., une section du fibré
n”(T*M)* A (A(TB)*) de base J(n). Sa différentielle extérieure est donc
une section du fibré (T®J(n)) A 7% (T*M)* A (A(TB)*) et vérifie (toujours
avec les mémes notations) : pour tout champ de 2-vecteurs intégrable
simple X A Y, on a :

iIXAY) do=— (X AY) do + iX A Y) dw).

La propriété dwe G2J(n) sécrit alors :
J iXAY)do=0  pourN, s,
Js(N)
X A Y satisfaisant aux hypothéses du théoréme I et devient donc :
J iX AY) do =j iY A X)-dow
Js(N)

Js(N)

ce qui est précisément la condition d’auto-adjonction de la forme w telle
quelle figure dans Santilli [9], p. 57, définition 2.1.1).

4. La deuxiéme forme de la condition se traduit en coordonnées locales
par un systeme d’équations aux dérivées partielles. En effet, étant donnée
m

o= Z w’/dy’ A dx appartenant a A!, le calcul de D?* - dw nous donne :

i=1

o’ . o )
D*odw = Z |:<(— 1)l E“CZD"'_Vi.dyJ - a—w.dyé] A dyt A dx
oy oy’

i,j=1 y<a
aeN”

dont la nullité s’exprime bien a I'aide d’un systéme d’équations aux dérivées
partielles portant sur les coefficients «’ de la forme w.
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Pour vérifier que ce systéme généralise bien les équations classiques,
écrivons-le dans le cadre de la mécanique classique, i. ., pour n = r = 1.
. . oo ds’
Reprenons pour cela les notations traditionnelles : ¢, ¢/, §/(s) = — et
: sl N
G'(s) = e Etant donnée une forme w = Za)jdqf A dt, le calcul de

j=1
D?" o dw nous donne en regroupant les termes analogues :

\[(2 o' _daw) & oo
D¥odo = _——— —-— dg’ A dq' A dt
@ ZKaq‘ g dioq ' ar a> @~
i 1

b 00, d dw
+<——C—f);—ﬁ+2————>dq A dq' A dt

oq'  0q’ dt oq'

do’ 00

i——‘f’.—.)dzf A dg' A dt

oq'  o¢’

En annulant les coefficients de cette forme, nous obtenons le systéme :
([ dw’ O
fw
o o¢’
0w’ do d 0w’
+ (pour 1 <i<j<m

o oy Tdtog
do 0wt d do)  d* 0/
| o4 g T dt o' dt* dg'

Ce systéme est bien celui obtenu par Santilli (cf. [9], p. 59, équa-
tions 2.1.18) pour caractériser I'auto-adjonction et qui Iui permet de
donner une solution explicite du probléme inverse sur un ouvert étoilé
(du moins dans ce cas).
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