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Quelques solutions décrites
par des métriques conformes
a celle de Taub en relativité générale

par

M. BRAY
657, rue de Robbé, 02120 Guise

ABSTRACT. — On some gravitational fields described by metrics of

the form
ds* = e??[ds® Taub].

La métrique de Taub ds? = e2*[(dx®)? — (dx')?] — e*’[(dx?)? + (dx*)?]
avec
a=a(x% x)+ow); y=y(0 x)toW); u=ex®+ix'; & d:ctes.
peut étre considérée comme conforme a la métrique de méme nature a, 7 .
Les composantes du tenseur de Ricci
RaB = RYaﬂv = - aﬂ(ravv) + av(ravﬁ) - raavravﬂ + raaﬁro'vv

seront écrites R,z = f{aﬁ — Xop» ﬁaﬂ désignant celles du tenseur de Ricci
de @, y.

Ce sont Ry, Ry1, Ry, = Rj33 et Ry,

Pour tout champ gravitationnel du vide R, = 0 = Ra,; = Xup.

Dans les équations d’Einstein

- 1.
Ry =y Taﬁ_igaﬂT 5 x>0
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38 M. BRAY

posons T,; = ok,ks; k*k, =0; ¢ > 0 : schéma radiation pure. Il vient
liua = Xo-(ka)z N l'i01 = XO'kOkl
k0k2=0; k0k3=0; klk2=0; k1k3=0’ k2k3=0
e [k — k¥] — e"*"[k3 + k3] = 0 — isotropie de k

On en tire k, = k3 = 0; k; = 6k, avec 6% = 1

Portant ces valeurs dans les équations ﬁaﬂ = X, nous obtenons le
systéme

I' "3 — /12) + 20" [e(Yo — o) — My + J1)] — 242w = ok}

' @"(34% —&®) + 20'[— (8 + Jo) + AP — %1)] — 282 2 = yok?
nr a)"(/l2 — &%) + 40’ [A7, — €Y0] + 20%(WF — &) =
v’ 2{edw” — o [ed; + Adg] — elw'? ) = yokok, .

dw

ki = dky ; on a pos¢ ' = —.

Il est commode de transcrire le systéme sous la forme équivalente
I=1; nN=r=Ir; Il = 111" ; IV=1T1 =4V
Additionnant II et III nous avons
o' [(A* = )’ + 247, — €Y)] =0

D’autre part la combinaison 411+ I11=0 donne la relation »”(¢* — 1)=0
d’ou lalternative w” = 0 ou &2 = A2

Considérons d’abord ’hypothése &2 = A% ; Il s’écrit alors ' [¢7o— 47, ]1=0
soit en écartant le cas trivial o' =0: ey =Ay,. Or A={e; {= 1|
puisque A2 = ¢? ; donc J, = {7,. L’équation IV :

(1 -8 {elw — w?]—w'[d —0&]} =0

peut étre satisfaite en posant 6 =1 ou g[w” — w'?] = o'[dy — 0%, ].
Pour éviter de restreindre la forme de w, il est avantageux de choisir 6 = (.
Nous avons dans ce cas ROO—XO'kO s 80— 011=0; Yoo — y“ +25¢-272=0.

D’aprés 7 = y(v) avec v = &({x° + x*) l’equatlon en 7 est identiquement
satisfaite (en vertu de 6 =1). La relation R00 = 5R01 seréduita dgo— oy =0.

Compte tenu de &g — %y, =0 et de yo={7,, ROO yok3 =0 sécrit
elo” + 771+ e[(7) — @?] = [0 + (' 1[% + {a;] =0
Remarquant que v = {u nous avons

d dy

_C~ - _“d
duy 7 = v_gd
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METRIQUES CONFORMES A CELLE DE TAUB EN RELATIVITE GENERALE 39

dy N
ey + ' [8<—y - w) = (%o + Cal)] =0
du

Cette équation admet la solution évidente y = c'°.
Ensuite & = ¢(X) + Y(Y); X=x"+ x'; Y = x° — xL.
Si 'on abandonne I'hypothése 6( = 1, IV exige

d’ou

elow” — w?] - o'[a, — da,;] =0.
4 flogw — w] = <_l_—_é ) & + <_1_+.é> .
du € €

C
Posons par exemple ¢ = { = 1 (ot u = X) ety = 5 Y, C:cte.

Alorslog @ — w = Cu —» Ce @ = KC — ¢ K : ¢ct¢

C26,2¢(X)+CY—2CX 2 C2e2)'(X}—2CX

TKCe 1P’ ¢ T KCe X 1P

Soit

2a

Les trajectoires de k sont des lignes autoparalléles qu’un choix conve-
nable du paramétre affine raméne a des géodésiques nulles. Dans ce cas

I’équation ﬁﬁ(akﬁ) = 0 ou équivalemment 9./ — gok?) = 0 nous donne
Z=7(6x"+x") avec Z= \/——gako.

Les expressions ok, et okj permettent de déduire k, ; ¢ doit étre positive.
Les considérations précédentes étaient fondées sur ¢ = A2,
Si ¢ — A% # 0 il faut assurer ” =0 —» ® = Ku ; en outre

K[(2* — e)K + 2(47; — £50)] = 0;

écartant K = 0 il reste

- N g2 — A2
AYy — €Y = (——~2—>K =L

La relation IV prend la forme
~ - K
(A6 — S)I:(OCO — da,) — 5(25 - s):l =0.
Si 40 —e =0, 2> =¢?; nous supposerons donc
K *
&0—5&1 :5(16—8)514
Selon que 6 = — 1 ou + 1, on a 20 = Ii(x0 + x') ou 22 = f,(xo — x1).

Il reste & examiner I'expression de ck3 .
Si A% = &%, yokd = 26X (" — w'?) — 2ew' (0 + L4;).

Vol. XXXV, n° 1-1981.



40 M. BRAY

La nécessité de postuler gk # 0 nous force a prendre Al =1 = A=
comme solution de I’équation IV.

Il vient, puisque %y = %;; — & = H(X) + Y(Y).

—262[3” + 7721+ 267 [@C + 1) + Y'(C = 1] = 260" — 0]

v =20 [¢(C+ 1)+ y'(1 - 0]
Posant { = 1 d’ou 7 = 7({u) = y(u) nous avons une équation en u pour
déterminer o, la solution étant astreinte a vérifier la condition de positi-
vité. Si w” =0 — o = Ku on obtient

x0kd = 2K (e(Fo — &o) — My + 71) > — 24°K?;
en outre N .
K (4% = e)K + 247, — €Yo) ) =0

et

(s—Aa)<&o—5&1+§(8—w)>=o

. .
Soit &, — 8&, = L puisque le choix ¢ = A nous raménerait au cas A*> = ¢
avec toutes ses conséquences.

On établirait de méme les solutions

K - Ké
E(/’Lé+a); Yy = —7().54-8);

- K
7 =- 3(15 + g)(x° + oxY).

%:—

Portons ces valeurs dans l'expression yok3; on trouve :
xok3 = 2K { — [A5; — €Fo] — edo — A%y — A’K)
K ex A x
=2K{ = —-¢*)—=L —L—12K>
< y W mE) kg

2 — ) (048 — 260
Xak§=2K2<(A 28)+<'1 e )—,12>

K2
yok3 = — 7(15 +8r<0

On voit que cette éventualité est a rejeter.
Etudions enfin le tenseur de courbure de la métrique initiale.
Les seules composantes covariantes non nulles s’écrivent :

Roio1 =€*[— oo+ 1]; Rozo2= “ezy[)’oo+?(2>—0(o3’o—°‘1?1]

Rozi2= —€"[Yo1 + 7071 —%Yo— %7115 Rozos= —ezy[)’oo"')’(z)—%?o—“ﬂ’l]
Ross1 =€ [Yo1 + 7071 — V0o — %7115 Raszz=—e” 20447 [y3 —78)

R3131=— 627[7’11 ‘H’% —0loYo _aﬂ’l] 5 Rygpp= —5’27[?11 'H’% —0oYo — 0‘1?1]

Annales de I'Institut Henri Poincaré-Section A



METRIQUES CONFORMES A CELLE DE TAUB EN RELATIVITE GENERALE 41

ROIOIR o, +RO202R 0, + RO3O3R . + R2323R }

Soit A = {
+R3*31Ry 5, +R1212R, 51, +2RO212R 51, + 2R3 R 55,

La métrique devant satisfaire les équations R,; = 0, linvariant de courbure
se réduit & A" = e"* (8[yo0 + v — co¥o — 2171 > + [¥3 — YD
L’hypothése w” = 0 entrainant ok3 < 0 il suffit de considérer

=2 = )={(e

Le calcul montre alors que 2 = 0; il n’y a donc pas de singularité
essentielle. On peut envisager 'éventualité 1 = 0 — u = &x° On obtient
dans ce cas le systéme

xoky = 320" + 20’ (5o — %) (1);
42" + dea’yy + 268202 =0 (2);

— 20" — dew' Yy — 2820’? =0 (3);

3ew” + 2ew'(o — %) = — 2edw’dy,  (4).
Additionnant (2) et (3) il vient e?w” =0 — ©” = 0.
Puis K
Vo= —¢ek - § = — ekx® + A(xY); kEE
dp — 00y = — ¢k ; & = dekx + 6p(x° + ox').

xok§ = — dek(ek + 5¢")
Le systétme d’Einstein exige ensuite
A2 =%k, 2k + @'[A’ + ek] + dekA’ =0

En posant A’ = (ék, il vient e2k*(1 + 6¢) + ¢'ek(d + {) = 0.

Relation qu’on peut satisfaire identiquement en prenant 6 = — (.

L’étude de I'hypothése ¢ =0 — u = Ax! conduit & des résultats ana-
logues. '

Notamment

=0, y,=—k; o = 2ku,
d’ou
7 = — ikx' + B(x°); a = — Jkx* + ¢p(x® + ox1).

Dans ce cas yokj = — 4ikd¢’ expression soumise a la contrainte de
positivité :
B2 =)2k?; —2B2 +2B'¢’ +2A%k* +2¢"5Ak =0 = 2¢'[B’ + 61k]=0

Donc ¢ = C** ou B’ = — 64k —» B = — 31kx° + B,.

Vol. XXXV, n° 1-1981.



42 M. BRAY

II

Considérons la métrique
ds? = 2 (P [(dx") - (@dx')] = e [(dx)? + (@x*)])

avec o, y(x°, x'); o = w(x?) ou ds® = ¢**ds2 en désignant par ds2 la
meétrique de Taub définie par a et y.

Le calcul du tenseur de Ricci fait apparaitre les composantes covariantes
non nulles
Raa’ ROla ROZ’ RIZ; 0(=0, 1’ 27 3.

dans lesquelles nous isolerons les composantes %, de la métrique de Taub.
Les équations du vide R,; = 0.s%écrivent

Roo+e** V" +20'?=0; Ry —e* P[0 +20?%]=0; Ry —3w"=0
R33— [0 +20'%]=0;
R01=0; 7,0'=0 = Rp,=0; 7,0'=0 = Ry,=0.
Supposant o’ # 0 nous avons y, =y, =0 —» y =0 d’ou
Ror=0; Oy =Ry =0
ce qui entraine w” = 0, w2 = 0 et nous raméne au cas exclu a priori.
Donc il n’existe pas de champ gravitationnel du vide décrit par la

métrique ds®>. Pour un schéma radiation pure les équations d’Einstein
prennent la forme

Ry = 1T s T = okkg ; k*%,=0.
Soit en choisissant k, = k3 =0:
Roo = xokj ; Ry, = yoki; Ry, =03 R33 =0
{R01=X0k0k1; Ro,=0; R, =0
L’isotropie de k entraine en outre k, = 6ky; 62 = 1; on peut écrire
Roo = y0k3 ; Ri1 = Roo =03 R;,=0;
R33=0; Roo = 0Rg; ; Ro, =0; Ri;=0

o’ # 0 exige y = 0 d’aprés les deux dernieéres équations.
Alors Rg; =0 —» Ry =0; ko = k; = 0: dégénérescence totale.
Choisissons donc k3 = k; = 0; nous obtenons le systéme
Roo = x0k3 ; Ry1=0; R,; = xok3 ; R33=0;
Ro1 =03 Roz = yokoks ; R, =0
k%k, = 0 = e 2%k3 = e~ 2"k}

Draprés R, =0, y;, =0 - 7 = 9(x°; dans ces conditions Ry; =0

Annales de I'Institut Henri Poincaré-Section A



METRIQUES CONFORMES A CELLE DE TAUB EN RELATIVITE GENERALE 43

entraine a,y, = 0 ; la seule solution non dégénérée est a; = 0 ; la métrique
de Taub est alors une métrique du type de Ricci. Nous avons explicitement :

— o — 2V00 — 2V3 + 20070 + 2* V' [w” + 2w'*] = yokd
— 0go — 20070 + €2* P [w” + 20%] =0

e 2y00 + 23] — 3e” V" = yoe k3 = yoe™ **k§

e [0 + 298] — [0” + 20%]=0; 2yow” = yokok,

ou en transcrivant sous forme équivalente :

—2y00— 275 +4aoyo=yokj (1)
(,—21+2}’ [O(00+20(0y0]=a)"+2a)'2 (2)
e 21+2y['))00 + 2'})%] =+ 2w (3) .
20" +2w'? =yoki (4)
2y’ = e~ * " (xokd) (5):
k2=5e_“+yk0 (6); 52=1
Nécessairement —w” +w’? =K ; K : ¢**; d’aprés (2) et (3): 0” +2w?=L.
Donc o' =1; K=12; L =2I%
De (5) on déduit y, = dle*~? et en vertu de (3) : y90 = 0.
Par conséquent & — y = c¢'® ; prenant o = y on obtient :
ds? = e2(nx0+lx2) < (dx°)2 _ (dxl)z _ (dx2)2 _ (dx3)2 > .
Soit une métrique conforme a celle de Minkowski

xoky = 21 = yok3

En imposant la condition Vyok®) = 0 les trajectoires du champ k
deviennent des géodésiques nulles.
Or Vy(ok?)=0 = 04(/—g ok?)=0 soit puisque k? = g?2k, = — de %77~ 2%k,

0o { e¥7 296k, > — 50, 2%k, > =0
Soit en développant dans le cas o =y :

Ooloko) — 00,5(cky) + 20ky[yo — d0’'] =0
Mais y, = dle*™7 = 5l et y, — S’ = 0.

} 212 2
Ceci nous donne cky = ¢(x° + 5x?); on en tire kg = — ;0 = 1é

— 0 = —>.
1P 202

. o 1
Dans les équations d’Einstein R,; = X[Taﬂ —5 ng] + Ag,p nous posons

maintenant : T, = 0,0, ~5 8.5(0'0,) : champ mésonique vectoriel.

Vol. XXXV, n° 1-1981.



44 M. BRAY

Si 0y = 0; = 0, =0 les équations Ry, = R, = 0 exigent y = 0 ; il reste
- 0(00 + all + eza(a)” + 2(1)’2) - Ae2“+2w ;
30" = Ae*?;  x03 = Ae?® — (0" + 20'?)

(—ago +o)e” ¥ =20" —w?); 30" =A*®; y0i=20" —w?)
On doit poser
e (—ago+0y,)=2K?* = o"—w?=K? > y03=2K?; 30"=Ae*®
A est alors nécessairement positive. On trouve aisément la solution

2 3 N ” 2 2 2 K2+(D’2
w=—1log{cos Kx*) dou 3w'=3[K*+w?]=Ae**=A|——

2
Le choix A = 3K? assure donc la compatibilité. K
L’équation oy, — 050 = 2K?e** peut s’intégrer facilement en posant

a=¢m; u=(x"+ex?h)

2K?%
Il vient (82 — 1)¢” = 2K?e?® = ¢” =12e?*; v2 = — [ avec g2 > 1,
d’ou la solution particuliére ¢ = — log [cos vu]. =1
Finalement nous obtenons la métrique :
oo = — &11 = (cos vu)™? (cos Kx?)7?;

822 = 833 = — (cos Kx?)7%; 103 = 2K?

En examinant ’hypothése 6, = 65 = 0 on met en évidence (par addition
des équations d’indices 00 et 11) la relation 6} + 6% = 0 correspondant
a la disparition du champ mésonique.

Posons maintenant 8; = 6; = 0. Le systéme d’Einstein

{Roo=x6%+1\goo; Rii=Agii; Ry=y05+Ag; Riyz=Ag;
Ro1=0; Rpy=yx000,; R;,=0

entraine y;w’ = O(R, = 0)soity; = Opour éviter la solution banale »’ = 0.
Draprés Rg; =0, a1y =0 = o; =0 ou y, = 0.
Avec y,=0 — y=0, on trouve 0, =0 et y0% = Ae** - 30" = —2w"+ 202
Il reste deux équations : agg — oy, =0 et o” + 20’2 = Ae*®.
On tire de la premiére o = ¢(x° + x') + Y(x® — x!); ¢, ¢ fonctions
arbitraires.
Quant 2 la seconde, on peut Iécrire Z” = 2AZ? avec Z = *®

4A 4A
i 7P ——73=0 5 Z)P=C+—2°; C:ct*
dx2 ( 3 3

4A -2
[C+TZ3:| dZ = + dx* - Z = A(x?)

L. . 4A
En particulier, si C=0 on a Z7*?Z' = + T; A>0.

Annales de I Institut Henri Poincaré-Section A



METRIQUES CONFORMES A CELLE DE TAUB EN RELATIVITE GENERALE 45

4A
Soit —2Z7 12 = + /sz —A=Z Y2 =a+ bx%
Toutefois on vérifie que dans ce cas la composante 0, s’annule aussi.
Pour A=0,Z2" =0 - Z = kx? + 1 = e2“; 0% = 3k?/2(kx* + )%
Si I'on postule 7y # 0, a; doit s’annuler.
Dans ce cas on peut mettre le systéme d’Einstein sous la forme :

— 2700 — 2% + dotoyo = x05 (1)

oo + 200070 — €27 2" + 20'%) = — Ae?* 2 (2)
20" 4+ 2w'? =03 (3);
e—ZaH—Z;'[?,OO + 2,}%] . ((D" + 2(0’2) = AeZ;'Jr 20 (4)

2y = x0o8, (5)

2 0,\/ 0
De (5) on déduit — = (_9)(_3) ;o1 0 = 0o(x°) et 0, = 0,(x?) d’ou
X co

Yo

0 0 2
2=K; —=L; KL=->0.
Yo w X
Posant yK? = 2v? et yL? = 2u?> — u*v? = 1, nous avons :

Yoo + (1 4+ V0 = 20090 =0 (1); " + (> —1)=0 3y
1
De 3 ontirew = — —log (I — kx*) avec k=1 — p?;1: ¢
s , k
Drapres (1) :
2 = 1% 4 (1 +v3)yy — 20 = log (7o) + (1 + v3)y + ct

Yo

2
eZa — ,yoe(l-é-v )y+C

D’autre part I'équation ogo + 20070 = Yoo + 275 déduite de (2) et (4)
s’écrit aussi
d 2y d 2y 2
PR 2e'ao—ﬁ(e) =0 = 2e“og — y9) =2C, C:c**
0y = Vo + Ce™ 27,

Cette relation fournit I’équation en 7y, savoir :

3;_09 + (1 + v3)pe = 290 + 2Ce™27 — 7% 4 (2 _ 10 = 2Ce~ 2
o 70

_ 1
laquelle admet l'intégrale y = 3 log (x°) pourvu que v — 3 = 4C, d’ou

2.1
oc—_—(v 2 >logx°.

Vol. XXXV, n° 1-1981.



46 M. BRAY

Reste a vérifier I'équation (4). Or nous avons 740 + 2y3 =90.

On doit donc avoir w” + 2w’ = Ae*’*2® ; ceci nous montre que A doit
étre nulle.

Donc w” + 2w'* = 0; pour identifier cette équation a (3) il suffit
de poser p? = 3.

1
Alors w = 3 log (I + 2x?) ; nous aboutissons a la métrique :
goo = — g11 = (1 + 2XH)(x°) 713 222 = 833 = (I + 2x*)x°

L
(I + 2x%)

K
60=Ky0=—2?; 0, =L =

On déduit
1
(0°0,) = e7 2 e 20 — e 203> = Z{(xo)”"’

K? 1 L?
4(x0)2 - X0 A2

avec A = (I + 2x?).

o1/ KE LA\ [K2A? - 4L2(x0)2R
Soit (6 Ox) = m < 4(X0)2/3 - P> = [ 4A3(x0)5/3 :

Sans écrire les composantes du tenseur de Riemann-Christoffel nous
nous contenterons de mentionner la forme générale de linvariant de
courbure :

f'—'e—4a_4w<(0‘11—0‘00)2"‘2(700"‘7’%—“0)’0*“171)2
+2(')’11+V%—aoyo—%h)z‘i‘()’%‘ﬁ)z—4[701+Y0V1—°‘o“/1*°‘1"/0]2>
+3e—47—4a) < ((0”)2+(C()')4> _2wue—21—27—4m < Y00 —711 +2("/é_'}’%)>
—zwlze_za_zy_m<(0‘00—“11)"‘(?00—?11)4‘3(?%“?%)>

111

Nous considérons a présent une métrique conforme a celle de Taub :
ds? = 2@ { e**[(dx)? — (dx)?] — e*'[(dx?)* + (dx*)?*])

avec o, p(x% x1); w(x?, x3).

Cette métrique donne naissance aux dix composantes du tenseur de
Ricci R,

Supposant essentiellement w,w; # 0 (le cas w; = O fait 'objet du para-
graphe II), on examine en premier lieu les équations du vide R,z = 0.

Les équations Ry, =0, Ry3=0, R,,=0, R,3;=0 exigent alors y,=7, =0,
nous poserons y = 0.

Annales de I Institut Henri Poincaré-Section A



METRIQUES CONFORMES A CELLE DE TAUB EN RELATIVITE GENERALE 47

Le systéme s’écrit dans ces conditions

_a00+a11 +62“[w22+w33+2w§+2(1)§]=0 (R00=0 : R11=0);
3(022 + Wj3 + 260% =0 (RZZ =0), 3(033 + w,, + 260% =0 (R33 =O),
- w23 + w2w3 = 0 (R23 = O).

Ro; =0; Ry, = Ry3 =R;, =R;3 =0 en vertu de y = 0.
Par addition des équations E,, et E;; on déduit

2w,y + w33] + 0% + @3 =0
Ceci permet d’écrire E,, sous la forme

3
e oo — 11 ] = Wy + W33 + 203 + 203 = E[wg + 03]

. 3 3 .
€ Za[aoo—a11]=§[a)§+w§]=—2—K2, K =ct*.

La dérivation de w3 + w3 = K? nous donne
wz(l)zz ‘+‘ w3(,()23 = O et U)szg‘ + (1)30)33 = 0,
soit en vertu de E,;
[y, + 03] =0; w3[wsz + 03] = 0.
Donc, puisque w,w; # 0 il vient :
w22+a)§=0, w33+w§=0_’w22+w:§3+w%+w§=0
et comme
+ —_ 1 2 2
W3y + W33 = ) [wz + ws]
nous avons w3 + w3 =0 — w, = w; = 0 contrairement a I’hypothése.
Ceci établit la non existence de champs gravitationnels du vide décrits
2
par ds’.

Examinons maintenant ’hypothése champ mésonique vectoriel comme
source du champ soit

1
Taﬂ = 9:16[} - Egzﬁ(evgv)

dans les équations d’Einstein.

On ne peut avoir 0,=0;=0 car les équations Ry, =Ry3=R;,=R;3=0
entrainent y = 0 (w,w; # 0) et 'addition des équations Ey, et E,; four-
nit 63 + 02 =0 — 0, = 0, = 0, disparition du champ 8.

Posons donc 6, =05 =0; 6,0, # 0.

Les équations Ry; et Ry, = 0 demandent y, = y; = 0 d’ou

R02=0 g 0062:0.
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L’hypothese est donc a rejeter. La conclusion est la méme si 'on adopte
00 == 63 = 0 .

Prenant 0, =0, =0, 0,05 # 0 les relations Ry, =Ry3=R,, =R;3=0

exigent toujours y = 0. On parvient au systéme
e_z‘z [0(00 - 0611] = [0)22 + (1)33 + 20)% + 260% - Aezm]
203 = — 3wy, — w33 — 203 + Ae®®; 03 = — 333 — Wy, — 203 + Ae?®
4[—wy3+ 00,1
= [— 3(})22 — W33 — 2(0% + Aezw]["‘ 3(1)33 — W3y — 2(0% + Aezw]
Il faut donc
e ago — 1] =K wyy + w33 + 203 + 203 — Ae** =K

o, déterminée par cette équation doit satisfaire la contrainte représentée

par la derniére équation du systéme et rendre positives les expressions 03, 03.
Les « composantes » du pseudo-vecteur d’isothermie &* = g”'T}, sont

& =23 & =28"T0; & =2%"T5; ¢ =2"T5

&% = &' = 0'si y = 0 comme nous le supposons.
E=2e"w,; & =2e"w,
Portant ces expressions dans [(¢)=V'V,(¢)=g*V,(¢5)=g"0,4($)— ¢,
avec ¢, =V,(¢) il vient :
O(w) = — e 2w,y + w33 + 2[00} + 03])

L’équation en  peut donc sécrire [J(w) = — A — Ke™2°.

Equivalemment, en posant X = e2¢, équation prend la forme

X5 + X33 = 2AX? + 2KX

SiA=K=0 - X,, + X33 =0. X est alors une fonction harmonique

des variables x2, x°.

X=klogr; r*=(x*?+(x?
De ¢?>® = k log r on tire notamment la relation

v kx?x3 3k
e*C[— wy3 + W3] = 3 1+4725

L’équation w,, + w33 + 2[w3 + w3] = 0 permet d’écrire :
$03 = — 2w,, + 203 ;  y0% = — 2w;;3 + 203,
d’ou la contrainte

[— w3 + 003 = [— oy + w3][— w33 + w3]
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soit

Reay [ AT 1k APk AT
8 + 2%| 4 r? r4 r? ol

A=2kl1+ 3k
- 4¢%°

k[A—k]=0->k=0->A=0

ou

3k
A=k = 1+2—2——0—>2logr+3=0

Il n’existe donc pas de solution du type considéré.

Posons donc A =0, K # 0 - m,;, + w33 + 2[w} + 0] =K
avec

K K
[— w33 + w03 = |:“ wyy + 05 — 5:|[— w33 + 03 — E:|

Ou d’une maniére équivalente X,, + X33 = 2KX et
[2XX,3 —3X,X5]% = [2XX,, — 3(X,)* + 2K(X)? ] [2X X33 — 3(X3)* + 2K(X)? ]

Posant X = @(x?)y(x>), il vient % + % 2K.

Donc ¢” = 2L¢, ¥” =2(K — L)y ; L : c'*. La contrainte s’écrit :
(¢rw1)2 — [2¢¢” _ 3¢/2 + 2K¢)2][2l//l/1" _ 3"012 + 2Kl//2]

soit encore :

(@) = [(2K + 4L)$* — 3¢"*][(6K — 4L)y? — 3y"*]
(0 67~ [ox - o205
¢ 7 ¢ Y

N2
Supposant L et (K — L) > 0 et portant les valeurs (-q;) = 2L

N2
(£> = 2(K — L) dans la contrainte, on obtient une identité. Ceci fait

apparaitre la solution
X=e*=¢y= v 2Lx2+/2(K=-L)x?

Nous avons en outre ay, — o;; = Ke?*, équation qu'on peut ramener
2

o
= Ke?* par le changement de variables x° — x' = 2¢;

0&on
X0 + x' = 2n.
Les expressions 03 et % sont négatives si 2w = /2Lx? + /2(K — L)x?
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Soitalors L<0et(K —L)>0;nousavons ¢ =sin (/2| L | x?); = e"2K-Dy3

%=\/2|L|cot(\/2|L|x2); %:N/Z(K—L).

La contrainte devient :

2L cot? (/2|L|x?) [2K — L)]
= (2K + 4L — 6|L| cot? (/2| L|x?) ) (6K — 4L — 3-2(K — L) >

Posons K = — 2L, nous avons

2|L|cot? (/2|L|x?)- [-6L]=—6|L|cot?(\/2|L|x?)- [—16L+18L ]
ce qui est une identité,
20w = log [sin (/2| L|x%)] + /6| L| x>

On tire de cette expression

20, = /2|L ] cot (/2| L|x?);
—-2|L
2“’22:%'—; 2w = /6|L|; 233 =0

Par conséquent

x6§=3|L|cot2(«/2|L|x2); x05=|L].

La solution est donc physiquement admissible et I'on étudierait d’une
maniére semblable le cas L >0, (K — L)< 0.
L’équation X,, + X33 = 2AX? correspond au choix K = 0. Si I'on

- 2A
postule X = X(u) avecu = x* + x* il vient X” = AX? — (X)2 = "= X3 +cte.
En particulier si la constante arbitraire est nulle, on a

2A
X =+ /—3—X3/2; A>0
A 2A |72
—2X" 12 = 4 /T u+(€—+XEe2’”=4[‘€i\/;u} S

En outre a5 —o;; =0 - o= ¢(x® — x!) + Y(x° + x!). Toutefois
cette solution correspond a 0, = 0; = 0.
D’une maniére générale

_ 2XX" + 3xl2 5 XXH _ Xr2
xS em= e

On vérifie que la contrainte est bien satisfaite.

203 =
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Dans les équations d’Einstein nous prendrons
Taﬁ‘_"(p+p)UaUﬂ_pgaﬁ+UaQﬁ+UﬂQa 5 U“Ua—_— ]- 5 UaQa=0 .

fluide parfait thermodynamique.
p—p
Raﬁ =X < (p +p)UaUﬁ _<T)gaﬁ + UaQB+ UﬂQa > + Agaﬁ > x> 0.

Si U, =U; =0, e? 2°[Uj — U}] = 1; nous choisissons

Qo=Q,=0; Q- Q3 #0.
Du systéme correspondant on tire

2xp = g°°[Roo — Ry1 1 —2A; 2xp = 8°°[Roo — Ryy ] — 4g%°R;, + 2A

{U% = [Rgo — googzszz]/[gOO [Roo — Ryy] — 2g22R22]

Uf = [Ry; + 2008 *R221/[8%°[Roo — Ry1] — 2877Ry;, ]
R, =Rj;; R,3=0; (Ro1)2 =(Roo —goognRzz)(Rn — &1 1g22R22).
29002 = xUoQy 5 2y0w3 = xUoQ3; 27,0, =xUQz; 2y,03=xU,Q;
Ry, =Ry3 = w,; — 03 = w33 — 03 ; R;3=0 - w3 — w03 =0
Ecrivant e~ “=Z nous avons donc Z,, =253 ; Z,3=0; Z=A(x?)+B(x?)

avec A” = B"=2k; A=k(x*)* +ax®>+b; B=k(x%?+ cx® +d.
D’autre part

wz_w3_LUo_XU1

Q: Q3 2y 2
72(% = de™2*729(y% — 92) d’ou la condition nécessaire y3 — 3 > 0.
Nous transcrirons les expressions de U3 et U? sous la forme :

5 Q; ={w,; Q; = (w;

| =

B s VRO el
9 ’ ! 17
avec
H = _“00"‘0‘11—V00+20‘0V0"V11+2°‘1V1—27’% > QE2(_@22‘“9%)
Y =050 — 011 — Yoo+ 200Y0 — Y11+ 20171 — 25
D=2 272 —ago+ay +y5— 7] +4e P T2 =,y + 03]
<U0>2 - <U1>2 A4 eI @ - g

v/ \mn/) 3 7

soit en développant :

—2y Y — i
I ) =R YA > Q= Me_h_h = ¢t
. (70 + Vl)

puisque Q = Q(x?, x3).
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— A

Or €7 = A(x?) + B(x®); A” =B"” =2k; on en déduit w, = —
2k A+ B

puis —w,;+w3=——; donc il faudrait A + B=c', B=c* — A = ct.

. A+B
Pour éviter cette solution triviale posons 2k =0 ; A=mx? +p ; B = nx> + q.
Alors Q =0 — 3% — y]# =0 relation dont le développement nous
donne
(@00 = ®11)(¥3 + ¥3)
+ (%6 = ¥ = Yoo — 278 + 20070 — 711 — 293 + 20,7, ] = 0 (E)

A Téquation (E) s’ajoute (R,)? = #%.

Si nous remplagons dans # et ¥, (0 — oy1) par sa valeur tirée de (E)
nous obtenons toutes réductions faites

H=2%; H=20}%
avec o <— Yoo = 76 + 206¥0 — Y11 — 71 + 2am)
(vé +7})

Donc ) 52 a
4 [= o1 = Yov1 + Yo + aoyy > = &y3yiz

= Vo1 — YoV1 + %Yo + oYy = £ yo1 &

Deux relations apparaissent :

. _v%—vf]ﬂw [vé—ﬁ]
_ L) DV - el
3+ 2 7+ 73

= Yo1 + Yo¥1 — VoY1 |:

_3v%+vf] ¢y [v%+3vq
oYy | =t ol 55
Ly + 92 R T

-

Yoo + V& + Vi1 + v%} )
% + v}

Yoo + 78 + y11 + 71
= Yo1 T Yo¥1 + Vo¥1 l: 3 21 S e
Yo + 71
Soit y = y(u); u= x°+ ex!; dans ce cas

Yoo + V6 + y11 + v%]
v§ + 73

Yo1 + VoY1 — Vo%l:

,yn + ,})12 + 82'y" + 82,})12:' B 0
(1 + £2)
(1) devient en supposant & # 1: y’[a; — %] = 0.
On ne peut prendre y’ = 0 car cela entrainerait Q = 0 ; par conséquent
ay = ¢eng = 0.
Il est possible de satisfaire cette condition en posant a = a(u).
(E) devient (1 — &%)y ?[o” — y” —2y"2 + 2u'y’] = 0.

=& +&y'? — z—:y’z[
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Pour un choix arbitraire de 7, o est déterminée par I’équation
(X" +2°(,'))’ — 'Y” + 2,yI2
1 .
Exemple : y = nu — o =nu+ 2—e"2"“ ; on trouve ensulte
n
yp=e 2 {-(1- ¢?)[n? + 2ne”*™] + 3e2 " 2w} + w3]}—A
gp=e P2 {(1—-¢% [3n% — 2ne™*™] — 322 2w + 03]} + A

Ces expressions doivent satisfaire p=0; p>0; 3p<p; g2 < 1.
Examinons la relation (2) avec y = y(u)

, <3+82 1+ 3¢? 2l + 7771
ape | — | + = 2¢
S R NP N1y e Ty

En posant o = o(u) on a

O(' — ,))n + y;z
2y’

S 2a=logy +y - =€

(E) s'écrit encore avec 0 <&’ <1, 9" #0: "+ 2’y ="+ 29"
Soit o + 7" + 72 =7+ 2% - o =7

On en déduit Péquation en y : " + 7" 2 —y"1= 29"~
Soit {{” + ('[2 - ¢1=2%; =Y

" __ p12
@8, g

fas
Posant { = ¢ ¢, il vient {'=—=

" o__ 12 ’ ’
(ZC C>=—§— dou —6—+%=2c2

¢ & ¢
Avec
251, Z'=~—é—;; 7+ (2 =2
¢ ¢
Mais
d_Z_ dZdC_d

du  d{ du Al
L’équation s'écrit finalement
Z_fZ‘—iE +(Z =20
soit

zdz+z—2c
de -
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On apergoit la solution Z ={ — y = — log (c — u) ; €** = e*'.
Cette solution est physiquement inacceptable car (p + p) = 0.
La transformation Z = 2{Q fournit :

dQ — 2QdQ d¢
20X+ Q42— =1 @ @——— =
TR Cd( 202 +Q -1 4
On en déduit
-2 1 d
dQ = ¢

33+ 1) 3(9 B l) ¢
2
puis

1 _
(Q+1)2<Q—5>=C 3

( Manuscrit regu le 23 fécrier 1981).
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