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Un programme de quantification
des champs libres relativistes
sur les espaces courbes

par

A. CRUMEYROLLE

Université Paul-Sabatier,
118, route de Narbonne, 31077 Toulouse Cedex

I. PREAMBULE

Au sens relativiste restreint, un champ quantique libre est usuellement
représenté comme une distribution a valeurs opératorielles dans un espace
de Hilbert H, satisfaisant & un certain nombre « d’axiomes » bien connus
comme la condition de covariance, Iirréductibilité, le caractére cyclique
d’un vecteur de vide dont on postule I'existence, etc. Ce champ appartient
au noyau d’un ou plusieurs opérateurs différentiels dont le prototype est
I'opérateur de Klein-Gordon; I'espace H s’introduit alors comme un
espace de solutions et la construction des crochets reléve plus ou moins
directement de la transformation de Fourier, ce qui conduit a de trés
sérieuses difficultés dans les problémes globaux.

Pour surmonter ces difficultés A. Lichnerowicz a mis au point la théorie
des propagateurs sur les espaces-temps courbes [6]. Un propagateur a
été effectivement construit par Combet (C. R. Acad. Sci., Paris, t. 268,
Série A, p. 798) sous des hypothéses de staticité, par Chevalier (C. R. Acad.
Sci., Paris, t. 276, Série A, p. 499) et Moreno (Thése, Lyon, 1975) sous des
hypothéses de stationnarité.

Toutes ces méthodes utilisent des espaces de représentations construits
a partir des solutions d’opérateurs différentiels, tandis que dans notre
programme un espace commun a chaque type (bosons ou fermions) sera
introduit au préalable.

Nous nous proposons de définir un champ quantique au moyen de
quelque section s d’un fibré vectoriel au-dessus de ’espace-temps courbe V,,
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218 A. CRUMEYROLLE

@(s) étant I'opérateur associé a s, dans l'espace de Hilbert H que nous
construirons au moyen de fibrations spinorielles — orthogonales ou
symplectiques, selon qu’il sera question de schémas en fermions ou en
bosons. On notera d’ailleurs que certains aspects de la théorie quantique
des champs de tout type peuvent se décrire en utilisant uniquement les
spineurs orthogonaux, les spineurs symplectiques n’intervenant que pour
la construction des opérateurs de création et d’annihilation dans le cas
des spins entiers.

Dans deux notes aux C. R. Acad. Sci. de Paris [4, a, b) nous avons montré
avec la collaboration de J. Timbeau comment nos méthodes d’approche
spinorielle permettaient de donner une solution geométrique de la quanti-
fication des systémes a n degrés de liberté, cette solution extrémement
rapide nous a fourni, avec Iarticle [3, d] et I'ensemble de nos travaux

antérieurs [3] le point de départ de la méthode que nous allons présenter
ici dans ses grandes lignes.

II. RAPPELS MATHEMATIQUES

1° Conjugaison tenant compte de la signature.

Soit E = E; @ E, un espace vectoriel réel muni d’une forme quadra-
tique Q, somme directe de deux sous-espaces orthogonaux E; et E, tels
que Q soit positive sur E, et négative sur E,. Ecrivant x = X; + x5 x;€E,
on pose X =x; — X, et X sera dit conjugué de x. Q(X) = Q(x), soit
Qoa=Q,si X = ax).

C(Q) étant l'algébre de Clifford de Q, un raisonnement classique donne
une conjugaison o de C(Q) qui étend celle de E, a(uov)=uo0 = ou) - a(v),
u, ve C(Q).

Soit maintenant la variété V munie d’une structure pseudo-riemannienne,
on peut établir que I'espace tangent en x €V, T(V) s’écrit

TV =& @®é, TV)=¢ @,

sur £ la métrique est positive, elle est négative sur ¢;. De sorte que la
conjugaison introduite s’étend au fibré de Clifford.

Par passage au complexifié o s’étend naturellement & E¢, C(Q)c et au
complexifi¢ du fibré de Clifford sur V

a(Au) = Jau), AeC,
‘4 étant le complexe conjugué usuel de A.

2° Spineurs orthogonaux.

V est l'espace temps. Supposons qu’il existe au-dessus de V un fibré
vectoriel (£, Q) riemannien ou pseudo-riemannien de rang 2r et que ’'on
puisse construire au-dessus de (¢, Q) un fibré en spineurs orthogonaux
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PROGRAMME DE QUANTIFICATION DES CHAMPS LIBRES 219

projectifs complexes (les spineurs étant définis modulo un facteur com-
plexe de norme 1). S’il existe au-dessus de (&, Q) une structure spinorielle
au sens large [3, c¢] on peut envisager une telle situation. C(Q’), f, désigne
la fibre spinorielle au-dessus de x, Q’ étant le complexifié de Q, f, le r-vecteur
isotrope qui définit les spineurs, f§ sera I'anti-automorphisme principal de
l'algébre de Clifford et la barre la conjugaison tenant compte de la signa-
ture introduite au 1°. On peut définir sur les champs spinoriels projectifs
une forme sesquilinéaire hermitienne 5, définie positive par :
r(ir—1)

) JHCLuf)f =(=1) * Plufpf = fp@uf  [3,4d].

H est invariante par les éléments du sous-groupe spinoriel de norme
spinorielle 1. Pour simplifier on supposera que le fibré des repéres ortho-
normes se réduit a la composante connexe du groupe de Lorentz lorsqu’il
sera question de fibré tangent & V et on fera une convention analogue
pour tout fibré (&, Q).

Nous considérerons les sections du fibré en algébres de Clifford de
(&, Q), complexifié en (¢¢, Q') : ce sont les sections de ce fibré en algébre
que l'on fera opérer sur les sections du fibré spinoriel, ainsi I'exigence
de travailler sur une algébre d’opérateurs sera automatiquement satisfaite.

On a vu [3, ¢] qu'il existe en chaque point x une décomposition directe
&&= F, @ F, ou F, est le sous-espace déterminé par f,, x — F’ dépendant
différentiablement de x (ce qui ne détermine pas en général une structure
presque complexe).

3° Spineurs symplectiques.

Le lecteur pourra se reporter pour plus de détails a nos travaux [3, e].
On va montrer briévement ici que s’il existe au-dessus du fibré (£, Q) un
fibré en spineurs orthogonaux on peut lui associer naturellement un fibré
en spineurs symplectiques. On recouvre V par un systéme d’ouverts U,,
munis de repéres de Witt « réels » (e,, eg) pour le fibré £ on définit alors
une forme symplectique complexe F en posant :

F(e, ep) = id,ps F(e, e5) = Fley, €5) = 0 ;

les changements de repére de Witt « réels » sont adaptés a la fois a la
structure pseudo-riemannienne et 4 cette structure symplectique complexe.
On peut alors envisager un fibré spinoriel symplectique complexe naturel-
lement associé a la donnée de (£, Q) dont le groupe structural est le groupe
meétaplectique complexe Mp’(r). On introduit avec les notations de nos
travaux [3, e] le symbole @¥ et une forme sesquilinéaire 3, définie positive
sur les spineurs symplectiques telles que :

3) DA (vD*, uD*)D* = Df(T)D*

A est invariante par I'action du groupe métaplectique (en valeur absolue).
Remarquons enfin que si une variété admet une structure spinorielle
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220 A. CRUMEYROLLE

orthogonale au sens strict le cardinal des structures spinorielles distinctes
au-dessus de la variété est celui des éléments du premier groupe de cohomo-
logie H'(V, Z,). Cette situation est & rapprocher de la non unicité du
vecteur de vide en mécanique quantique.

III. LA QUANTIFICATION
EN FORMALISME ONDULATOIRE
D’'UN CHAMP DE MESONS SCALAIRES NON CHARGES

Nous considérons un fibré spinoriel orthogonal au sens strict, quelconque
au-dessus de V, déduit du fibré tangent par construction fonctorielle.
Soit V une connexion pseudo-euclidienne et D une connexion spinorielle
au-dessus de V, D sera étendue éventuellement aux tenseurs-spineurs, et
supposée telle que Do = 0, condition réalisée si elle est d’exces cliffordien
nul (ce qui signifie qu’elle est a valeurs dans 'algébre de Lie de Spin Q).

Soit ¢ une fonction différentiable, définie sur V a valeurs réelles ou
complexes, nous poserons :

4 grad o = 0,0 (¢' = g"(0/0x),
g étant la forme bilinéaire fondamentale, puis :
(5) 5((0) = Dgrada’ + k(P ’ k € C::)O(V) ’ Dgradq! = gij(aj(P)Di .

d(¢p) opere sur I'espace S des sections du fibré spinoriel # déterminé par f
(cf. II, 2°) dont une section locale pourra se noter :

x = M) ), Ax)eC@Q),.

Remarque. — On pourrait évidemment ajouter au deuxiéme membre
de (5) une fonction arbitraire de ¢ a valeurs scalaires.

Nous allons introduire maintenant un espace H des « fonctions d’ondes ».
Considérons au-dessus de V la forme volume d7”, associée a la métrique.

L’ensemble des sections boréliennes uf du fibré spinoriel telles que :

Cufuf > :j Hf, uf)dV < @

(on identifie deux sections qui différent seulement sur un ensemble de
mesure nulle) constitue un espace de Hilbert, ce sera I'espace H.

A quelle condition d¢ est-il anti-hermitien, en supposant ¢ a support
compact, relativement & {,>. H#(5(p)s, t) + H(s, (o)), s’écrit compte
tenu de Ds# = 0:

grad @ (s, t) + 2 Re (ko)A (s, t);

utilisant alors le théoréme de Stokes on trouve aisément [4, a]:
J~ [div (grad @) — 2 Re (k@)]# (s, t)d¥” = 0,
v
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PROGRAMME DE QUANTIFICATION DES CHAMPS LIBRES 221

ce qui entraine s et t étant arbitraires :
6) 0 ¢ = 2 Re (ko).

Sous la seule hypothése supplémentaire que le vecteur de torsion de la
connexion V du fibré tangent soit nul, ce qui permet d’écrire div X = VX
pour tout champ de vecteur, (5) donne :

(™) g'VVio = O ¢ = 2 Re (ko).

Choisissons ¢ réel et posons 2k = — m?, on trouve alors I’équation usuelle
de Klein-Gordon i

) Oe=—-—m’e, ¢)=Dyusp —5m0. ©)

2

(tandis que si ¢ est imaginaire pur: ¢ = i/ ainsi que k = A, on trouve:
Oy = — 2y, A réel, oY) = Dyrpay + AV,
&Y est hermitien).

Ainsi : L’équation de Klein-Gordon exprime que I'opérateur d(¢) est anti-
hermitien pour la métrique {, ) de I’espace des sections boréliennes de carré
intégrable pour la mesure volume.

Pour un autre champ ¢’ du méme type [d(¢), (¢")] est & nouveau anti-
hermitien en raison de I’équation (8). (5) dépend linéairement de ¢ mais
rien n’empéche selon la remarque ci-dessus d’envisager un opérateur 6(¢)
qui dépendrait par un terme supplémentaire d’une fonction quelconque
de @, non linéaire.

En théorie quantique relativiste restreinte des champs on envisage
une action du revétement P, d’ordre deux, du groupe de Poincaré P par
des opérateurs unitaires, dans ’espace H des fonctions d’onde. Si A — s,,
définit cette action, 1 € P, on postule avec les notations du préambule que :

;) = uBOM) "

\

Dans la présente théorie nous chercherons a relever pour un groupe
au moins local, d’isométries de V, l'action de ce groupe en une action équi-
linéaire sur I'espace S des sections du fibré spinoriel. Ce probléme a été
étudié par différents auteurs [2, 7]. Si (&, Q) est le fibré tangent & V, muni
d’une structure spinorielle orthogonale au sens strict, 'action du groupe
d’isométries se reléve dans le fibré en spineurs projectifs. Il en est de méme
si on prend ¢ = T%(V)/V, V orientable, selon [3, b].

Donc sous des hypothéses trés larges notre théorie possédera la covariance
relativiste générale, au sens précisé ci-dessus.

Enfin (8) se déduit comme & l'usuel d’un principe variationnel portant

sur le lagrangien :
T dp 0¢ + lm2
28 \oxiag) T2
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222 A. CRUMEYROLLE

et on en déduit le tenseur d’énergie :

. . o 0@ 0 .
Tu= ik tl_____’g? ij
&8 Gxk oxi

a%etTV correspondent par (5) des opérateurs quantiques. Pour & clest
immédiat, pour TY cela résultera du n° IV ci-dessous.

La quantification des fonctions coordonnées.

Soient y, i =0, 1, 2, 3, un systéme de coordonnées locales. On peut
appliquer a ces fonctions les résultats précédents en faisant m = 0. Ainsi :
Pour que les fonctions coordonnées satisfassent d la condition de quanti-
Sfication (8), il faut et il suffit qu’elles soient isothermes.

Posant : ‘
(/oY) = e;
o(y') = g"D,,

Si V est la connexion riemannienne, alors le crochet [6(y'), 8(y%)] s’expri-
mera a l'aide de la courbure de la connexion spinorielle, donc de la
connexion riemannienne.

Ainsi : Sur un espace courbe les fonctions coordonnées ne sont pas des
grandeurs simultanément mesurables, la courbure constitue I’obstruction a
la possibilité de mesure simultanée des coordonnées.

Remarque 1. — Si la connexion V peut étre choisie spin-euclidienne
(au sens strict, ou méme au sens large) alors on peut faire opérer é(¢) sur
I'espace des sections de r fibrés en droites correspondantes aux champs
de spineurs de différents degrés, cela résulte de la définition méme de la
forme de connexion spin-euclidienne. Nous retrouverons cette remarque
dans la quantification en « formalisme particulaire ».

Remarque 2. — $il s’agit d’'un champ de mésons scalaires chargés, nous
introduisons un couple de fonctions réelles indépendantes et la théorie
se développe de la méme manicre.

IV. GENERALISATION

Nous nous proposons de remplacer ¢ que I'on peut considérer comme
une section cliffordienne scalaire par une section cliffordienne quelconque.
Toute connexion euclidienne passe naturellement a une connexion cliffor-
dienne [3, a]. La difficulté est maintenant de généraliser D,,,,, de maniére
convenable. .

Pour préparer les développements ultérieurs, il sera commode (sinon
indispensable) de supposer que V, admet une structure spinorielle au sens
strict. On sait que le fibré tangent a V, est alors parallélisable.
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Si on se donne sur V, une paraliélisation cela équivaut & se donner
une trivialisation de T(V,) rendant ce fibré isomorphe a V, x T (V),
X, étant choisi dans V,. Dans cette bijection les champs de vecteurs paral-
leles correspondent aux sections constantes du fibré trivial. Si on se donne
une parallélisation 7, soit a fixé dans V, et T,(V,) = F, si 0 est une 1-forme
a valeurs dans F et si X est un champ de vecteurs de V,, n(a, x) définit par
hypothése un isomorphisme linéaire de TLV,) sur T(V,). Si on pose
S(x, X, Y) = — n(a, x)d0,(x, X, Y) avec 0,(x, X) = n(a, x)"'X, on définit
un champ de tenseurs S de type (2, 1) indépendant du choix de a et appelé
la torsion de n. Si X et Y sont deux champs de vecteurs paralléles alors

SX, Y) =[X,Y].

Si 7 est une parallélisation teile que S = 0, pour chaque point aeV il
existe un voisinage U et un difféomorphisme de U sur un ouvert U de R”,
ce difftomorphisme commutant avec les parallélismes. Pour ces derniers
résultats conférer [5, p. 174-175, Tome 1].

11 est naturel de faire ’hypothése que les fibrés tels que (£, Q) au-dessus
de V, que I'on pourra considérer sont trivialisables. Dans ces conditions
soit @ = @”e, un champ cliffordien, supposons choisie une parallélisa-
tion m, la base locale e, étant construite a partir de champs de repéres
paralleles de & et définissons

grad ¢ = e'e,0,0" = ei[Vi(p - r?ieB(pA]
ce qui ne dépend pas, pour un choix de #, de celui des repéres paralléles
qui se déduisent I'un de l'autre par des matrices a coefficients constants,
selon une remarque antérieure, et revient a grad ¢ = e'V,p, V étant la

connexion triviale pour laquelle les e, sont parailéles.
Nous poserons maintenant :

(10) 5((»0) = Dgrad!ﬂ + k(p

avec ©

Dgrago = eag (o j(PA)Dk . (D = Dgjaxny) -
D est la dérivation spinorielle « au-dessus » de V, a exces cliffordien nul,
que P'on pourra étendre aux tenseurs-spineurs de tout type selon un pro-
cessus bien connu.
Si nous exprimons maintenant I'antihermiticité de d(p) apparait
H (Dygraq o5 t) + H(S, Dgpag o)
= %(gkj(aj‘PA)eADksa 1)+ H(x, gkj(an’A)eADkt)~
Si nous supposons ¢ hermitien : B(p) = @, cela s’écrit :
g0 j(pAeADkS, )+ H© j(pAeAS’ D,1)]
= g"0,0 A (eaDys, 1) + H'(eas, Dyt)]
= g0, A (Deyals), 1) + H(ya(s), Dyt)]
= g(0,0™)0,H (ya(s), 1)
Vol. XXIX, n° 2 - 1978.



224 A. CRUMEYROLLE

ya €tant le tenseur-spineur attaché a e, (tensoriel de type 1, 1) tel que
Dyya = 0.
Dés lors un calcul analogue & celui que I'on a fait au III conduit en
intégrant a :
ea8"Vi0,0") = 2ko,
si on suppose que la connexion V a son vecteur de torsion nul.
Soit :

(11) eagViVio* = 2k

Il est loisible comme on I'a déja remarqué d’ajouter d’autres termes
au deuxi¢me membre de (10) de sorte que (11) n’épuise pas les possibilités
de la théorie.

Remarques. — 1° Si on choisissait dans V, des coordonnées (x') iso-
thermes et la connexion riemannienne, alors g”T}; = 0 et (11) sécrirait :

890,0") = 2ko*.
Dans cette hypothése on pourrait définir
(@) = Dypaap + koo — g"(Vie)(0;0")
et au lieu de (11) il viendrait :

(11 bis) gij(Viijp) = 2k

ou les bases de parallélisation n’apparaissent plus, mais I'isothermie
remplace comme hypothése le parallélisme. Le choix entre (11) et (11 bis)
pourrait résulter des observations ou expériences du physicien.

2° Si on choisit la connexion V spin-euclidienne au sens large, elle
passe naturellement a4 une connexion D sur les spineurs. On suppose
D# = 0. Supposons donc que ¢ soit une section cliffordienne spinorielle,
c’est-a-dire une section spinorielle ; dans les conditions du 1°, écrivons :

i B éel + elé
g"DDjp = ——2“_‘DiDj<P

y' désignant le tenseur-spineur « fondamental » associé a €, alors :

, elet | S
g'DiD;¢ = —-DDj¢ + Sy Dy'D;¢

o 1
= y'Dy’'D;e — §R<p,

ou R désigne la courbure scalaire [6].
g'DD;p — 2ke = (y'D; + im)° (y'D; — im)(9) =0,
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avec
R
2k +— = —m?
2 m

traduit (11 bis).
Dirac pose
YDy — imp =0,

mais ici le coefficient de masse dépend de la courbure scalaire.

V. LA QUANTIFICATION
DU CHAMP DE GRAVITATION
EN FORMALISME ONDULATOIRE

Choisissons comme fibré ¢ le fibré T2(V,) | V,, avec g forme quadratique,
le repére (e, e,) est obtenu par restriction a V, du repére naturel de
T(V,) : (8/0x*), (6/0x*); en chaque point x€V, la fibre de & est la somme
directe de deux sous-espaces isomorphes a T,(V,), totalement isotropes
pour une métrique dont les composantes sont telles que g,5 = gurpr = 0,
Gupr = 8pra €L 01(gope) = 0. On peut donc identifier les composantes g,
a celle d’un tenseur ¥, = g,p, Symétrique, au-dessus de V,.

V, étant supposée orientable, il existe alors une fibration spinorielle &
au-dessus de &, déterminée localement par la forme

(0/0x™) A (0/0x%") A (8/0x") A (8/0x*) [3, ],

pour la métrique g;;. Cest le produit tensoriel & ® & qui sera utilisé pour
construire notre représentation.

V, est supposée parallélisable. Choisissons une parallélisation 7, avec
bases locales paralléles (e,), 4 = (e, ® ep)¥™, et définissons

grad & = ei(e, ® e))0. 9™, 0, = 0/ox’.

Sur le fibré -
Q6 :Dypyye = (6, ® ep)97(0,9*)D;,
D étant la connexion spinorielle. La connexion euclidienne choisie sur
T2(V,)| V, = & est de coefficients non nuls Lj, = L, = S (L3, = L),
de sorte que la dérivée covariante de g, apparait comme celle de %,

sur V, avec connexion I'j, = L}, 3, b].
Prenons :
(12) (%) = Dygy + A9 + 7G5 T (. ® €p)

Nous exprimerons que 5(%) est anti-hermitien pour la métrique déduite
par produit tensoriel de # aprés intégration.

- H(g90:%7)e, ® eDi(s® ), t ] 1)
= G104, H (e,Djs, VH (', egt’) + He,s, DA (egD;s', )

Vol. XXIX, n°® 2-1978.



226 A. CRUMEYROLLE

ce qui ajouté au terme analogue conduit a:

G090 A (e,D;s, 1) + H(s, e,D;1)]H(S', egt)
+ GG H (DS, ') + H(S, e DA, et).

Apreés intégration apparait :
G0.G%0,( (s, et Y5, ept’ D)
et conduit aprés un calcul analogue a celui du IV a:

(13) O % - 219* — 29*4*T;,I6 =0, O = 9Vvg*

(ot on ne dérive pas relativement aux indices a, f).
Faisons maintenant I'hypothése que S, torsion de la parallélisation
soit nulle. Alors on a une structure localement plate, c’est-a-dire intégrable.
Il existe des coordonnées naturelles, telles que les repéres locaux naturels

soient paralléles. On peut choisir de telles coordonnées et écrire (13) sous
la forme :

1 o ,
(14) 50 G — GrgmTi T = (g

qui s’identifie aux équations d’Einstein en coordonnées isothermes si les
coordonnées introduites le sont, c’est-a-dire si:

(15) "G =0
et si A est la constante cosmologique (facultative).

Donc : Dans hypothése ou la variété V, admet une structure spinorielle
au sens strict, avec torsion de parallélisation nulle, si I'on peut déterminer
des repéres locaux naturels isothermes et paralléles, notre méthode de quanti-
fication donne les équations d’Einstein du vide en exprimant que les opéra-
teurs de représentation hilbertienne sont anti-hermitiens.

Remarque. — Pour obtenir des équations d’Einstein avec second mem-
bre il suffit d’ajouter .au deuxiéme membre de (12) un terme qui représente
le tenseur d’énergie.

Le résultat que I'on vient d’obtenir vaut donc sous une condition tres
forte, car si un repére de vecteurs paralléles pour 7 est isotherme, tous les
repéres de 7 le sont aussi. Il se pose donc le probléme :

Existe-t-il sur Pespace-temps des systémes locaux des coordonnées iso-
thermes dont les repéres soient adaptés a quelque parallélisation, sans étre
nécessairement orthonormés pour la métrique 4?

Une réponse partielle a cette question peut-&tre donnée.
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Considérons la solution du modéle de Schwarzschild :

dar? 2mG
A2 = — — 2 _ 200 + cos? 0de?) + (1 — 2 \e2de.
2
{ 2mG ) c’r
cr
mG . L.
On peut en posant ¥ = r — —~, obtenir des coordonnées isothermes
(', 6, @, ct), dans I'ouvert ¢
2mG mG

r> 2 , r'>?2—, [8],

les conditions désirées sont bien réalisées. (On notera que pour le systéme

G
solaire, m—2 ~ 107% x R, R étant le rayon du soleil). Donc la méthode
C

m
de quantification donnée s’applique dans I’ouvert de Schwarzschild, r' > =

C’est-a-dire pratiquement dans tout le systéme solaire, au moins dans le cas
extérieur.

VI. LE FORMALISME CORPUSCULAIRE

1° Fermions.

Considérons d’abord un fibré spinoriel orthogonal, au sens strict,
au-dessus de V,. Toute section & support compact s’écrit x — u(x)f(x)
avec les notations du 2°. -

Le groupe structural du fibré se réduit 2 un groupe de spinorialité.
L’action du groupe de spinorialité par produit & gauche sur les sections
spinorielles conserve le degré (u(x)f(x) est la somme de r termes de
degrée 0, 1, ..., r). Si donc on envisage un recouvrement de la variété par
un systéme d’ouverts trivialisants pour le fibré (¢, Q) du 2° a fonctions
de transitions dans un groupe de spinorialité, on pourra définir sans
ambiguité des champs locaux de degré respectif, 0, 1, ..., r. r est ici un
nombre arbitraire. On peut envisager un tel fibré construit & partir du
fibré tangent a V, par sommes de Whitney et produits tensoriels, ou par
tout autre procédé fonctoriel.

11 existe en chaque point x une décomposition directe :

c _
G=KokK
ou F! est le sous-espace associé¢ a f,. Soit n: x — #, une section locale

du fibré associé aux F., on peut identifier n & x — 7, f..

A n nous associons un opérateur de création a, :uf — nuf et un
opérateur d’annihilation a,; qui est adjoint de a, relativement & 5. D’aprés

la définition de #, a, = a, .
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On obtient alors B étant le double de la forme bilinéaire associé a Q,
les relations d’anticommutation :

(a7, a7 ). = [o7. az]. =0
la,, ay ]+ =B, 7') = AOf, n'f’).

A T'aide de sections boréliennes choisies comme au III, on construit
le produit scalaire <, > et on obtient les relations analogues d (16) ou # est
remplacé par {,) (3, d].

Il est clair que 'on pourra parler d’'un schéma comportant p particules
au sens global et de maniére indépendante de tout repére dans le fibré
dont le groupe structural est un groupe de spinorialit¢ (méme au sens
large). Cela n’a plus de sens intrinséque, c’est-a-dire dépend du repcre de
I’observateur, si on travaille avec le groupe de Lorentz tout entier, méme
réduit a sa composante orthochrone.

Au sujet de la covariance relativiste on se reportera au III: cest la
méme situation.

(16)

2° Bosons relativistes.

Le fibré spinoriel est symplectique complexe de rang 2r sur C, comme
décrit au (II, 3°), on peut envisager le cas des fibrations a groupe méta-
plectique complexe Mp’(r) ou dont le groupe est un revétement du groupe
symplectique complexe. Nous choisirons dans Mp’(r) le groupe Spj(r)
complexifié de Sp,(r) [3, €], dont nous conserverons I'image réciproque de
la composante connexe du groupe de Lorentz généralisé (qui est le groupe
structural du fibré (¢, Q) pseudo-riemannien).

On peut définir sur les champs de spineurs symplectiques une forme
sesquilinéaire ', invariante par l'action des €léments de Sp5(r), définie
positive, et construire exactement comme au 1° des opérations de création
et d’annihilation tels que :

[ ] = [ 7] =0

[a), ai)] = — iF(y, ') = H'(D*, n'®*)

17)

ou F est la forme symplectique, puis aprés intégration, avec les précautions
usuelles, des relations analogues a (17) ou #”' est remplacée par <, ) .

La covariance relativiste donne encore lieu aux mémes observations
que dans III.

On peut enfin se limiter, si I'on veut, a des opérateurs soit hermitiens,
soit pseudo-hermitiens dans les relations (17).

Remarque. — La théorie des bosons symplectiques est tout a fait analo-
gue, elle reléve de la méme méthode indiquée brievement dans [3, d].
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On observera que #'(no*, n'¢*) = g(n, n’) ce qui identifie I'énergie
classique a I’énergie quantique quand le champ # est identifi¢ a n®*.

3° Formalisme corpusculaire pour les bosons scalaires.

Nous cheisissons le fibré spinoriel orthogonal de base V, identique a
celui que 1’on a utilisé en (V) pour le champ gravitationnel. De cette maniére
le fibré spinoriel symplectique peut-étre choisi réel puis complexifié.
Fixons sur V, une parallélisation 7. Tout champ de repéres locaux de V,,
au-dessus d’un ouvert de U, adaptés a n se déduit de I’'un d’eux par un champ
de matrices & coefficients constants, de sorte que localement, le choix
de 7 identifie une application ¢ de U dans C & une application de R*
dans C. On se bornera aussi, selon une remarque faite au I1I a faire opérer ¢
sur les sections d’un fibré en droites complexes: x — A(x)f(x) = s(x),
Mx)e C*, et on considére une connexion D spin-euclidienne au sens strict,
de sorte que D opére sur s comme une différentielle usuelle. ¥ sera pris
imaginaire pur de sorte que d(¢) = D,,,q, + iAp, est hermitien. Il vient
alors :

O(x*) = g*0; + iA'x¥, A réel,
et le-schéma obtenu en changeant A’ en — A’ donnerait :
o' (xk) = g*o; — id'x*
3(x*¥) et 8'(x¥) sont adjoints pour la métrique #. On reconnait les opéra-
teurs de création et d’annihilation du formalisme de Fock.

On sait par ailleurs que ¢ € L>(R*) peut se développer sur la base des
fonctions d’Hermite — et on passe ainsi de L?>(R*) a l’algébre symétrique
de R* — les opérations de création et d’annihilation étant obtenus, les
premiers par produit & gauche par des éléments d’une base de R*, et les
autres par passage a l'adjoint, selon le formalisme exprimé par (17) [I].

Donc pour identifier localement le formalisme ondulatoire explicité
au 111 et le formalisme corpusculaire du (V1, 2°), on doit fixer sur V, une
parallélisation m, choisir une connexion spin-euclidienne au sens strict qui
opére sur le fibré en droites complexes défini par la fibration spinorielle
orthogonale.

A la structure spinorielle orthogonale on associe naturellement une struc-
ture spinorielle complexe symplectique, sur laquelle on construit les opéra-
tions de création et d’annihilation, la correspondance entre les deux descrip-
tions, corpusculaire et ondulatoire, se faisant pour un observateur local au
moyen des fonctions d’Hermite (dualité ondes-matiére).

On rappelle que si I'algebre symétrique construite sur les (e,), =0, 1,2, 3,
linéairement isomorphe a I'espace des spineurs symplectiques (réels ici),
admet pour base :

® (eo)™(ey)*'(e2)"(e3)™

a
Voo tog to, tag !
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on identifie @, avec :
D,(q) = 1o, (9, (a" ), (aPhe (47
—x2 e — x2
M) = P Hw,  H = (- e D)
Jn! 2"\/; dx"
H, étant le n'*™ polynéme d’Hermite & une variable, h, correspond
a (), 6(x*) correspond au produit par () dans I'espace des spineurs sym-
plectiques (modulo quelque coefficient de normalisation) [1].

En résumé. — On peut construire pour un champ de bosons scalaires
un formalisme ondulatoire et un formalisme corpusculaire, globalement
sur un espace courbe — on peut localement identifier les deux formalismes
au moyen d’une base de fonctions d’Hermite. Le formalisme corpusculaire
global exige un choix plus restrictif de la connexion qui doit étre spin-
euclidienne au sens strict. Ce choix étant possible dans les hypothéses ou
I'on batit le formalisme ondulatoire.

L’identification locale n’est pas unique et dépend du repére de parallé-
lisation de I'observateur, la notion de nombre de particules, mais non de
type, est donc liée & ce repére de parallélisation défini modulo une trans-
formation de Lorentz quelconque a coefficients constants. Ces diverses
constructions et identifications sont possibles sur 'ouvert de Schwarzschild
défini en (V), c’est-a-dire pratiquement dans tout le systéme solaire, ou
dans tout systéme stellaire analogue & symétrie sphérique.

Remarques finales.

1° Dans les conditions du IV, si on choisit pour A fixé ¢* = 1, alors
o(¢) se réduit au produit par e, modulo un scalaire. Pour les fermions, cela
donne un formalisme corpusculaire qui n’a de valeur que si 'on travaille
avec un groupe de covariance réduit au groupe de spinorialité et avec une
connexion spin-euclidienne (du moins au sens large). Pour les bosons on
peut également introduire le formalisme corpusculaire a 1’aide de section
locales du fibré (£, Q). Cela s’appliquerait en particulier au champ gravita-
tionnel de maniére presque immédiate.

2° Pour introduire un principe de « commutativité » (ou « d’anti-
commutativité ») locale il faudrait introduire le produit de 2 fibrations
spinorielles identiques et intégrer sur un domaine compact, ensemble de
couples (x, y) tels que x et y soient reliés par un chemin orienté¢ dans le
temps. De la sorte il n’y aurait pas d’interaction entre deux points séparés
par un intervalle d’espace.

Ces remarques finales appellent de nouveaux développements.
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