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Ann. Inst. Henri Poincaré, Section A :

Vol. XXIV, n°® 4, 1976, p. 347-358. Physique théorique.

Systémes non isolés
de deux particules ponctuelles
dans le cadre
de la mécanique relativiste prédictive (*)

par

J. Luis SANZ et Jesis MARTIN

Departamento de Fisica Teorica.
Universidad Autonoma de Madrid. Canto Blanco, Madrid, Spain

ABSTRACT. — We study the non-isolated systems of two structureless
point particles (interacting particles subjected to external forces) in the
framework of Predictive Relativistic Mechanics. We develop a perturba-
tion technique which permits the recurrent calculation of the accelerations
by assuming that these functions can be expanded into power series of
two characteristic parameters of the particles. We apply this in the case
of an electromagnetic external field and an electromagnetic interaction
using causality as a subsidiary condition.

I. INTRODUCTION (%)

La Mécanique Relativiste Prédictive (M. R. P.) a été développée jusqu’a
I’heure actuelle dans les formes suivantes :

a) Le formalisme temps-symétrique (D. G. Currie [/], R. N. Hill [2],

(*) Ce travail a été financé en partie par le Grupo Interuniversitario de Fisica Teorica
(Spain).

(") Les valeurs que prennent les indices sont : bjyooo =1,2,3;0,8,...=0,1,2,3;
a,bc ...,d,... =12 ...,N; a est toujours différent de a; la convention de som-
mation est utilisée pour tous les indices. La signature de 'espace-temps de Minkowski M,
est + 2; (xy) = xPy,. La vitesse de la lumiére dans le vide est prise égale a 1.
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348 J. L. SANZ ET J. MARTIN

L. Bel [3] [4]). Un systéme isolé de N particules ponctuelles sans structure
est décrit par un systéme différentiel ordinaire autonome de second ordre
dans R3N .

dx!

a i

dv' o
dt =0V > —d'f = .u:z(ij, vlcc)’
les fonctions ! satisfaisant un certain systéme non-linéaire d’équations
aux dérivées partielles qui traduisent I'invariance de I'ensemble des tra-
jectoires par rapport au groupe de Poincaré.

b) Le formalisme covariant uni-temporel (L. Bel [4] [5]). Un syst¢me
isolé de N particules ponctuelles sans structure est décrit par un systéme
différentiel ordinaire autonome de second ordre dans (M,)N

dx® du®
ML e pa(yB gy
G g Gk ),

les fonctions & satisfaisant un systéme linéaire d’équations aux dérivées
partielles qui traduisent I'invariance du systéme par le groupe de Poincaré.
En outre on suppose que le systéme est prédictif ce qui se traduit par un
systéme non-linéaire d’équations aux dérivées partielles

L&=0 , L,=u

+ &,

ox*? ou?

auxquelles on ajoute les contraintes
() = 0.

Il existe une équivalence entre les deux formalismes cités [4] [6].

c) Le formalisme covariant multi-temporel (Ph. Droz-Vincent [7],
H. P. Kiinzle [8] (3)). Un systéme isolé ou non-isolé de N particules ponc-
tuelles sans structure est décrit par un systéme d’équations aux dérivées
partielles de second ordre dans (M,)" complétement intégrable

0x: ous

T 5= e ).
La condition d’intégrabilité (théoréme de Frobenius), compte tenu du
fait que x* ne doit dépendre que du seul 7, s’exprime par

dg;

0ty
équations identiques aux L, &% = 0 du formalisme antérieur. On suppose
aussi la condition d’orthogonalité (u,&,) = 0.

Dans cet article nous étudions les systémes non-isolés de deux particules
ponctuelles sans structure (particules en interaction soumises a I'action de

0,

(?) Ceci est développé par H. P. Kiinzle d’une fagon différente.
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SYSTEMES NON ISOLES DE DEUX PARTICULES PONCTUELLES 349

forces externes) dans le cadre de la Mécanique Relativiste Prédictive. Nous
utilisons une méthode de perturbations qui permet le calcul récurrent des
accélérations en supposant que celles-ci admettent des développements en
série de puissances de deux paramétres caractéristiques des particules (un
pour chaque particule).

Nous choisissons I'exemple de l'interaction et champ externe électro-
magnétiques en utilisant le principe de causalité comme une condition
supplémentaire. Nous donnons la premiére contribution des forces externes
en fonction d’intégrales qui dépendent du champ externe électromagnéti-
que et nous considérons plus explicitement les deux cas suivants : champ
¢électromagnétique constant et champ électromagnétique produit par
une troisieme charge ayant une masse m = oo.

II. SYSTEMES NON-ISOLES
DANS LE CADRE DE LA M. R. P.

II.1. Hypothéses de la M. R. P.

Pour I'¢tude des systémes non-isolés de particules ponctuelles sans
structure nous adopterons un formalisme covariant uni-temporel. Clest
dire que les équations du mouvement d’un tel systéme (particules en inter-
action soumises a l'action de forces externes) constitueront un systéme
différentiel ordinaire autonome de second ordre dans (M,)N

dx; dul
= , =

dt dt

ou les fonctions &% doivent satisfaire les conditions :

) (48) =0

3) L/;=0 , L, =u

= €Z(xb7 ucy) »

()

ol
“ ourr

oxoP
Nous supposons aussi que les u% sont orientés dans le temps et dans le
futur (u2 = — (uu,) > 0, ud > 0) et u2 < + oo, cette derniére propriété
garantissant que les particules ne vont pas dépasser la vitesse de la lumiére.

Les contraintes (2) expriment que les u? sont des intégrales premiéres
du systeme. Nous adoptons le méme point de vue que dans [5] en pre-
nant u? = 1 (cette hypothése étant compatible avec (3)).

On peut voir que les conditions (3) expriment que : si x* est un N-uple
de points sur les lignes d’univers obtenues de quelques conditions ini-
tiales (%cﬁ, gf) et si uj sont les vecteurs tangents correspondants, alors les

lignes d’univers correspondantes aux conditions initiales (x% uf) sont
les mémes que les précédentes.

D’une part (1) refléte la nature déterministe de ces systémes et d’autre
part (2) et (3) incorporent le fait suivant : le systéme a 3N degrés de liberté.
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350 J. L. SANZ ET J. MARTIN

Le mot « systéme prédictif », introduit par L. Bel, met I'accent sur cette
derniére propriété.

On ne connait pas jusqu'a présent des solutions exactes des équa-
tions (2) et (3) ayant un intérét physique mais la notion de systéme non-
isolé n’est pas vide car par exemple (N = 2)

4 & = A712h,(x] + x3) x(hP)e;
avec
= - (uluz) ’ A= k2 -1 sy 2= A” 1[(xaa’ua) - k(xaa'uu’)]
Xp=xE—x% , B=xi, -zl + zu5 g = kug — ug

(5
x étant une fonction arbitraire de son argument, sont des solutions exactes.

I1.2. Solutions approchées

Nous nous proposons maintenant de résoudre les équations (2) et (3)
pour le cas de deux particules (N = 2). Pour cela nous allons faire une
hypothése supplémentaire : les fonctions &(xf, u?) admettent des dévelop-
pements en série de puissances de deux parameétres caractéristiques e,
et e, (le premier correspondant a la particule g et le second a la particule a’)
de la forme

0

O &= ) Gad = Ot ol + o8

rs=0 2 £(2,0)x 1,1)a 2 £(0,2)x
+ 2820 + e, &N + g LY
2 .
+ Qe 4 ey B 4 el QT

ou les fonctions &% sont indépendantes des paramétres e, et vérifient
les conditions

() =0, s3>0 ; O =crexbw) , r>0.

Cette hypothése est inspirée par les considérations suivantes : si nous
interprétons les paramétres e, comme les responsables de linteraction
entre les particules elles-mémes et aussi de I'action des possibles forces
externes sur celles-ci, il est évident que les accélérations & doivent étre
nulles pour ¢, = 0 et pour e, = 0 elles doivent dépendre uniquement des
variables dynamiques de la particule a. D’autre part nous souhaitons
que les &2 soient des fonctions suffisamment réguliéres des parametres e,
Dans ce contexte les termes EV%(x%, u}) pourront étre considérés comme
des forces externes.

En introduisant les développements (6) dans les équations (2) et (3) on
obtient a chaque ordre (r, s) les équations suivantes :

(8a,b) (4&yY)=0 ; D, G p— ., j)p o&r” D.=u 5'
) aSa B a’Sa . a P s a e
13
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SYSTEMES NON ISOLES DE DEUX PARTICULES PONCTUELLES 351

On peut voir facilement la compatibilité des conditions (7) avec les équa-
tions (8) pour les ordres (0, s) et (r, 0), ces derniers étant donc uniquement
astreints a vérifier (4,EY’) = 0. Il est ainsi évident que les équations (8)
constituent une méthode récurrente pour le calcul des différents ordres des
développements (6), car dans les seconds membres des équations (8 b)
interviennent seulement des termes d’ordre plus bas que dans les premiers
membres. A chaque ordre (r, s) les équations (8 b) peuvent étre donc consi-
dérées comme un systéme linéaire d’équations aux dérivées partielles, dont
la solution générale s’écrira

*
©) & = E 4

g2 grant la solution générale du systéme homogéne (Daréf,"s’“ =0) et
&V une solution particuliére du systéme complet. Il est facile de vérifier
que deux telles solutions particuliéres sont les suivantes (¢ = + 1) :

Ta . ag?ﬂm
10 &gr = -J { Z S o (<o X0 =y, ).dy

0
itp=r
l+g=s

ou la quantité sous le signe intégral, comme la notation lindique, est

) . ) (P.q) .
obtenue a partir de la fonction ZCL‘:’”’L” en faisant le changement
Xo = X8 — it [13), et ou
(l l) Ty = (xaa’un') - 87‘0' ’ ra' =+ [xfa' + (xaa’ua’)z]u2 .

Remarquons que, compte tenu de la structure des solutions particu-
lieres (10) choisies, a chaque ordre (r, s) les équations (8 ) entrainent
uniquement (uaéf,"") = 0.

En résumant, le terme d’ordre (r, s) du développement (6) est donné par :

(r,s)a 2r.s) " (1, J)p aégp,q)a B 3y Y 40
(lz a) éa = ia - éa" A a0 (xa’ Xgr — YUy, ub)dy

0 our
jtp=r
I+q=s
(124, ¢) () =0 , D& =0,

Pour les applications ultérieures nous écrivons d’une fagon explicite le
développement des fonctions ¢* jusqua l'ordre r + s = 3 :

(13) & = e,f" + 8" + e, B0 + 260 + 2o, Kro»
. Tar aéu,na
2 (1,2)a a G
+ eqeq { &aH — L <€fﬁ’” W) (<%, x4 — yul, ub)d}’} + ..

Il reste en suspens le probléme de savoir si les séries obtenues avec ce
procédé sont convergentes ou non.

Vol. XXIV, n° 4-1976.



352 J. L. SANZ ET J. MARTIN

III. INTERACTION
ET CHAMP EXTERNE ELECTROMAGNETIQUES

III.1. Principe de causalité et solutions approchées

Nous considérons a présent le probléme de I'interaction de deux char-
ges e, ayant des masses m, soumises a ’action d’un champ électromagné-
tique donné F*¥, Nous utiliserons le Principe de Causalité sous la forme
suivante : le mouvement x% = @%(t) de la charge e, doit étre solution des
équations de mouvement de Lorentz correspondantes a 'addition de deux
termes, d’une part le terme relatif au champ électromagnétique donné F*#
et d’autre part le terme relatif au champ électromagnétique dont la source
est e, (calculé a partir des potentiels de Liénard-Wiechert retardés (= —1)
ou avanceés (e= + 1)). Ceci se traduit par les équations suivantes :

(14) dx: - dug WE(xb, %1, uf, 2 &)
= = W¥(xt, %2, .5 &2
d‘c a 2 d‘[" a a’ a’ ua’ ua b a

avec

(15) W2 = eamy "Fo(xB)uyy + ceoeumy Roily) ™2 { (UaE0)R2%0 — (Rogtt)E
+ (58 A )—1[1 + (xaa: ] [(xaa ua)u (uaaa‘)iza’] }

ou %%, = x* — X%, X% étant lintersection de la nappe future (e = + 1)
ou passée (¢ = — 1) du cdne isotrope de sommet x} avec la ligne d’univers
de la particule @', #&% est le vecteur unitaire tangent a cette ligne d’univers
au point X% et &% est I'accélération de @’ en ce méme point.

Les équations (14) ne sont pas des équations différentielles ordinaires,
mais dans le cadre de la M. R. P. (voir par exemple [5] [9] [12] [13]) elles
peuvent étre considérées comme des conditions supplémentaires contri-
buant & déterminer la dynamique du systéme, en ce sens que les fonc-
tions &%(xE, x2., uf, ug) solutions de (2) et (3) doivent satisfaire aux relations
fonctionnelles suivantes

(16 a) &x(xt, £, ut, 43) = Wixh, =2, uf, @55 &)

avec

(16 b) & = &(xh, x, al, u7)

%2, étant un point arbitraire de la nappe future (6 = + 1) ou passée (e = — 1)

du cone isotrope de sommet x2 et #% un vecteur arbitraire au point X..

Cela étant dit, nous nous proposons maintenant d’utiliser les condi-
tions (16) pour construire effectivement les développements des fonc-
tions &% considérés dans le paragraphe précédent. En tenant compte de la
structure des fonctions W donnée par (15) nous pouvons écrire les condi-
tions (16) a chaque ordre (r, s) sous la forme :

(7) E0n(xt, %2, ut, 4%) = W[ xh, &1, g, 5. 5 ELV(%h, Xt B, )]

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Section A



SYSTEMES NON ISOLES DE DEUX PARTICULES PONCTUELLES 353

pour quelque p < r et quelque g < s; elles constituent donc un systéme
de relations récurrentes adapté a la technique de perturbations que nous
avons introduite précédemment. Par exemple, jusqu’a lordre r + s = 3
on aura

WO _ Wi(2,0)e _ Wi0.2)a _ Wi3,.00a _ W2, _ W;O,S)a =0
a a a a a
(18)  WhO% = m7 'F**(xZ)u,, ,
Wtil D = 8ma_ l(gaa'an')_3[(£aa’ua)ﬁz' - u u ) ]
W2 = o (%,,2,) 2
{(uaéfll ))'Q:a' - ( aa’ a)é(“a + (xaa’u )_1( é(l)) [(xaa ua)aa (uaﬁa’)x‘:a’] } .
Or, d’apres (11) 7, est une fonction des arguments (x2., x4, u?) qui devient
nulle pour x% = X% ; donc, compte tenu des formules (‘12 a), les relations (17)
imposent les conditions suivantes sur les fonctions £+
(19)  Ero%(xt, 1., ug, 45) = WE[xb, 22, up, i, ; ELV(RE, xt, A, )]
Nous voyons ainsi que le probléme de construire les développements (6)
. N . * , .
est ramené a déterminer a chaque ordre (r, s) des fonctions £ véri-
fiant (12 c) et (19), car la structure des W? assure automatiquement (12 b)
a cet ordre. La solution générale des équations (12 ¢) peut s’écrire comme

une fonction arbitraire d’au moins 15 solutions particuliéres indépendantes
de I’équation D,® = 0, posons par exemple

* #
(20 a) Epon = Ersha(xh 52, uf)
avec
(20 b) x2(xB, x2, ul) = x2 — Ll .

.« . . * , .
Nous pouvons alors choisir les fonctions £ cherchées de la fagon sui-
vante

(21) .é:zr’sm(xg’ MZ) = thr’S)a[xaﬁa XZ” up a é(p,q)é( as u;', u:l)]

car celles-ci sont de la forme (20) et & cause de I'identité X% (%5, xI, u}) = 2.
vérifient trivialement les conditions (19). Il ne reste qu’a démontrer que la
solution (21) est unique ; pour cela supposons qu’il existe une autre solu-
tion de (12 c) vérifiant (19) différente de (21). Il est évident que la différence

. L] . . .
entre ces deux solutions, que nous noterons X{9%(x7, u{‘), doit satisfaire
*
(22a, b) D, 9= =0 |, 3 (x, X2, ul, k) =

(22 a) implique que )‘:.f,""“‘ est une fonction arbitraire, par exemple, des
L5 arguments indépendants (x5, X%., uf); or, étant donné que pour x2 = X%
on a X, = X, et #% = u%, (22 b) conduit nécessairement 3 ):“.f,""“ = 0, d’ou
P'unicité.

Vol. XXIV, n° 4-1976.



354 J. L. SANZ ET J. MARTIN

Aprés calcul, les formules (12 a), (18) et (21) fournissent I'expression
suivante pour les accélérations & jusqu’a I'ordre r + s =3
(23) & = em; "F*(X3)u,, + eseamy vy [kxly + (Xoptha)us ]

Ta

+ eeim; tmytry 3 {F‘"’(”‘) + 3ry f (X aatha) — y]F""dy} X g
0

[k + (Xgu U] + {erarF”"(fc;‘.) + '[ F“’”dy}u,,,,ua,,(xﬁ,,, + Tu)
0

Ta’
+ {sra'[kta, — (X uIF*(%2) + j ky — (xm,,ua)]F“"dy} Uyy >
avec °
Fb(xt, ul 5 y) = F¥(xt, - xf — yul)) .

Les termes :

(r, 0) r > 1 sont nuls et (1, 0) est m; '"F*u,,. Ceci rend compte du fait
physique suivant : si e, = 0 alors & =0 et & = e;m; 'F*u,, cest-
a-dire que I'une des particules est libre et que I'autre est soumise seulement
au champ électromagnétique F*%.

(1, 1) représente une interaction particule-particule, comme s’il n’exis-
tait pas le champ externe.

(1, 2) représente une interaction champ-particule l-particule 2 (pre-
miére contribution).

On peut voir facilement que dans les termes (1, 1) et (2, 2) il n’apparait
pas de champ externe, ils représentent des interactions particules-particules;
pour les termes (r, r) r > 2 cela n’est pas vrai. Si le champ externe est nul,
les seuls termes du développement non nuls sont ceux du type (r, r), alors
nous redécouvrons le résultat obtenu dans [5].

III.2. Cas particuliers

A) Champ électromagnétique constant. — Nous supposons maintenant
que le tenseur électromagnétique F* est constant. Dans ce cas les calculs
précédents fournissent 'expression suivante pour la 3-accélération (3) de
la particule a jusqu’a l'ordre r + s = 3,

24) fi, = eJn; ‘97 '[E + ¥, A B — (#,E))

—1,-1 =31, 2 3\ 2, .—-1.-1,-1,2.-3
+ €8a My Vo VarSa [vxua’ - (xaa’va)vaa’] + S €laMy My Y, YaSar

2
{a—ks)waﬁﬂmﬁwme(mm%l
+ [(vaa + (U 1_5 B ] [2()—C’aa'ﬁa‘)gaa + )f:a'aaa’]
- [vxga + 2(xaa'5a')(5€aa Ea]] [E + _’a AB-— (6a’E)ﬁa]}

(3) Voir dans Pappendice la connexion entre les 3-accélérations yi(t ; xj, v) et les 4-accé-
lérations &%(x§, ul).

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Section A



SYSTEMES NON ISOLES DE DEUX PARTICULES PONCTUELLES 355

avec

i i i P i 2 i 2 _ — o)
Xew=XL—=XL Ve =vh—0h , Xl =XiaXewi » Ve =Uls , v=1—(0,0,)

. , A S - o
(25) yo=+(1—02)""2 , E'=F% , Bi=_y*F, , (@ B, O=n,a'bc
2 Ji J!

@A b =naby, sy =+ [xh + Vi TwWta)?]?
n'* =, étant le tenseur de Levi-Civita.

Le premier terme de Iexpression (24) est bien connu, il représente la
3-accélération d’une charge e, soumise a laction d’un champ électro-
magnétique (E, B) constant, comme s'il n’existait pas l'autre charge e,.
Le second terme est connu aussi, il représente la 3-accélération d’une
charge e, soumise a I'action du champ électromagnétique dont la source
est une autre charge e,, cette derniére en mouvement libre et comme
s'il n’existait pas le champ (E, B). Le troisiéme terme rend compte pour la
premiére fois d’une interaction champ (E, B)-particule 1-particule 2, il
est tout a fait nouveau. Finalement remarquons I'indépendance par rap-
port & ¢ Clest-a-dire que jusqu’a l'ordre considéré les fonctions ji, ne
dépendent pas de I'usage des potentiels de Liénard-Wiechert avancés ou
retardés.

Dans le cas simple ou le champ magnétique B est nul, les deux vitesses 7,
et 7, sont identiques (¥, = ¥, = 7) et le champ électrique E est colinéaire
a celles-ci (E = Ap), la formule (24) s’écrit

(26) ﬁa = eama_ ly—3E + eaea'ma— l'J)_ZS—:‘)_C‘aa'

1
+ 5 eaeg’ma_ 1'na_’ 1)}_ ‘5—31 { (2 - 3rzs—2)(gan'_l;)5€an' - [,y—ZrZ + 2()—51111’5)2]6}

ou
QN y=+U=0)"" | r=4Yxi , s=+ [+ (%0
Etudions séparément les deux situations suivantes :

a) (X,,7) = 0. L’expression (26) s’écrit tout simplement
o a= o 1 o "

(28) ﬁa = eama 1? 3E + eaea’m; ly 2)' 35544111’ - 58082'ma lma’ 1? srTlE;
I'interprétation des deux premiers termes est triviale, car ils représentent
respectivement I'action du champ E sur la charge e, et Iattraction (ou
répulsion) entre les charges ¢, et e¢,.. En ce qui concerne le troisi¢me terme
nous voyons qUu’il représente une action de freinage par rapport a I’action
du premier terme, étant comparable avec celle-ci, pour une vitesse donnée,
quand la distance entre les deux particules est de ’ordre du rayon classique
de la particule a’. Remarquons aussi que les trois termes deviennent nuls
quand la vitesse ¥ est égale a celle de la lumiére.

Vol. XXIV, n° 4-1976.



356 J. L. SANZ ET J. MARTIN

b) X, = pv. L'expression (26) s’écrit maintenant
(29) iig=eam; 'y E + ejeomy 'y sig (p)r 3%, —eieamy 'my 'y 'E

ou les conclusions sont paralléles aux précédentes, sauf que I'action de
freinage représentée par le troisiéme terme est beaucoup plus petite a cause
du facteur y~S.

Une étude analogue peut étre faite pour le cas, aussi simple, ou le champ
électrique est nul et le champ magnétique est orthogonal a la direction du
mouvement.

Nous croyons que I’étude que nous venons d’exposer ici, quoique extré-
mement simple, peut étre utilisée comme point de départ pour une analyse
plus profonde du comportement de faisceaux de particules chargées soumis
a laction d’un champ électromagnétique. Il faudrait pour cela considérer
un grand nombre de particules et aller plus loin dans le calcul perturbatif.

B) Le probléme réduit de trois corps, cas statique. — Considérons un
systéme de deux charges e, et e, ayant des masses m, et m, dans le champ
d’une troisiéme charge e,. ayant une masse m,. = o0 (en mouvement
libre). Physiquement c’est un systéme a deux particules. Nous nous borne-
rons au cas statique, c’est-a-dire au cas ou 7, = ¥, = #,» = 0 en un instant
donné ; le calcul fournit le résultat suivant pour la 3-accélération de la
charge e,

- - 2 2 =
0 - Xaa’ Xaa” €265 Xgg
(3 ) My, = €,6y 3 + €4€q" 3 x4
aa’ aa” mg aa’
2
€4€a€q _3 _3p= = . 2 =
- Xaq’ xa'a"[(xaa'xn'a")xaa' + xaa'xa'a”]
| 2m,
ou . 12
i i i _ i
x::b = Xg — xir » Xap = + (xabxabi)

Les deux premiers termes expriment la loi de Coulomb. Les autres termes
représentent une correction a cette loi. Le troisiéme terme a été obtenu aussi
dans le probléme de deux corps isolés [5]. Finalement, remarquons que
I’expression (30) coincide avec celle que I'on obtient en utilisant le lagran-
gien de Darwin [0] ; elle peut étre aussi obtenue a partir du probléme de
trois corps isolés [/1].
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Considérons un systéme différentiel ordinaire autonome de second ordre dans (M)
de la forme

(Aa) dx? dug; £, )

— = , — = &ixp, ul
e \ 4t dt g
ou les fonctions & satisfont les conditions

(ua) = 0

(49) L&=0 , Ly=uw-2 +e&

a'Sa = ’ a = Ya — + Ca ]

¢ 0x** ¢ u*”?

Nous supposons aussi que les vecteurs u? sont orientés dans le temps et dans le futur
(42 = — (ugu,) > 0, u2 > 0). 1l est facile de voir que la solution générale d’un tel systéme,
correspondant a des conditions initiales vérifiant u? = 1, dépendent de 6N paramétres
essentiels [4].

Considérons maintenant le systéme différentiel ordinaire de second ordre dans R3N

dx; dv}

(Ba) Tit- =0V > d-t = ”z(t; X{;, U‘c‘)
défini par

(Bb) it s xg, o) = (1 — 07)(& — &vi)
avec

G xh, vf)y =[x =t xhud = (1 —03)7V2 uf = (1 — v))" V2] .
On peut démontrer sans aucune difficulté que tout ensemble de trajectoires du sys-

téme (A) vérifiant u2 = 1 est un ensemble de courbes intégrales du systéme (B) et récipro-
quement.
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