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La théorie des catastrophes.
IV. Déploiements universels
et leurs catastrophes (1)

par

Jean-Guy DUBOIS, Jean-Paul DUFOUR (*) et Oleg STANEK

Département des Sciences Pures,
Université du Québec, Rimouski, P. Québec, Canada
(*) Institut de Mathématiques, Université des Sciences
et Techniques du Languedoc, Montpellier, France

RESUME. — Nous démontrons que les déploiements infinitésimalement
versels de méme dimension d’une fonction sont équivalents. Comme
corollaire, nous en déduisons I’équivalence entre la versalité et la versalité
infinitésimale. Nous montrons que les ensembles catastrophes sous diverses
conventions ne dépendent, & un difféomorphisme local prés, que de la
classe d’équivalence du multigerme de cette fonction au voisinage de ses
points critiques. Ce qui fournit les bases d’une classification des ensembles
catastrophes, en particulier des ensembles catastrophes de conflit.

SuMMARY. — We demonstrate that infinitesimal versal unfoldings of
equal dimension of a function are equivalent. As a corollary, we infer the
equivalence of versality and infinitesimal versality. We show that cata-
strophe sets under various conventions depend only, up to local diffeo-
morphisms, on the multigerm equivalence class of this function at the
neighborhood of its critical points. This provides the bases for a classifi-
cation of catastrophe sets, particularly for conflict catastrophe sets.

(') Travail partiellement subventionné par le Conseil National de Recherches du
Canada.
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262 J.-G. DUBOIS, J.-P. DUFOUR ET O. STANEK

INTRODUCTION

Selon la théorie des catastrophes de R. Thom [I], le modé¢le des dyna-
miques gradientes est donné par un champ de fonctions, dites fonctions
potentielles, u — V, ol u parcourt un espace a k paramétres, I’espace
de controle, et V, est pour tout u une fonction a valeurs réelles de n variables,
les variables d’état. Guidé par I'idée que seuls les phénoménes stables, en
ce sens qu’ils restent qualitativement les mémes malgré une 1égére variation
des données, sont objets de science, on est amené a étudier les champs de
fonctions potentielles stables.

Une notion de stabilité convenant a ce modéle, bien que peut-étre un
peu trop forte, est celle introduite par Latour [2] : un champ V:u — V,
est stable si, pour tout champ V' : u +— V, assez voisin, il existe un difféo-
morphisme p de I'espace de contréle tel que V, est, pour tout u, obtenu
a partir de V,,,, par des changements de coordonnées. Le difféomorphisme p
échange les ensembles catastrophes, obtenus sous les conventions habi-
tuelles, de V et de V'.

Une autre notion intéressante pour cette étude est celle de déploiement
(uni)versel introduite par Thom [I] [3] [4] : elle donne des champs canoni-
ques locaux (définis au voisinage de ug) a partir desquels on peut induire
localement tout autre champ u — V,. Ces champs (ou déploiements
versels) sont caractérisés algébriquement par une condition de « versalité
infinitésimale ». Or il se trouve que la caractérisation algébrique de la
stabilité donnée dans [2], la stabilité infinitésimale, est équivalente & la
versalité infinitésimale en chaque point u, de I'espace de contréle (modulo
certaines hypothéses de compacité ou de propreté). Les champs stables
sont donc versels en chaque point.

La propriété fondamentale des déploiements versels d’une fonction f
est qu'ils sont déterminés, a équivalence prés, par la classe d’équivalence
de f. Méme plus, leurs ensembles catastrophes sont localement déter-
minés, a diffeomorphismes prés, par la classe d'équivalence du germe
de f au voisinage de ses points critiques. Cette propriété permet de déduire,
d'une classification de ces germes, une classification des ensembles cata-
strophes.

Dans une étude de synthése, Wassermann [5] a explicité ces idées dans
le cas local ou I'on se restreint a ne considérer que les germes de V, au
point 0 € R". Duistermaat [6] (sect. 2) a explicité la caractérisation de la
stabilité des déploiements dans le cas global, mais en se restreignant au
cas (le d- cas) ol 'on ne permet que des translations pour les changements
de coordonnées au but des fonctions V,.

Dans ce travail, nous nous proposons de justifier les propriétés des
déploiements versels dans le cas global et de donner les outils pour une
classification des ensembles catastrophes correspondant a ces déploiements.
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LA THEORIE DES CATASTROPHES. IV 263

Si les catastrophes de bifurcation peuvent s’étudier en se restreignant au
cas local, il n’en va pas de méme, par exemple, pour les catastrophes de
conflit obtenues sous la convention de Maxwell. Une étude plus globale
s’impose alors, au moins une étude tenant compte des multigermes (germes
en plusieurs points).

Dans la premiére section de ce travail, nous nous limitons a étudier les
fonctions de codimension finie ; nous verrons par la suite que ce sont les
fonctions qui admettent des.déploiements versels. Nous énongons plusieurs

de ces fonctions et la construction de déploiements universels. Nous préci-
sons ainsi les résultats de Sergeraert [7] (chap. 7).

La deuxiéme section est entiérement consacrée a la caractérisation
algébrique des déploiements versels. Le théoréme central de celle-ci est
le théoréme I qui affirme que deux déploiements infinitésimalement versels
de méme dimension d’une fonction sont équivalents. Le théoréme II
prouve que la versalité est équivalente a la versalité infinitésimale et fournit
ainsi la caractérisation algébrique cherchée. On en déduit sans peine le
théoré¢me III qui dit qu’un déploiement versel d’une fonction ne dépend,
a équivalence pres, que de la classe d’équivalence de cette fonction.

La troisiéme section définit les ensembles catastrophes sous les conven-
tions du retard parfait et de Maxwell. Les théorémes IV et V montrent
que les ensembles catastrophes d’un déploiement versel de /" ne dépendent
localement, & un difféomorphisme prés, que du multigerme de f au voisi-
nage de ses points critiques. Nous donnons finalement une méthode de
classification des multigermes et des ensembles catastrophes corres-
pondants.

Nous nous astreignons dans ce texte, afin d’utiliser un minimum de
langage, a ne travailler que dans les espaces euclidiens R”". Les démonstra-
tions données se généralisent sans peine aux déploiements de fonctions
d’une variété dans une autre. Cependant, comme nous ne posons pas d’hypo-
théses de compacité sur I'espace des variables d’état, nous sommes amenés
a quelques restrictions. Ainsi, sauf mention du contraire, la fonction f
que nous utiliserons par la suite sera une fonction définie sur R" et a valeurs
dans R ayant ses points critiques intérieurs & un compact (not¢ M en
général). Dans la troisiéme section, nous imposerons de plus une condi-
tion de propreté pour les déploiements de f.

Nous traiterons en paralléle le cas des déploiements versels, ou 1’on
travaille modulo des changements de variables quelconques a la source
et au but, et le cas des déploiements d-versels (versels & droite) o I’on ne
permet que des translations au but.

Au cours de cet article, toutes les fonctions considérées seront de
classe C*, a moins que cela n’ait point de sens. Si F: A x B —» C est
une fonction qui a (a, b)e A x B associe F(a, b), on notera F, (respective-
ment F,) la fonction de B dans C (respectivement de A dans C) telle que
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264 J.-G. DUBOIS, J.-P. DUFOUR ET O. STANEK

F(b) = F(a, b) (respectivement F,(a) = F(a, b)). Si A et B sont des variétés
différentiables, C(A) désignera I’espace des applications (de classe C®)
de A dans R, C(A, B) I’espace des applications de A dans B et Diff A ’espace
des difféomorphismes de A.

1. CODIMENSION D’UNE FONCTION

L'ensemble C(R") admet une structure naturelle d’algébre unitaire
commutative induite par celle de R. Etant donnée f € C(R"), on lui associe
I'idéal Jf de C(R"), dit « idéal jacobien », engendré par les n fonctions
of/ex,, ..., 0f/0x,; Jf est 'ensemble des fonctions de R" dans R de la

forme .
Z of
X o(x) =—(x).
i=1 0x;

Soit f*:C(R) » C(R") 'homomorphisme qui associe a neC(R) la
fonction nof ; on notera If I'espace image de f*. Désignant par | la
fonction constante égale 4 1 de C(R"), on dénotera par [1] I'espace des
fonctions constantes (engendré par 1).

DeFINITION 1.1. — On appelle codimension de f, et on la note ¢(f), la
dimension du R-espace quotient C(R")/(Jf+1f); c(f)=dimg C(R")/(Jf+1f).

DEFINITION 1.17. — La d-codimension de f est donnée par
cdf) = dimg CR"/Jf + [1]).

Si g désigne la fonction constante de C(R") égale a g, on peut écrire
q = dof, ou {est la fonction constante égale a g de C(R). Ainsi gelf et
J+ 1) <Jf+ If : donc c(f) < i f).

DEFINITION 1.2. — Si g et h appartiennent a C(A, B) et S est un sous-
ensemble de A, on dit que g et h ont méme germe (de classe C*) en S si
g et h coincident sur un voisinage de S. On définit ainsi une relation d’équi-
valence sur C(A, B) dont les classes sont appelées les germes en S.

Le germe en S de fe C(A, B) sera noté fs (on dira parfois, par abus de
langage, le « germe f ») et I'ensemble de ceux-ci, Cg(A, B). L’ensemble
C(A) posséde la structure d’algebre induite de celle de C(A) lorsque I'on
passe au quotient. On désignera par .#sC(A) (ou .#; lorsque aucune confu-
sion n'est a craindre) I'idéal de Cg(A) formé des germes des fonctions nulles
sur S. On notera aussi ¢ I'idéal engendré par les produits de k germes
de ;.

Nous verrons que la codimension d’une fonction ne dépend que de son
comportement au voisinage de ses points critiques. Par la suite S désignera
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LA THEORIE DES CATASTROPHES. IV 265
I'ensemble des points critiques de f. Si S est fini, f admet un nombre fini
de valeurs critiques b, b,, ..., b, et S admet la partition
S=8 uS,u...US,
ou les points de S; sont ceux qui correspondent a la valeur b;.

LeEMME 1.1. — Lorsque S est fini, g appartient a Jf + If si et seulement
si le germe g, de g en S; appartient a (Jf + If)s, pour tout j =1, ..., p.

Démonstration. — La condition nécessaire est évidente, démontrons la
condition suffisante. Supposons que pour tout j = 1, ..., u il existe des
fonctions aj, ..., af de C(R") et n; de C(R) telles que

aj. i .
8(x) = —— (X)af(x) + n;0 f(x)
0x;

i=1

pour tout x dans un voisinage U; de S;. Quitte a restreindre les U;, on
peut supposer que U;n U, = @ et que f(U;)nf(U,) =@ pour j # k.
En modifiant les fonctions a§ hors des U;, on peut les « recoller » de fagon
a construire des fonctions a', ..., a" telles que a‘(x) = ai(x) si xeU;,
i=1...,nj=1,...,u Ceci peut se faire en annulant les a§ hors
de U; par multiplication avec des fonctions « en cloche », i. e. égales a 1
sur Uj; et a 0 hors d’un compact contenant U;. De méme, en modifiant
les n; hors de f(Uj), on peut les recoller et obtenir une fonction n € C(R)
telle que n(y) = n,(y) si yef(U;). Posons alors

Jof |
h(x) = > = () 4 ().
X .

1}

=
Ilest clair que he Jf + If et que g(x) = h(x) pour tout x dans un voisinage U
deS,ouU=U,u...uU,

Choisissons un voisinage compact V de S tel que V. < U. Pour tout x
dans le complémentaire CV dans R" de V, il existe un voisinage ouvert U(x)
de x, inclus dans CV, sur lequel 'une au moins des fonctions of /0x; est
non nulle. Considérant un recouvrement de R" par de tels voisinages et
par U, soit (¢,),ey une partition de I'unité subordonnée a ce recouvrement.
Notons (¢,),.k, K = H, les fonctions dont le support est dans U. Pour
ve H — K, le support est dans un U(x) et on peut écrire :

Comme
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266 J.-G. DUBOIS, J.-P. DUFOUR ET O. STANEK

on a

g—h=2¢v(g—h)= Z olg—h),
veH veH—-K

car la fonction g — h est nulle sur U. On arrive alors a

of Dof
—h= —hi(g — h) = —at
g z o, A& —h) o,
veH-K i=1
qui est un élément de Jf. Rapprochant ceci du fait que he Jf + If, on voit
que gelf + If.

LEmME 1.1'. — Lorsque S = {a,, ..., a,}, alors ge Jf si et seulement
si les germes de g en q, vérifient g, €Jf, pourtoutu=1,...,s.
La démonstration est analogue a celle du lemme précédent.

LEMME 1.2. — Supposons que S soit fini et soient f;, ..., f. des fonc-
tions de C(R"). Alors les classes des fonctions f;, ..., f. modulo Jf + If
forment une base de C(R"/(Jf + If) si seulement si les classes des germes
(fidss - - -» (f)s forment une base de Cy(R")/(Jf + If)s.

Démonstration. — Si les classes de fj, ...,f, forment une base de
C(R"/(Jf + If), il est clair que les classes de (f,)s, --., (f)s engendrent
Cs(RM/Jf + If)s. Pour démontrer qu’elles forment un systéme libre,

(4

supposons que la combinaison linéaire A{f)s soit dans (Jf + If)s. La

i=1
méme technique de démonstration que celle utilisée lors du lemme 1.1

<

permet de montrer que 2/1,. J: est dans Jf' + If. On peut en conclure que

i=1

LWl

la combinaison linéaire Zli( J)s est nulle, ce qui démontre la condition
nécessaire. =

Réciproquement, supposons que les classes de (f;)s, - - - (f.)s forment
une base de C¢(R")/(Jf + If)s et soit g une fonction de C(R"). On a

C

8s = Eli(ﬁ)s + b,

i=1
c

ou helf+ If : alors la fonction g — z}ff,l — h est nulle sur un voisi-

=1
nage de S. Comme lors de la démonstration du lemme 1.1, cela suffit
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LA THEORIE DES CATASTROPHES. IV 267
[

pour qu’elle soit dans Jf : alors g — z&ijg est dans Jf'+ If et cela prouve
i=1
que les classes des f;,i = 1, ..., ¢, engendrent C(R"/(Jf + If). Par ailleurs,
si les classes de ces fonctions formaient un systéme lié, il en serait de méme
pour les classes des (f;)s dans Cg(R")/(Jf + If)s. Ceci suffit & prouver que
les classes des f; forment une base de C(R")/(Jf + If), et achéve la démons-
tration du lemme. '
Ce lemme reste inchangé lorsqu’on remplace Jf + If par Jf + [1].
Nous nous plagons dans le cas ou S est fini et admet la partition intro-
duite plus haut.

LeEMME 1.3. — Supposons que pour chaque j, j =1, ..., u, il existe
une base (aj, ..., af) finie de Cs(R"/(Jf + If)s, Chonsnssons pour cha-
que o} un reprcsentant /i€ C(R") qui soit nul sur un vmsmage de S —S;.
Alors la famille de tous ces j,, i=L.aopi=1.. i, forme une
base de C(R™/Jf + If).

Démonstration. — L’application fs — (fs,, ..., fs,) est un isomor-
phisme de Cg(R") sur Cg(R") x ... x Cg (R") qui envoie (Jf + If)s sur
Jf + If)s, x ... x (Jf' + If)s,. Passant au quotient, on obtient donc un
isomorphisme de Cg(R")/(Jf + If)s sur la somme directe

@D cs®yar+ 1,
i=1

Alors on obtient une base de CS(R")/(JJ'+ If)s en prenant une « somme
directe » de bases des Cs(R")/(Jf + If)s,. Enfin, le lemme 1.2 démontre
notre résultat.

LEMME 1.4. — Soient ay, ..., a, les points critiques de jl Supposons
que pour chaque j, j=1,...,s, il existe une base finie (o], .. .,ap) de
C.,(R")/Jf,, et choisissons pour chaque o , un représentant jJ e C(R") qu1
soit nul sur un voisinage de S — { a;}. Alors la famille de tous ces f}
forme une base de C(R")/Jf.

Démonstration. — On remarque que fg — (f,, ..., ;) ihduit un
S

isomorphisme entre Cy(R")/Jfs et @Caj(R")/Jj,’,j. Le résultat en découle
=1
en utilisant la méme méthode que pour le lemme précédent.
Les résultats de ci-haut nous aménent a penser que I’étude de la codimen-
sion d’une fonction se réduit a une étude locale. Pour cela, nous intro-
duisons les définitions suivantes.

DEFINITION 1.3. — Soit a un point critique de f.
(a) On pose c(f, a) = dimg C,R"/Jf + If),.

Vol. XXIV, n°® 3-1976.



268 J.-G. DUBOIS, J.-P. DUFOUR ET O. STANEK

(b) cuf, a) = dimg C(R")/If, .

(¢) d(f, a) le plus petit entier r tel que (f' — f(a)), € Jf,.

(d) d(f, b) la plus grande valeur de d(f, a), ou a parcourt I’ensemble
des points critiques de valeur b.

LeEMME 1.5 (Lemme de Nakayama). — Soient R un anneau commu-
tatif unitaire et I un idéal de R tel que | + z soit inversible pour tout ze I.
Soient A et B deux sous-modules d’un certain R-module M tels que A soit
de type fini sur R. Alors I'hypothése

B+IASA (1.1
BoA, (1.2)

et si on a I'égalité dans (1.1) on I'a dans (1.2).

entraine

LEMME 1.6. — Soient A un module de type fini sur Cy,(R") et B un sous-
module de A tel que
dimg A/(B + #§T'A) < k. (1.3)

MEA < B. (1.4)

Un raisonnement élémentaire montre que .#, est 'idéal de Cy(R")
engendré par les germes des fonctions x; : (x4, ..., x,) — X;, donc %
est I'idéal engendré par les germes des mondmes de degré k des varia-
bles x,, ..., X,

On trouvera les démonstrations de ces deux lemmes dans [5] (lemmes 1.13
et 1.14).

Alors

LemME 1.7. — Si f est de codimension finie, alors pour chaque point
critique a les nombres c(f, a), c,(f, a) et d(f, a) sont finis et vérifient

ofs a) = ¢y f, a) — d(f, a).

Démonstration. — Supposons ¢ = ¢(f) fini et soit a un point critique
de f. Si f}, ..., /. forment un systéme de générateurs de C(R") modulo
Y+ 1 (fDa - --» (J.), forment un systéme de générateurs de C,(R") modulo
(Jf + If),. 1l en résulte que c(f; a) < c.

Au voisinage de a, tout élément de If s’écrit
neof(x) =4 + 4(f(x) — f(a) +

oo ) = f(@) + (f(x) — f@)*" h(x),
ol g = c({, a), en utilisant une formule de Taylor. Considérons I'idéal .#2?
de C(R"),oua=(a,, ..., a,) : il contient tous les germes de mondmes de

degré 2 de la forme A(x; — a;)(x; — a;). Comme a est critique, on peut
écrire

Jx) = fla) = 2 Aif(x) (x; — a) (x; — a))

-
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LA THEORIE DES CATASTROPHES. IV 269

en utilisant une formule de Taylor. Donc (f — f(a)), € .#2 et on peut
écrire

Yot Vo Vot [l (f=f@) -, (f = f(@)F] + M2
ou [1,(f—f@)y -, (f— f(a)?] désigne le R-sous-espace de C,(R")
engendré par les germes en a de la fonction constante égale a 1 et des
fonctions (f — f(a))’, 1 < p < g. Soit alors (g,),, - - -, (g,), une base de C(R")
modulo Jf, + 1f;; (8)a - - - (8e 1o (f = f(@)s - .., (f — f(a))] forment

ainsi un systéme de générateurs de C,(R") modulo Jf, + .#2*2. On a donc
dimg C,R"/(Jf, + M2*?) <2q + 1 ;
et alors, grace au lemme 1.6, on peut écrire
M I, . (1.5)
On en déduit que d(f, a) est fini et que
Vot Vo= + 1o (f = @)y ... (f = f@)];

d’ou le résultat escompté.

DEFINITION 1.4. — Si f et g sont dans C(A, B), nous dirons que f est
équivalente a g, et noterons f ~ g, s’il existe he Diff A et ke Diff B tels
que goh=kof.

DEFINITION 1.4'. — Nous dirons que | est d-équivalente a g, noté f ~ g,
si f~ gavec k =1d. )

DEFINITION 1.5. — Si M < A et N < A, nous dirons que f est, au
voisinage de M, localement équivalente ¢ g au voisinage de N §’il existe
des difféomorphismes h d’un voisinage de M sur un voisinage de N et k
d’un voisinage de f(M) sur un voisinage de g(N) tels que goh = kof.
On notera f, M ~ g, N.

DEFINITION 1.5'. — Nous dirons que f est, au voisinage de M, locale-
ment d-équivalente d g au voisinage de N si /, M ~ g, N avec k = Id. On
notera f, M ~ g, N.

DEFINITION 1.6. — Nous dirons que la fonction f est k-déterminée
enaeR"si f,a ~ f®, a, o0 f® désigne le développement de Taylor de f
en a tronqué a l'ordre k.

LemMmE 1.8 (Mather). — Si #¥ < M4Jf, + 45!, alors [ est k-déter-
minée en a.
Pour la démonstration, nous référons & [5] (théoréme 2.6).

CorOLLAIRE 1 .1. — Si f est de codimension finie ¢, alors f est au moins
2(c + 1)-déterminée en chaque point critique.
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270 J.-G. DUBOIS, J.-P. DUFOUR ET O. STANEK

Démonstration. — Ce corollaire découle de la formule (1.5), du fait
que g < ¢ et du lemme 1.8.

REMARQUE 1.1. — Si f est de codimension finie, on a 4N < Jf,, pour
un certain N, en chaque point critique. Cela permet de travailler modulo .#N
lorsque 'on cherche une base de C,(R"/Jf, ou de C,(R"/Jf + If), Ce
qui veut dire en fait qu’il est suffisant de chercher cette base parmi les
germes de polyndmes de degré < N.

LeEMME 1.9. — Si f est de codimension finie, ses points critiques sont
isolés et donc en nombre fini.

Démonstration. — Remarquons d’abord que si (u,) et (v,) sont deux suites
disjointes de points tous distincts de R" qui convergent vers q, il existe une
fonction g e C(R") telle que g(u,) = 0 et g(v,) # 0 pour tout n. Pour le
voir, on construit par récurrence une famille de boules disjointes B, de
centres v,, de rayons strictement décroissants r, et qui ne rencontrent
pas {u,; neN}. On prend alors

g(x) = Ze‘”’"dJ(x—: v") :

ou ¢ est une fonction « en cloche » appartenant a C(R"), nulle hors de la
boule unité et égale a 1 sur un voisinage de 0.

Supposons maintenant que le point critique a de f ne soit pas isolé,
c’est-a-dire qu’il existe une suite (a,) de points critiques de f, tous distincts,
qui converge vers a. On extrait alors de (a,) une famille dénombrable de
sous-suites disjointes que Ion note (a2),.n, p € N. Ceci est toujours possible
a laide d’une bijection de @ sur N. A chacune de ces sous-suites, on associe
une fonction f, € C(R") construite de fagon que f,(af) = 0 si p # g. Cette
construction est possible grice a la remarque du début.

Il reste & voir que les germes en a des fonctions f, sont linéairement
indépendants modulo Jf,. Soit

r

g = le_}p,
i=1

une combinaison linéaire de ces fonctions et supposons g € Jf,. On a alors

glx) = z 5= (%) )hi(x)

sur un voisinage de a. En particulier, g(af) = 0 pour tout n assez grand
et tout p. Or g(a?') = 4,f,(a?), donc A; = 0 pour tout i. Ceci prouve que la
famille des classes modulo Jf, des (f,), est libre, en contradiction avec le
fait que C,(R")/Jf, est de dimension finie selon le lemme 1.7.
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LEMME 1.10 (Sergeraert). — La fonction f est de codimension finie
si et seulement si elle admet un nombre fini de points critiques a pour
lesquels les c¢,( f, a) et d(f, a) sont finis. De plus, on a alors

of) = ch(ﬁ a) — Z d(f, b).
aeS bef(S)

Démonstration. — Les lemmes précédents prouvent que si f est de
codimension finie, elle n’a qu’un nombre fini de points critiques pour
lesquels c,(f, a) et d(f, a) sont finis. Réciproquement, plagons-nous dans
ces conditions. Du lemme 1.4, on a

dimg C(R")/Jf = Z dimg C,(R")/Jf,, = Zfa(ﬂ a),

qui est finie selon le lemme 1.7. Comme
c(f) = dimg CR"/Jf + If) < dimg C(R")/Jf,
la premiére partie du lemme est démontrée.

Pour la deuxiéme partie, compte tenu du lemme 1.3, il suffit de démontrer
que

dimg Cy(R")/(Jf + 1f)s = 264(1; a) — d(f, b)

aeS

dans le cas ou f(S) = {b}. Par définition de d = d(f, b), (f — by elfs,
mais (f — b)s~ ' ¢Jfs. Sigelf,ona

gx)=nof(x)= Ao + A, (f(X) = b) + ... + A—y(f(x) — b)*"!
+ (f(x) — b)'h(x) ;
gs=ro+ A(f—b)s+ ... + A4 y(f— B!
modulo Jfs. Alors
U+ 1 =s ® [1s (f = blss -, (f = BE™'] (1.6)
et I'on arrive a
dimg Cy(R")/Jfs = ZCAJ; a) = dimg Cy(R"/(Jf + If)s + d ;

aeS

donc

ce qui suffit pour terminer la démonstration du lemme.
De méme, nous pourrions démontrer le lemme suivant.

LeMME 1.10’. — La fonction f est de d-codimension finie si et seulement
si elle admet un nombre fini de points critiques a pour lesquels les c,( f, a)
sont finis. On a alors

calf) = (ch(ﬂ a)) - L

aeS
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En particulier, c,(f) est fini si et seulement si ¢( f) I'est.

LEMMEL.1l.—Si f,a ~ f*, &, alors c(f, a) = c(f”, @), cy(f, a)=c,(f', ")
etd(f, a) = d(f’, a').

Démonstration. — Supposons que f,, ..., f. forment une base de
CaAR"/If" + If"),. Toute fonction Ae C(R") s'écrit alors, sur un voisi-

nage de o',
X—ZAJ. Z—a’+no]’
of eh™ 1y .
oh = "Oh oko
A Z EaXI 5, a +n g

etles fiohi=1,...,¢ engendrent C,(R™M/(f + If),, car toute fonction
de C(R") peut s’écrire selon 4o h au voisinage de a. Par symétrie, on voit
que ¢( f, a)=c(f", a’). Un raisonnement analogue améne a c,( f, a)=c,(f’, a’).
Par le lemme 1.7, on a finalement que d(f, a) = d(f’, a’). Ce qui démontre
le lemme.

On déduit de ce lemme que si f ~ g, alors ¢(f) = c(g) et ci(f) = cu(g).

Ainsi

ExXeMPLE 1.1. — Dans le cas n = 1, ¢,(f, a) = i si et seulement si
flay=f"a)= ... =fNa)=0#f""Na).

En effet, par la formule de Taylor, cette derniére condition est équivalente

! S6) = f(@) = (x — @) *'r(x)
avec r(a) # 0. Les difféomorphismes locaux h:x — (x — a)/r(x) et
k :y +— y — f(a) échangent f,au voisinage de g, et la fonction x'*! : x > x'*!
au voisinage de 0. Alors d’aprés le lemme précédent, on a ¢,(f, a)=c,(x'*!, 0)
etd(f, a) = d(x'*1, 0). Or dans le cas ou f(x) = x‘*!, Jf est I'idéal engendré
par x' et il est clair que les germes des fonctions 1, x, ..., x{~! forment
une base de Cy(R)/Jfo, d’ou c,(f, a) = i.

Comme de plus x'*!' e Jf, d(f, a) = 1. Il s’en suit que pour toute valeur
critique b on a d(f, b) =1 et

of) = ch(f; a) —

aeS

ou u est le nombre de valeurs critiques.

Revenons au cas ou n est quelconque. Travaillant a équivalence pres,
nous pouvons supposer que a = 0 et que f(a) = 0. Nous désignerons
par f, le polyndme des termes de degré g dans le développement de Taylor
de f au voisinage de 0.
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LEMME 1.12. — Si f, est une forme quadratiqué de rang n — p et d’in-
dice i (nombres de signes — dans une décomposition en carrés), alors

. 2 2 2 2 2
SO0~v = Xpuy = Xpea — oo = Xpui F Xpuier o + x5, 0,

ou v est une fonction des p premiéres variables dont le développement
de Taylor commence par des termes de degré au moins 3.

Il existe plusieurs démonstrations de ce lemme dans la littérature ;
on pourra en trouver une dans [5] (lemme 5.12).

LEMME 1.13. — Le point a sera un point critique non dégénéré de |
si et seulement si c(f, a) = 0, et dans ce cas ¢,(f, @) = d(f, a) = |.

Démonstration. — Si a est critique non dégénéré, le rang de f, est n et,
d’aprés le lemme précédent, on peut raisonner avec

f=Ext+x3+ ... £x]

au voisinage de 0. Alors Jf, est I'idéal engendré par x,, ..., x, : Cest 4,
et le résultat suit puisque C(R")/.#, ~ R.
Pour la réciproque, supposons que a est critique dégénéré. On peut
alors travailler avec
f=vtxii ... xx2,

p = 1, au voisinage de 0 ; d’ou Jf, est engendré par les germes de
OV[0Xy, ..., OV[0Xpy Xpyys « ey Xy

Alors ¢4(f, 0) = c,(v, 0), car tous les mondmes corntenant 'une des n — p
derniéres variables sont dans Jf; (cf. remarque 1.1). Il est clair que 1 et x,
au moins sont indépendants modulo Jv, dans Cy(RP?), car les polyndmes
Ov/0x; n’ont pas de termes de degré inférieur a 2 pouri =1, ..., p; alors
c4(v, 0) > 1. Or si ¢(f, 0) = 0, la formule (1.5) ameéne a .#, < Jf, et donc,
en particulier, & c¢4(f, 0) < 1; d’ou contradiction et on a ¢(f, 0) > 0. Ce
qui termine la démonstration du lemme.

De ce lemme nous pouvons tirer le résultat suivant : si b est une valeur
critique de f correspondant au seul point critique a et si g est non dégénéré,
ce point critique n’ajoute pas de codimension & f. Cela résulte clairement
de la formule de calcul de ¢(f) établie par le lemme 1.10. En particulier,
une fonction de Morse est de codimension 0. Nous appellerons points
critiques déterminants de f I'ensemble de ses points critiques autres que
ceux-la. Un exercice améne a voir que f ne posséde pas plus de 2¢(f)
points critiques déterminants. De méme il est clair, par le lemme 1.10,
que [ ne posséde pas plus de c¢,(f) + 1 points critiques.

2. DEPLOIEMENTS VERSELS

DEFINITION 2. 1. — Un déploiement de fe C(R") relatif & un compact M
de dimension k en 0 est une application F: ¥ x & — R, ou € est un
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voisinage de 0 dans R* et & un voisinage de M dans R”, qui & (u, x)e € x &
associe F(u, x) de sorte que F(0, x) = f(x) pour tout x dans M.

La donnée de F est équivalente a la donnée du champ de fonctions
u — F,; on peut aussi considérer que F est une déformation a k para-
meétres de f. A tout déploiement F, nous associerons I'application F définie
par F(u, x) = (u, F(u, x)) & valeurs dans R* x R.

Soit G : (v, x) — G(v, x) un autre déploiement de f relativement
a M en 0, mais de dimension s qui peut étre différente de k, et soit p: R,
0 — R 0 une application locale, c'est-a-dire définie sur un voisinage
de 0 et telle que p(0) = 0.

DEFINITION 2.2. — Nous dirons que G est induit par F a l'aide de p
s'il existe un diagramme commutatif

¢xé& S gxyv
1;* K 2.1)
€ x & - @ x v
ou % et €’ sont des voisinages de 0 respectivement dans R* et R¥, & et &’
des voisinages de M dans R", ¥~ et ¥ des voisinages respectifs de
G({0} xM) et F({0} x M) dans R. On impose en outre que
H(v, x) = (p(v), h(v, x)) e R* x R", que K(v, y) = (p(v), k(v, ) e R* x R
(c’est dire que H et K conservent les fibres des fibrations triviales (u, x) — u
et (u, y) — u), ou les h, sont des difféomorphismes d’un voisinage de M
sur un voisinage de M pour tout ve € avec h, = Id et les k, des difféo-
morphismes d'un voisinage de G,(M) sur un voisinage de F (M) avec
ko = Id
Remarquons que G est induit par F a I'aide de p si G,, M ~ F,,,, M pour
tout v proche de 0 et que les difftomorphismes h, et k, qui réalisent cette
équivalence dépendent différentiablement de v.

DEFINITION 2.2'. — Nous dirons que G est d-induit par F si G est induit
par F et si de plus k, est pour tout v une translation. Le diagramme (2.1)
ainsi obtenu sera alors dit du type (2.1°).

DErFINITION 2.3. — Nous dirons que le déploiement F est équivalent
au déploiement G, et noterons F =~ G (rel. M) ou F ~ G, s’il existe un
diagramme du type (2. 1) ou H et K sont des difféomorphismes (ou, ce qui
revient au méme, p est un difféomorphisme local).

DEFINITION 2.3’. — Si de plus le diagramme est de type (2.1’), on dira
que le déploiement F est d-équivalent au déploiement G ; on écrira F 5 G.

Notons que F~ G ou F 5 G entraine que s = k. Nous définirions

les déploiements de f en u,e€R* de maniére analogue en remplagant
partout 0 par u, Dans les diagrammes du type (2.1), il faudrait alors
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imposer que p envoie v, sur u,, etc. Sauf mention du contraire, tous nos
déploiements seront considérés en 0.

DEFINITION 2.4. — Un déploiement F de f sera dit versel (resp. d-versel)
si tout autre déploiement de f peut étre induit par F (resp. d-induit par F).

REMARQUE 2.1. — On réservera le terme universel (resp. d-universel)
aux déploiements versels (resp. d-versels) de dimension minimale, i. e. a
ceux dont la dimension est la codimension (resp. la d-codimension) de f.
En effet, on pourra voir plus loin que les déploiements versels ne sont pas
uniques.

DEFINITION 2.5. — Un déploiement F(u, x) de f de dimension k en 0
sera dit infinitésimalement versel (resp. infinitésimalement d-versel) si les
classes des k fonctions (0F/du,)o, ..., (0F/0u), modulo Jf + If (resp.
Jf' + [1]) engendrent C(R")/(Jf + If) (resp. C(R"/(If + [1])).

On remarque que si f admet un déploiement infinitésimalement versel
(resp. infinitésimalement d-versel) de dimension k, f est de codimension ¢
(resp. de d-codimension c;) < k.

THEOREME I. — Si F et G sont deux déploiements infinitésimalement
versels (resp. infinitésimalement d-versels) de f de méme dimension,
alors ils sont équivalents (resp. d-équivalents).

Les trois sous-sections qui suivent sont destinées a démontrer ce
théoréme.

2.1. Préliminaires algébriques

Soient ¢ : R - S un homomorphisme d’anneaux commutatifs et
unitaires, I et J des idéaux de R et S respectivement tels que ¢[I] < J,
¢’ : R/ - S/J ’homomorphisme évident induit par ¢. Si a: A — C
est un homomorphisme (de groupe) entre le R-module A et le S-module C,
on dira que o est au-dessus de ¢ si a(ra) = @(r)u(a) pour tout ac AetreR.

DEFINITION 2.6 (Tougeron [8]). — Nous dirons que ¢’ est une contrac-
tion adéquate de ¢ si pour tout R-module A de type fini, tous S-modules B
et C, C de type fini, tout homomorphisme a : A —» C au-dessus de ¢ et
tout S-homomorphisme f§: B — C, I’hypothése

o[A] + BBl +J.C=C
implique
«[A] + B[B] = C,
ofI.A] + B[J.B] =1J.C.

LEMME 2.1 (Théoréme de préparation de Mather). — Soient U et V
deux variétés différentiables, N une sous-variété ferméede V, f : U —» V
une application transverse a N telle que M = f~![N] # @. Posons
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R = Cy(V), S = Cy(U) et soit ¢ : R —» S 'homomorphisme induit par f.
Notons I et J les idéaux respectifs de R et S formés des germes des fonctions
nulles sur M et N respectivement. Alors ¢’ : R/I — S/J est une contrac-
tion adéquate de ¢.

On trouvera une démonstration de ce lemme dans [8] (théoréme 3).
Cette démonstration utilise comme outil essentiel le théoréme de division
de Mather [9).

Soient R’, R et S trois anneaux commutatifs et unitaires, I’, I et J des
idéaux respectifs de R’, R et S, ¢ : R - S un homomorphisme tel que
¢(l) = Jet y: R’ > R un homomorphisme tel que y(I') = L.

LEMME 2.2. — Supposons que ¢’:R/I — S/J et y:R'/I” - R/I
sont des contractions adéquates respectivement de ¢ et . Alors si A’
est un R’-module, A un R-module, C un S-module, tous trois de type
fini, et B un S-module quelconque,sia’: A’ - Ceta: A — C sont des
homomorphismes au-dessus de ¢ oy et ¢ respectivement, si §: B —» C
est un S-homomorphisme, ’hypothése

o'[Al + a[A] + B[B] + J.C=C (2.2)

entraine
o'[A"] + «[A] + B[B] = C. (2.3)
Démonstration. — Raisonnons dans un premier temps avec B = 0.

Construisons un R-module de type fini par le produit tensoriel
A” = A’ ®g. R sur R’, ou R est muni de la structure de R’-module induite
par ¢. Définissons a” : A” — C par a"(a’ ® r) = ¢(r)a’(a’). 1l est facile
de vérifier que cette définition est cohérente et que o’ est un homomor-
phisme au-dessus de ¢ ; de plus, a”’[A”] o a'[A’] et a”[[.A”] > &'[I'. A"].
Alors a” =a”" @a: A" @A - C est un homomorphisme au-dessus
de ¢. L'équation (2.2) devient

o'[A'] + «[A] + J.C = C, (2.4)
donc
«"[A" @Al +J.C=C.

Comme ¢’ est adéquate, on en déduit que

(X'"[A" @ A] =C ,
«"[I.A" @A) =J.C.

La premiére équation entraine que C est de type fini quand on le considére
comme module sur R (4 l'aide de ¢); la deuxiéme équation implique que
J.C < I.C (notation évidente), donc J.C =1.C.

Revenons a la formule (2.4) : elle entraine que

o'[A] + «[A] + I.C =C.
Considérant C comme un module (de type fini) sur R, &’ est un homo-
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morphisme au-dessus de et « un R-homomorphisme : le fait que ¥’ soit
adéquate entraine que

o?'[A] + a[A] = C.
Cela prouve le lemme dans le cas B = 0. Si B est non nul, on emploie le
méme type de démonstration en remplagant C par C' = C/f[B].

2.2. Lemmes préparatoires

LEMME 2.3. — On note (t, x) un pointde R x R™. Soit G: R x R™ — R”.
On suppose qu'il existe des fonctions 4, : R x R" - R, i=1,...,m,
pi:R xR - R, j=1,...,p, telles que

aGJ.”)_'"aG,.{ Yift, x G(t 2.5
6{ (7' = T\‘i(ax/tj(rv \)+#J(t’ (ax)) ( . )

pour toute composante G; de G, j = I, ..., p. Alors pour tout x,€R"
il existe un voisinage U de x,, un voisinage V de G(0, x,), un nombre réel
¢ > 0, des diffeomorphismes H, et K, définis respectivement-sur U.et V
et pour tout te R tel que |t| < ¢ avec Hy = Idy et Ko = Idy, tels que

K/ Lo G, o Hi(x) = Go(x). (2.6)

De plus, les courbes t — H,(x) et t — K,(y) sont des courbes intégrales
des champs dépendant du temps définis respectivement sur R™ par

Mty X) = (A4(t, X), ..., Anlt, X)) et sur R? par u(t, y) = (uy(t, y), ..., u,(t, ).

Démonstration. — Le théoréme d’existence (et d’unicité) locale des
solutions d'un systéme d’équations différentielles affirme que les champs
— A et u admettent des courbes intégrales respectives t — ¢(t, x) et
t — Yl(t, y) telles que @0, x) = x, Y(0, y) = y, définies pour |t| <,
x sur un voisinage U de x,, y sur un voisinage V de G(0, x,). Il suffit donc
de prendre H,(x) = ¢(t, x) et K(y) = y¥(t, y) pour définir des difféomor-
phismes du type de ceux que I'on cherche. Notons que I'on peut alors
écrire

¢H oK,
6—{'(H,‘ () = — At, %), ar'

(K (y) = p(t, y) 2.7

par définition des intégrales des champs.
Il nous reste a vérifier (2.6). Comme H, = Idy et K, = Idy, il suffira
de montrer que K, ! o G, o H, est indépendant de ¢, donc que

4 -1
= (K72 G,oHx)) = 0
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pour tout x voisin de X, et tout t tel que | t| < ¢. Avant de calculer cette
dérivée, remarquons que

0 t
5} (Pr ° Ql)(x) (TP )Q.(x) aQ (x) + (Q (X))

pour tout couple convenable de fonctions (t, x) — Q,(x) et (t, y) — P(y),
ou on désigne par (TF), I'application linéaire tangente a F en z. En parti-
culier,

K ! K old
_t =1 _t =
p) (K{(y) + (TK, )K,(y) ot (y) = o —((y) =0
et
BK"
(y) = — (TK~ (K ().

Alors
. B 2 -
6_t (Kr °G,o Hr)(x) = (TK: )G,oHt(x) a_t (G, o H)(x) (X))

) OH, 1, 0G0 aK ) ,

= (TK{ l)G,(x’)I:(TGr)x' a_t'(Ht l(x ) + —6_1“( )__g;(Kt ! OG‘(X ))il

avec x’ = H/(x). Utilisant (2.7), '’expression entre crochets devient

0G
— (TG, At, x’' !
(TG), (tx)+at

(x") = ult, G(x)).
Enfin, il est clair que (2.5) implique que cette expression est nulle.

LeEMME 2.4. — Soient F et G deux déploiements en 0 de f de dimen-
sion k relatifs & un compact M. Si F est infinitésimalement versel et si
(0G/du;)g — (OF/0u;)o € Jf + 1f pour j=1, ..., k, alors F = G (rel. M).
Le méme lemme reste vrai en remplacant versel par d-versel, Jf + If
par Jf + [l]et F~ G par F 5 G.

Démonstration. — On considére F, = F + (G — F), ou t [0, 1]. Alors

G- )= (G- G

et il est clair que, pour tout ¢, F, est un déploiement infinitésimalement
versel de f (= F,)). Comme F, = F et F, = G, a cause de la connexité
et de la compacité de [0, 1], il suffit de montrer que F,  est équivalent & F,
pour tout ¢ voisin de t,, en particulier de t, = 0, pour obtenir le résultat.
Pour y arriver, I'idée centrale est de construire des difféomorphismes H,
et K, tels que K; ' o F,o H, = F en utilisant le lemme 2.3. Seulement le
probléme se complique du fait que I'on veut des difffomorphismes H, et K,
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satisfaisant les propriétés du diagramme (2.1). Cela nous oblige a imposer
des restrictions sur les champs A et u a partir desquels nous construirons
H, et K,.

Premiére étape : construction des champs. — Nous déterminerons I’exis-
tence de fonctions X!, X?, ..., X" définies sur un voisinage de 0 x 0 x R"
(variables (¢, u, x)), de fonctions E!, E2, ..., E¥ définies sur un voisinage
de (0, 0)dans R x R*, d’une fonction Y définie sur un voisinage de 0 x 0 x R
dans R x R*x R (variables (t, u, y)) telles que

%(u, x) = (F — G)u, x) = Z%}%(a, X)X(t, u, x)

0F )
+ Za—u‘(u, X)Ei(t, u) + Y(t, u, Fu, x)). (2.8)
=

Pour cela, nous utiliserons le lemme 2.2 avec les notations suivantes.
On pose

R, = C(O,O)(R X Rk), R = COXOXIR(R X Rk X R),

S = Coxoxrn(R x R* x R,
I' = ‘/”(O,O)R" I = '/”OXOXIRR et J = '/”OXOXIR"S‘

On prend pour ¢ : R - S I’homomorphisme induit par F :

RxRxR - RxRxR
tel que F(t, u, x) = (t, u, F,(u, x)). L’application F vérifie les hypothéses
du lemme 2.1, donc ¢’ : R/l — S/J est adéquate. On prend ¥ : R” - R
’homomorphisme induit parz : R x R*x R — R x R¥ tel que n(¢, u, x)=(t, u).
Pour les mémes raisons, ' : R’/I’ — R/I est adéquate. On pose A’ =(R"),
A=R,B=5"etC=8S. On définit o’ : A’ — C de la maniére suivante :
si 8 est un élément de A’ représenté par le k-uple de fonctions (8%, . .., ),
o'(f) sera le germe en 0 x 0 x R" de la fonction qui a (¢, u, x) associe

la valeur '
oF, .
— (u, x)p'(t, u).
ou;

=1

On définit  : A —» C de la fagon suivante : si 77 est un élément de A repré-
senté par une fonction #, a(7f) sera le germe en 0 x 0 x R" de la fonction
(t, u, x) — n(t, u, F(u, x)). On définit §: B - C comme suit : si & est un
¢élément de B représenté par le n-uple de fonctions (a', ..., a), B(@) sera
le germe en 0 x 0 x R" de la fonction

O OF, _
(¢, u, x) = (u, x)a'(t, u, x).
L 0x;
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Nous prouverons maintenant qu’avec ces notations nous avons (2.2).
Soit Z un élément quelconque de C représenté par une fonction z. Fixant
les variables ¢ et u a la valeur 0, la fonction x +— z (0, 0, x) est dans C(R").
Comme F, est infinitésimalement versel, on peut alors écrire

n k
2(0, 0, x) = Z @(0, X)EH(x) + Z @(O, x)B' + A(F 0, x)).
£ 0x; Ou;

= j=

On pose

dF, . \ JF, .
h(t, u, x) = ;9;(“’ x)a'(x) + b;(u, x)B’ + 7(F(u, x)).

i= =

Alors la fonction k(t, u, x) = z(t, u, x) — h(t, u, x) est telle que k(0, 0, x) = 0
pour tout xeR": son germe k en 0 x 0 x R" est donc dans J = J.C.
I est clair que le germe hen0 x 0 x R"de h est dans a '[A] + «[A] + B[B],
alors 7= h + k est dans o’[A"] + ofA] + B[B] + J. C et donc que (2.2)
est vérifiée.

Les hypothéses du lemme 2.2 sont toutes vérifiées, on en conclut que
o'[A'] + a[A] + B[B] = C. (2.9)

Ceci entraine que toute fonction (t, u, x) — z(t, u, x) s'écrit, au moins
sur un voisinage de 0 x 0 x R", comme le dernier membre de (2.8). Ce
qui prouve en particulier la formule (2.8).

Deuxiéme étape. — Nous montrerons que 'on peut imposer en outre
Xit, 0, x) = Ei{(t, 0) = Y(£,0,y) = 0 (2.10)

pour tout t, x et y dans les domaines qui nous intéressent. Pour cela, on
remarque d’abord que si L(u, v) est une fonction de u € R¥ et v € RY, g quel-
conque, telle que L(0, v) = 0 pour tout v, on peut écrire

k

L(u, v) = Zm‘br(L)(u, v),
r=1
ou @ (L) est une fonction de u et v. En effet, on a

L(u, v) = L(1u, v) — L(Ou, v)
= j diL(tu v)dt

Yela

F(0, x) — G(0, x) = 0,

En particulier
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donc
k

F(u, x) — G(u, x) = Zu,(b,(u, X). (2.11)

r=1

Par (2.9), on a

- . JOF ;
D (u, x) = z%(u, X)X (t, u, x) + Za_u‘.("’ X)ENt, u) + Y, (¢, u, Fi(u, x))

i J

i=1 Jj=1
sur un voisinage de 0 x 0 x R". Revenant a (2.11), on peut écrire la for-
mule (2.8) avec

Xit, u, x) = u,Xit, u, x),

-

r=1

Ei(t, u) = Zu,E{(l, u),

r=1

= I

k

Y(t, u, y) = Zu,Y,(t, u, y).

r=1
La condition (2.10) est alors vérifiée.

Derniére étape : construction de H, et K,. — Pour nous placer dans les
hypothéses du lemme 2.3, on pose R¥ x R" = R™, R* x R = R et on
prend pour G la fonction (¢, u, x) — (u, F(u, x)). On pose

A=(E', .. EL XY, .., XY, p=(—EY ..., —EXY):

alors (2.5) est vérifiée car pour j = 1 cette relation n’est autre que (2.8)

et pour j > 1 elle devient 0 = 0. Nous pouvons alors appliquer la conclu-

sion du lemme 2.3 : pour tout x € R", il existe un voisinage U, de 0 dans R*,

un voisinage V, de x dans R" et un nombre &, > 0 tels que la conclusion

du lemme 2.3 tienne avec U = U, x V,, x, = (0, x), ¢ = ¢,. On étendra H,

a un voisinage de {0} x M et K, a un voisinage de G,({0} x M). Pour

cela, on recouvre le compact M par un nombre fini de V,, par exemple

q
Vip ooes qu, et on pose W = mUXi, e = i:ilnf . &, On peut alors
i=1

« recoller » les difféomorphismes locaux H, que nous donnait le lemme 2.3
q

pour obtenir des difffomorphismes H, de domaine W x Uin pour
i=1

|t| < e Le fait que t — H,(x) soit une courbe intégrale et I'unicité¢ des

intégrales assurent la possibilité de cette opération. Par un raisonnement

analogue, on étend les diffeomorphismes K, de fagon qu’ils soient définis
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sur un voisinage de G,({0} x M) pour |¢]| < ¢ ou 'on doit peut-&tre
restreindre encore ¢. De plus, par le méme calcul que dans la démons-
tration du lemme 2.3, la conclusion (2. 6) est valable pour tout (u, x) dans
un voisinage de {0} x M et I'on a bien sur ce voisinage

K 'oFo.H =F
pour || <e.
Il reste a vérifier que H, et K, sont de bons difféomorphismes vérifiant
les propriétés requises dans les diagrammes de type (2.1). Notons

H(u, x) = (H!(4, x), ..., HXu, x), h}(u, x), ..., hu, x)).

Comme H,(u, x) est obtenu par intégration du champ A, on a en parti-
culier que ¢t — HJ(u, x) est déterminée par I’équation

0 .
5 o ) = Et, y(1)

avec y(0) = u;. On obtient donc une courbe indépendante de x et
Hj(u, x) = p)(u). On a le méme résultat pour K, et on peut ainsi affirmer
que H, et K, conservent les fibres des fibrations (u, x) — u et (u, y) — u.
Enfin (2.10) implique que H,, = Id et K,, = Id. Ceci suffit a démontrer
le lemme dans le cas des déploiements infinitésimalement versels.

Pour démontrer le lemme dans le cas des déploiements infinitésimale-
ment d-versels, on utilise la méme technique, mais pour avoir des K, conve-
nables il faut établir une formule (2.8) dans laquelle Y ne dépend plus
que de ¢ et u. Il est clair que ’on peut obtenir cette formule par la méme
technique en prenant A =0, A’ = (R)**! et

k

oF )
(B .., B = Za—u'(u, X)Bie, u) + BETHE, w).
=

On voit que le lemme 2.2 n’est pas nécessaire dans ce cas.

2.3. Démonstration du théoréme I

Montrons d’abord que si (f;, ..., f) €t (g1, - - -, &) forment deux sys-
témes de générateurs d’'un R-espace E, il existe toujours une matrice inver-
sible (a})iZ] -k & coefficients réels, telle que

,,,,,

k

jj = za;gl s

i=1
j=1, ...,k Pour cela, on sélectionne parmi ces deux systémes deux

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Section A



LA THEORIE DES CATASTROPHES. IV 283

bases de E, par exemple (f}, ..., f,) et (g, . -, g,); il est clair qu’il existe
une matrice inversible (a})iZ]2 qui échange ces bases. Par ailleurs,

.....

P

Ji—8 = Ebj'gi

i=1

pour tout j > p. On peut alors compléter la matrice (a}) en posant a; = bf
pour j=p+1,....,keti=1,...,p, al=1 pourj> p et ;=0 pour
tous les autres coefficients, et ainsi obtenir une matrice qui convient.
Soient maintenant F et G deux déploiements infinitésimalement versels
de f de méme dimension k. Posons f{(x)=0F/duf0, x) et g{x)=dG/ou0, x)
pour j =1, ..., k. Considérons I'application linéaire p: R* — R* qui
admet pour matrice (dans la base canonique) la matrice (aj) donnée dans
le paragraphe précédent. Considérons les deux déploiements de f définis

par
k

F(u, x) = f(x) + zu,-f} (x)
et =

Gu, x) = f(x)+ ) u;g;(x).

-

J=1

On a que F ~ G puisque I'on peut construire un diagramme du type (2. 1)
en prenant H(u, x) = (p(u), x) et K(u, y) = (p(u), y). Finalement, par le
lemme 2.4, F~xFet GxG.

2.4. Equivalence entre versalité et versalité infinitésimale

LEMME 2.5. — Soient (u, x) — F(u, x) et (v, x) — G(v, x) deux déploie-
ments de f de dimensions respectives k et s. Si G est induit par F a l'aide
de p:v— (p'), ..., pHv)), ou v = (vy, ..., vy), alors

k

op’ JoF G
§el) -2
51), 5u1 0 aUr 0
i=1
modulo Jf + If, pour r = 1, ..., s. De plus, si G est d-induit par F, on
peut remplacer If par [1].

Démonstration. — 11 existe entre F et G un diagramme du type (2.1) :
on peut donc écrire

F(p(v), h(v, x)) = k(v, G(v, x)).
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Dérivant en v = 0 les deux membres de cette €quation par rapport a v,,
nous obtenons

k
Z F " z '
_6 (0, h(0, x)) *ah 0, x) + _6F (0, h(0, x)) o 0)
0x; v ou;

¢ i r /4 617,
= ji=1

ok ok G
=—(0,f — (0, f(x))—1(0, x).
au,( J(x) + ay( J(x) au,( X)
Compte tenu des hypothéses, cette équation devient
k n

op’ oF oG of [oh ok _
2.an (), = (), - 2 ).+ (&),
. 1(?v, ou;/, /o ¢ laxi 0v./¢ 0v,/o
Jj= t=
ce qui démontre le lemme dans le cas versel. Le lemme est aussi démontré

dans le cas d-versel, puisque (0k/dv,), est une fonction constante indé-
pendante de y.

TrHEOREME II. — Un déploiement F est versel (resp. d-versel) si et seule-
ment s'il est infinitésimalement versel (resp. infinitésimalement d-versel).

Démonstration. — Versel entraine infinitésimalement versel. Soit ge C(R"
et considérons le déploiement de f défini par G, X)=f+ vg, veR.
Si F est versel, alors G peut étre induit par F et le lemme précédent affirme

alors que x
oF
3 l-
& Z J<auj)0

modulo Jf + If. Ainsi la classe de g dans C(R")/(Jf + If) est une combi-
naison linéaire des classes des (OF/du )o- Ceci étant vrai pour tout g, F est
infinitésimalement versel. Le méme raisonnement vaut dans le cas d-versel.

Infinitésimalement versel entraine versel. — Soit (u, x) — F(u, x) un
déploiement infinitésimalement versel de f de dimension k et soit
(v, x) = G(v, x) un autre déploiement de f de dimension g. On définit
un nouveau déploiement G de f en posant

k

oF

G(u, v, x) = G(v, x) + Zuj—(o, x).
- ou;

On remarque que G est induit par G a l'aide de piv > (v, 0). Il reste a
montrer que G est induit par F. Il est clair que G est infinitésimalement
versel car _

0G

oF
—(0,0, x) = —(0, x).
(0.5 = 50,
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Considérons le déploiement F(u, v, x) = F(u, x) induit par F a laide
de p:(u, v) — u. Or F est lui aussi infinitésimalement versel de fagon
évidente et de méme dimension que G. Le théoréme I prouve que G ~ F,
donc G est induit par F. Ce qui termine la démonstration du théoréme II.

Un corollaire évident est que deux déploiements versels de méme dimen-
sion sont équivalents : donc f détermine, a équivalence pres, ses déploie-
ments versels.

Pour terminer cette section, nous donnerons une caractérisation des
systémes de générateurs de C(R"/(Jf + If) dans le cas n = 1. Ceci fournira,
au vu du théoréme II, une caractérisation des déploiements versels qui
généralise celle que I'on a dans [/0] pour les bonnes fonctions.

DEFINITION 2.7. — L’ensemble des points critiques déterminants S = S
de f est I'ensemble de ses points critiques a tels que ou bien a est dégénéré
ou bien il existe a’ €S, a’ # a, avec f(a) = f(a’).

Soit I'ensemble S¢ de f € C(R) qui admet une partition

$9=8,uS,u...US,,
ou S; correspond a la valeur critique b;. On ordonne chaque ensemble S;
de fagon arbitraire, par exemple S; = {x,j, Xpp oo xsj} avec
Xy, <Xy, <l < X,

et on note K; I’ensemble des couples (x,, X(,+),) d’€éléments de S; que
I'on peut ainsi construire. Remarquons que si g appartient a Jf + If et
(x;, x) appartient a K=K, uK,u ... UK, on a

g(x;) = n(f(x;)) = n(f(x;)) = gl(x;).
Supposons que S = {x, ..., x,} et que ¢(f, x;) =¢. Si gelf + 1If,

of :
g=a= +nof
X
et alors , " _
gx)=g"(x)=... =g“%x) =0,
en dérivant successivement ’expression de g et en tenant compte de
S'x) =f"x) = ... =f“TVx) =0
(cf. exemple 1.1).
LEMME 2.6. — Soit fe C(R) de codimension ¢ et dont x,, ..., x, sont
les points critiques déterminants. Les fonctions fj, ..., f; engendrent

C(R)/Jf + If) si et seulement si la matrice k x ¢

JIq) o fix) ) S fi0) = filx) -

) o ) xR k) — Sl
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ou les derniéres colonnes sont obtenues en prenant tous les couples
(x;, x;;) e K, est de rang c.

Démonstration. — Si cette matrice est de rang c, on peut en extraire
une sous-matrice réguliére, par exemple celle obtenue en gardant les ¢ pre-
micres lignes. Supposons que

C

Z%J‘}GJ/* If,

ji=1
alors
zz,-f;-'(xo = ZA,-./;"(xl) =...= zajf;“’(xs) =0
j=1 j=1 Jj=1
et
z)‘j(j}(xi) _f,(xl)) =0

=1
pour tout (x; x;)e K. Ainsi les ¢ premiers vecteurs lignes de la matrice
sont liés par une relation linéaire. Comme ceci n’est possible que si les
coefficients 4; sont tous nuls, il en résulte que les f;, ..., /. sont indépen-
dantes modulo Jf + If et qu'elles forment une base de C(R)/Jf + If).

Réciproquement, il est clair que si les f,, . . ., f, engendrent C(R)/(Jf+If),
on peut en extraire une base, par exemple f|, ..., f.. Si la matrice ¢ x ¢
obtenue a partir de f}, ..., f, comme ci-dessus n’est pas réguliére, il existe
une combinaison linéaire des lignes de cette matrice, dont on note les
coefficients 1,, qui est nulle. Considérons alors

[4

g = zilﬂ 5

T
on a !

glx) = ... =g = ... =g%)=2gx)—gx)=...=0.

Finalement, un exercice utilisant le lemme 1.1 montre que gelJf + If
etqueles f;, ..., f. ne peuvent donc pas former une base de C(R)/(Jf + If).

3. CLASSIFICATION DES CATASTROPHES

Dans cette section, nous nous restreindrons 4 ne considérer que des
déploiements F vérifiant la propriété suivante : la projection (u, x) — u,
restreinte a I'ensemble des (u, x) tels que x est un point critique de F,,
est propre. Cela nous permettra d’affirmer que pour u assez proche de 0
{(sur un voisinage compact de 0), F, n’a pas de points critiques hors d’un
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compact. Nous imposons de plus que “lli‘m f(x) = + oo, ceci pour €tre
X||— 0

sir que f admet un minimum absolu.

DEFINITION 3. 1. — Soit F un déploiement de f de dimension k.

(a) Un point u de R* sera dit point catastrophe de bifurcation si F, admet
un point critique dégénéré.

(b) 1l sera dit point catastrophe de conflit si F, admet un minimum absolu
dégénéré ou bien si F, atteint son minimum absolu en plusieurs points
distincts.

Nous noterons K’F) I'ensemble des points catastrophes de bifurca-
tion de F, K(F) celui de ses points catastrophes de conflit.

LemME 3.1.— Si F et G sont deux déploiements versels relatifs 8 M de f
de dimension k en 0, il existe un difftomorphisme local p : R, 0 —» R,
0 qui échange K*F) et K%G) ainsi que K(F) et KY(G).

Démonstration. — D’aprés les théorémes I et I, F et G sont équivalents,
i. e. qu'il existe un difféomorphisme local p : R*, 0 — R 0 tel que F,
M ~ G, M. Pour u proche de 0, F, et G, sont proches de f (pour une
topologie convenable) et leurs points critiques sont dans M. Il est clair
alors que p(u) est dans K?(G) si et seulement si u est dans K*(F).

Revenant sur les détails de la démonstration du lemme 2.4, on voit
que I'équivalence entre F et G est construite a l'aide d’'une famille de
difféomorphismes H, et K, tels que H, = Id et K, = Id. On peut écrire
K1, y) = (pu), k), ou le difféomorphisme k,, dépend continGment
de t et u. Comme ko, = Id, il est clair que k,, restera dans la méme compo-
sante connexe de Diff R lorsque t varie de 0 a 1 et u reste proche de 0.
On en déduit que k,, conserve I'orientation et que non seulement F, ~ G,
mais encore que les minima de F, sont envoyés sur ceux de G . Il apparait
donc que p(u) € K¢(G) si et seulement si u € K(F). Ce qui termine la démons-
tration du lemme.

Ce lemme est, a plus forte raison, vrai dans le cas des déploiements
d-versels. A un difféomorphisme prés, les ensembles catastrophes ne
dépendent localement que de f, non du déploiement versel choisi : par abus
d’écriture, nous noterons K°(f) et K(f) plutét que K*F) et K(F) les
ensembles catastrophes correspondants.

3.1. Construction d’un déploiement versel standard

Nous considérons une fonction f de codimension ¢ < k, S son ensemble
de points critiques déterminants qui admet la partition
S4=8S,uS,u...US,,

ou S; correspond a la valeur critique b; (valeur critique déterminante).
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On choisit des voisinages compacts U, ..., U,deS,, ..., S, respective-
ment tels que U;n U; = G et f(U)nf(U) = @ sii# j. Pour chaque j,
J=1,...,u, on sélectionne les fonctions f}', ..., fj dont les germes en S;
forment une base de Cs(R")/(Jf + If)s, et qui sont nulles hors de U, On
ordonne ces fonctions de fagon 4 obtenir f,, .. ., f. qui,daprés le lemme 1.3,
forment une base de C(R")/(Jf + If). On définit alors un déploiement
versel standard de [ par

[4

Slu, x) = f(x) +Z u; f{x). (3.1)
=1
Iei u = (uy, up, ..., w) est dans R¥, mais les variables u,, ..., 4, ne

Jjouent aucun réle. En particulier, les ensembles catastrophes de [ dans R*
seront déduits de ceux de

C
.]+ é ui.f;' )
i=1
considéré comme déploiement (universel) de dimension ¢, en multipliant

par les composantes triviales R*~¢. Dans le cas des déploiements d-versels,
nous considérerons comme déploiement d-versel standard

flu, %)= f(x) + Zuig.-(X), (3.2
i=1

ou les g; forment une base, du type de celle construite dans le lemme 1.3,
de C(R"/Jf + [1]).
On peut écrire ~
f=f+D,+D,+...+D

ou D; est de la forme _
Dj(u, x) = zu{J}‘(X),

i=1

u

chacun de ces D;étant nul hors de U . Une petite variation de (u}, u}, . . ., ul)
ne modifie la fonction f, que dans le voisinage U; de S;. En particulier, on
peut imposer, en se plagant au voisinage de u = 0, que cette variation
laisse f,(U)) et f(U,) disjoints pour tout i # j. De plus, on peut imposer
que f,(U)) reste disjoint des valeurs critiques de f autres que les valeurs
critiques correspondant aux points critiques déterminants. D’ou u est
un point catastrophe de bifurcation du déploiement f + D; pour au moins
une valeur j,j = 1, ..., u. On peut alors énoncer le lemme suivant.

LeMME 3.2. — Sur un voisinage de 0 dans R¥, 'ensemble catastrophe
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de bifurcation de f est la réunion des ensembles catastrophes de bifurca-
tion des déploiements ¢élémentaires f+ Dj, j =1, ..., p.

Supposant en outre que b; est par exemple le minimum absolu de f,
une petite variation de u au voisinage de 0 laissera ce minimum absolu
atteint dans U, : seul les paramétres u}, uj, ..., u;, intervenant dans D,
déterminent I’évolution de ce minimum. Nous pouvons alors énoncer le
lemme suivant.

LemME 3.3. — Si le minimum absolu de f est b;, 'ensemble catastrophe
de conflit de f est celui de /' + D;.

On pourrait énoncer des lemmes analogues pour les d-déploiements.
Deux choses apparaissent clairement : d’une part, qu’il suffit d’étudier
le cas ol f n’a qu’une seule valeur critique, d’autre part, que les ensembles
catastrophes ne dépendent que des germes de f au voisinage de ses points
critiques. Nous affinerons encore ce résultat pour voir que ces ensembles
catastrophes ne dépendent que de la classe d’équivalence de f sous la

relation ~. Pour cela, nous aurons besoin du théoréme III ci-apres.

DEFINITION 3.2. — Lorsque F est un déploiement de f relatifa M et G
un déploiement de g relatif 4 N de méme dimension que F, nous dirons que F
est équivalent d G relativement d M et N, noté F ~ G (rel. M, N), si
KoF =G-H, ou H et K sont des difféomorphismes, conservant les
fibrations, respectivement d’un voisinage de {0} x M sur un voisinage
de {0} x N et d’un voisinage de F({0} x M) sur un voisinage de
G({0} x N) de la forme H(u, x) = (p(u), h(u, x)) et K(u, y) = (p(u), k(u, y))
avec p(0) = 0.

THEOREME III. — Soient f et g deux fonctions de codimensions finies,
F un déploiement versel de f relatif a M et G un déploiement versel de g
relatif 8 N de méme dimension que F. Alors f, M ~ g, N entraine que
F =~ G (rel. M, N).

Démonstration. — Compte tenu des théorémes I et 11, il suffit de montrer
que G = G (rel. N, M), ou G est un déploiement versel de f de méme
dimension que G. Soient h et k deux difféomorphismes tels que ko go h=/f
et posons G(u, x) = k(G(u, h(x))). 11 est clair que G(0, x) = f(x). Si
(w, x) — A(w, x) est un déploiement quelconque de f, alors k™ {(A(w, h™ }(x)))
est un déploiement de g. On peut alors induire k™ '(A(w, h™'(x))) par G
a l'aide de p. Il est clair que A est aussi induit par G a I'aide de p, donc
que G est versel.

THEOREME IV. — Soient f et g deux fonctions de codimensions finies,
S et T leurs ensembles critiques déterminants respectifs. Alorssi f,S ~ g, T,
les ensembles catastrophes K?( f) et K¥(g) sont localement difféomorphes.

Démonstration. — Nous supposons qu’il existe un difféomorphisme h
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d'un voisinage U de S sur un voisinage V de T et un difféomorphisme k
convenable tels que goh = kof. On considére alors des déploiements
versels standards de f et g, soient f et g Choisissant convenablement
D et E, on peut alors imposer que

S, x) = f(x) + D(u, x)
glu, x) = g(x) + E(u, x),

ou D(u, x) = 0si x¢ M et E(u, x) = 0si x¢ N avec M et N des voisinages
compacts respectifsde Set T,Sc M c Uet T =« N < V. Le théoréme 111
permet d’affirmer que f~ g (rel. M, N). On a donc f, M ~ g, N,
ou p est un difféomorphisme local ; de plus, avec les précautions que nous
venons de prendre, les seuls points critiques de f, (resp. de 8 pw) POuvant
faire de u un point catastrophe sont dans M (resp. dans N) pour u proche
de 0. Il en résulte que p(u) e K®(f) si et seulement si u € K¥(g).

et

THEOREME V. — Soient f et g deux fonctions de codimensions finies,
S, et T, leurs ensembles respectifs de minima absolus. Alors si f; Sy ~ g, T,
les ensembles catastrophes K¢(f) et K(g) sont localement difféomorphes.

Ce théoréme se démontre de maniére analogue au précédent. Il faut
cependant s'assurer que le difféeomorphisme k qui établit I’équivalence
conserve l'orientation. C'est le cas, car ‘il envoie un minimum sur un
minimum,

D’aprées les théorémes IV et V, il suffit de classifier a équivalence prés
tous les multigermes possibles fg pour classifier les ensembles catastrophes.
Les lemmes 3.2 et 3.3 nous raménent au cas ol f n’a qu’une seule valeur
critique déterminante b (f(S) = {b}). Nous donnerons maintenant les
premiers éléments pour une telle classification.

3.2. Germes en un point

Avec les travaux de Mather [11], Siersma [/2] et Arnol’d [/3] [I4], nous
disposons d’une classification des germes de fonctions de petites codimen-
sions. Dans ce genre de travail, on essaye d’établir une liste de polyndmes
tel que toute fonction vérifiant c,(f, a) < k soit d-équivalente, au voisi-
nage de a, a I'un de ces polyndmes au voisinage de 0. Tout au moins pour
les codimensions les plus basses, la technique de cette classification est
simple. Le corollaire 1.1 permet de se restreindre a prendre pour f un
polynéme. Le lemme 1. 12 permet de se ramener aux polyndmes qui n’ont
que des termes de degré > 3. Alors on essaye toutes les possibilités, a
équivalence prés, pour les termes de plus bas degré. Dans chaque cas, on
« stabilise » en rajoutant, s’il le faut, des termes de degré supérieur pour
se mettre dans les conditions du lemme 1.8.

Si on se restreint 4 I’étude des minima, les situations possibles sont
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moins nombreuses. Par exemple, un raisonnement simple améne a voir
que f n’a pas de termes de degré 3. Sa partic homogéne de degré 4 (si non
nulle) est équivalente & x* dans le cas d’une variable, ou bien a (x* + y?)
(x2 + ay?) avec a > 0, x2(x? 4+ y?), x2y? ou x* dans le cas de deux varia-
bles, etc. Ici (x? + y?)?, x*(x? + y?), x?y?, x* ne sont pas déterminées :
il faut alors rajouter des termes de degré supérieur. On est guidé en cela,
au moins pour les trois derniers types, par le fait que 0 doit étre un mini-
mum isolé. Alors quelques calculs ameénent, par exemple, aux types X, Y
et W de Arnol’d [/4].

Voici un tableau de classification qui comporte tous les germes de
fonctions de codimension < 10, dont les noms furent donnés par Arnol’d.

TABLEAU 1. — Classification des germes en un point.
p

Type Représentant ca( £, 0) d( £, 0)
A, + x¥*L k> 1 k 1
D, x2y + 7, k>4 k 1
Es x3 + y* 6 1
E, x3 + xy? 7 1
Eg x3 + y° 8 1
Py x2z + y* + ay?z + 2%, a(4a® +27) # 0 8 1
X, x* + x2y? + ay*, a@da —1)#0 9 1
Jio X3 +ex?yr 4 ay, e=+1, ade +27a) #0 10 1
Xp+s M+ xtyr4ayh, p>4, a#0 p+5 2

Dans ce tableau, a est un parameétre réel ; en général, des valeurs diffé-
rentes de @ aménent a des germes non équivalents.

3.3. Multigermes

D’une telle classification des germes en un point, on déduit une classifi-
cation des multigermes f5, ou S ={a;, ...,a,} et f(S)={b}. En
effet, lorsque T = {b,, ....b;} et g(T)={b}, f; Sy g T (cf. défini-
tion 1.5°) si et seulement s’il existe une permutation ¢ de {1,2, ...,s}
telle que f, a; v g, by pour i =1, ..., s. Chaque classe de s-germe fg
est donc déterminée par un s-uple de classes de germes tels que ceux figu-
rant dans une classification des germes en un point. Le lemme 1. 10 permet
de déduire la codimension de ce s-uple. Par exemple, on trouvera dans le
tableau 3 ci-aprés la classification des multigermes fg de codimension < 3.

REMARQUE 3.1. — Il découle du tableau 1 et du lemme 1.10 que les
multigermes de minima ne comportent que des s-uples de type A,,_,
| <k <4, si la codimension est < 8.
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3.4. Construction des déploiements universels

Ayant classifi¢ les multigermes, on peut construire les déploiements
universels correspondants. Soit donc un multigerme fs, S = {a,, ..., a;}
avec f(S)={b}. Notons c(f, a) = ¢;, d(f, a;) = d; et d(f, b) = d.

Cas s = 1. — On peut supposer que le point critique qui nous intéresse
est 0. Si la matrice hessienne de f en 0 est de rang n — p, le lemme 1.12
nous ramene au cas ou

f=vix,2,+1ix,2,+2+... ixz

avec v un polynébme a p variables figurant dans un tableau tel que le
tableau 1. Si f;, ..., /. sont telles que les classes de leurs germes en 0
forment une base de Cy(RP)/(Jv + Iv)y, une discussion telle que celle
apparaissant dans la démonstration du lemme 1.13 prouve que f;, ..., f.,
considérées comme fonctions des n variables x,, . . ., x,, sont telles que leurs
germes en 0 forment une base de Cy(R"/(Jf + If),. En particulier, un
déploiement universel de f (au voisinage de 0) est donné par

flu, x) = f(x) + Zu.-ﬁ(x},
i=1
ou u € R°. Une méthode pour déterminer un tel déploiement est de choisir
des polynémes fi, ..., f. tels que les classes des germes en 0 de

17 v, 02’ MRS vd_l’.li’ M 'Vj;‘

forment une base de Cy(R?)/Jv, (cf. formule (1.6)). Si 'on ne s'intéresse
qu'aux déploiements d-versels, on pourra prendre comme déploiement

d-universel
ct+d—1

flu, x) = f(x) + z u.g;,
i=1

ol les classes des germes en 0 des g; forment une base de .#,C(R?)/Jv, ;
on peut prendre pour g, i = 1,2, ..., ¢ +d — 1, les fonctions

v, v L S e

Correspondant a chaque type du tableau 1, nous trouverons dans le
tableau 2 ci-dessous des fonctions fj, ..., f. convenables.

Cas s > 1. — On peut supposer que b = 0 et que fg est donné par un
s-uple (fy, f5, - .., f;) de polyndmes tels que f(x) = f(x — a;) sur un voisi-
nagedea,i=1, ..., s.Une méthode est la suivante: pour chaquei=1, .. .,s,
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TABLEAU 2. — Composantes des déploiements universels.
Type Jis San s fe
A, X, x2, ..., xk7!
D, X, ¥y L YT
Eé X, Vs y2¢ Xy, Xyz
E7 X, Vs yz’ y3~ y4’ Xy
Eg x, ¥, ¥3 ¥ xy, xyt xp?
Py X, V, 2, 22, Xy, ¥z, yz
X x, X2, y, 3, xy, x2y, xy?, x2y?
Jio X, y, v3, ¥ ¥4 xy, xy% xyd, xyt
Xpes x, x2, X3, y, ¥4, .., yP7 Y xy, X%y, x%y?

on détermine (comme dans le cas s = 1) des fonctions f/, j=1, ..., ¢;
telles que les classes des germes en 0 des fonctions

L fo f2 o BTN S

forment une base de Cy(R")/(Jf;)o. Nous noterons ¢, i =1, ..., s, une
fonction « en cloche » égale a 1 sur un voisinage de g; et nulle sur un voisi-
nage de a, pour k # i. Alors

cs®)Ys = P . @,
i=1

admet la base obtenue par réunion pour i =1, ..., s des classes des
germes en S des fonctions déterminées par

efx), g(x) f(x), ..., 8i(x)fd'_ H(x), Si(x)fli(x —-a), ..., 8i(x)féi,~(x - a)

(cf. lemme 1.4). Il existe au moins un indice i pour lequel d; = d. Suppo-
sant par exemple que 'un de ces indices est s, on peut alors modifier la
base ci-dessus en remplagant les fonctions e, &f, ..., e f* ! par I,

1, ..., f9" ! puisque 'on remarque que
(f9s = Z(eifq)s-
=1
On fait apparaitre ainsi 1, f, ..., /47! dont les germes forment une base

de Ifs/)fs (cf. formule (1.6)). On obtient alors une base de Cg(R")/(Jf + If)s
en supprimant les germes de ces fonctions. Partant d’'un déploiement
versel standard construit a l'aide de cette base et regroupant certains
termes, on obtient le lemme suivant.
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LEMME 3.4. — Si on suppose que d = d(f, a,), il existe un déploiement
universel de f (localement) donné (aux abus d’écriture prés) par

s—1 s—1
flu, x) = f(x) + Z“iﬁi(x) + ZeiDi + &D;,
=1 =1

ou f+D,i=1,...,s—1, est un déploiement d-universel de f au
voisinage de g; et [ + D, est un déploiement universel de f au voisinage
de a,.

s—1

REMARQUE 3.2. — La quantité Zuisi(x) a pour effet de dissocier les
i=1

valeurs critiques de¢ f. Elle n’influe pas sur les catastrophes de bifurcation :

I’ensemble catastrophe de bifurcation est alors la réunion transverse des

ensembles de bifurcation (locaux) des déploiements f+ D, i= 1, ...,s.

Cas particulier. — Si d; = | pour tout i, on a

s=1 S
flu, x) = f(x) + 2“1‘3;'()‘) + Zsi(x)Di s
=1 =1

ou D, i=1,...,s estdelaforme Zu, f et tel que f+ D, est un déploie-
ment universel de /" au voisinage de g; construit, par exemple, comme dans
le cas s = 1.

Si dans ce cas particulier f/ n’a qu'une seule valeur critique détermi-
nante, f(u, x) est aussi un déploiement d-universel. Dans le cas général
ou d; est quelconque, on peut énoncer le lemme suivant.

LEMME 3.4’. — Si f n’a qu’une seule valeur critique déterminante, il
existe un déploiement d-universel de f donné par

s—1 s
.f(u, x) = f(x) + Euigi(x) + Eei(x)Di ;
=1 =1

ici D,, de la forme Zu, f/, est tel que f + D; est un déploiement d-universel
de f au voisinage de a;.

ExXeEMPLE 3.1. — Si les points critiques a,, ..., a, sont non dégénérés,
un déploiement universel (ou d-universel et f n’ayant qu’une seule valeur
critique déterminante) de f est (localement) donné par

s—1

Slu, x) = f(x) + Zuiﬁi(x)-

i=1
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Une telle fonction a un ensemble catastrophe de bifurcation vide. L’en-
semble catastrophe de conflit est non videsia,, . . ., a, sont tous des minima
(points critiques d’indice 0) : en effet, si I'un des g; n’est pas un minimum,
b n'est pas un minimum absolu. L’ensemble catastrophe de conflit est
alors la réunion de portions d’hyperplans

s—1

U{ =0, u;<u;sijEiu{u=u;i#j, u<u, sik#ietk#j, u;<0}.
i=1

On peut visualiser cet ensemble de la fagon suivante. On part du
(s — 1)-simplexe de sommets (1,0, ...,0),(0,1,0,...,0), ...,(0,...,0, 1),
(=1, =1,..., — 1)dans R*"!, on le subdivise a partir de 0 et on ne garde
que les n-simplexes, n < s — 1, adhérents a 0.

EXEMPLE 3.2. — On considére le bigerme en {0, 1 } de représentant
feC(R) tel que f,0 ~ x* 0et f, 1 ~x2, 0. On peut prendre

Jx) = go(x)x* + & (x)x — 1)?,

ou &, est une fonction égale & 1 sur un voisinage de 0 et 4 0 sur un voisinage
de 1,6, =1 —¢p Alorsona c(f,0)=2,¢(f, 1) =0,d(f,0)=d(f, 1) =1
et on peut prendre

flu, v, w, x) = eo(x)x* + ux? + vx + w) + &,(x)(x — 1)%.

L'ensemble catastrophe de bifurcation est une cuspide multipliée par une
composante triviale, puisque dans le plan w = w, on obtient une cuspide.
Qu’en est-il de 'ensemble catastrophe de conflit? La fonction f est mini-
male en x =0 et x = 1, donc (u, v, w) = 0 est un point de conflit. Pour
(4, v, W) # 0, fi,v.w) @admet le minimum 0 atteint au point x = 1 : les points
de conflit seront donc les points de conflit de x* + ux? + vx + w, a condi-
tion que le minimum absolu soit négatif, ou bien les points (u, v, w) pour
lesquels x* + ux? + vx + w admet 0 comme minimum absolu. Les conflits
du premier type correspondent aux conflits de x* + ux? + vx, soit a
v =0, u<0. Comme le minimum absolu de x* + ux? + vx + w est
alors — u%/4 + w, étant atteint aux points x = + (— u/2)*, on obtient la
portion de plan v = 0, u < 0, w < u?/4. Les conflits du deuxiéme type sont
compris parmi les points (u, v, w) qui vérifient

*+u? +uox4+w=0,
4x3 + ux +v=0;

on trouve la I'équation de la queue d’aronde. Prenant pour axe des w 'axe
vertical montant, on se rend compte que seule la partie supérieure de la
queue d’aronde correspond aux conflits. L’ensemble de conflit obtenu est
représenté sur la figure 1.
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u>o =0 u<o
Sections verticales
Fic. 1. — La coque.
TABLEAU 3. — Ensembles catastrophes.
Multigerme Codim Conflit Bifurcation
x3 1 o {0} pli
-x2,1x2 1 & &
x2, x2 1 {0} pli g
x4 2 o——— demi-pli >’ cuspide
-xz,tx?-,txz 2 Q Q
x2, x2, x2 2 )\ point 7]
triple
x3, + x2 2 g —_— pli
x5 3 queue
‘g Q d'aronde
xL’, x2 3
coque cuspide
x*, - x2 3
g cuspide
3 4x2 +x2
x2,+x2,+x2,+x2 3 ¢ ¢
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x2, x2, x2?, x2 3
point §7)
quadruple
x3, x3 3
intersec-
g {/ tion de
, deux plis
g A
A vague
x2 y-y3 3 Q }‘s 4
- cheveu

Pour terminer cette section, donnons dans le tableau 3 la liste des ensem-
bles catastrophes que I'on rencontre dans R¥, k < 3.

Il conviendrait de rajouter a ce tableau les catastrophes (de bifurcation)
correspondant a des valeurs critiques multiples. On trouve alors le tableau

suivant.
TABLEAU 4. — Ensembles catastrophes (suite).
Multigerme Codim Bifurcation
3
x 2
x3 :
Intersection de deux
plis
<]
x3
y 3
x
Intersection pli-cuspide
3
e s
X ¢ Intersection de deux plis
x3
3 3 .
Intersection de
x3 trois plis
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Remarquons que I'on ne retrouve que le premier cas pour les déploie-
ments d-versels ; les trois autres sont respectivement de d-codimension 4,
4 et 5.

REMARQUE 3.3. — Comme on I'indique par exemple dans [2], les déploie-
ments versels peuvent étre caractérisés par le fait que les multijets de F(u, x)
sont transverses a certaines orbites dans I'espace des multijets de fonctions.
Cette caractérisation nous renseigne sur la nature topologique des ensem-
bles catastrophes : on en déduit, par exemple, une stratification de ces
ensembles. Elle peut aussi étre utilisée pour démontrer que les déploiements
sont génériquement versels si n = 1 ou bien si n = 2 et k < 6 ou bien si
n>2 et k <5. Sintéressant uniquement aux conflits, ces techniques
s’appliquent aux déploiements F(u, x) qui sont versels au voisinage des
minima : on peut caractériser ces fonctions par le fait que leurs multijets
sont transverses aux « orbites de minima ». Cette restriction permet d’affir-
mer que 'on est génériquement dans ce cas sin=1oun>1et k <6.
Or nous avons vu qu'en codimensioni < 6 les seuls germes de minima
permis sont les germes de type A,. Nous pouvons donc affirmer que généri-
quement pour n =1 oun > 1 et k < 6 on ne rencontre que des conflits
de type A,. On remarque que dans ce cas une seule variable d’état suffit
a déterminer I'ensemble catastrophe.

Conventions de retard. — L’étude des déploiements versels abordée
dans ce travail permet d’étudier d’autres types d’ensembles catastrophes.
Dans les modeles physiques, les catastrophes de conflit correspondent a la
convention de Maxwell qui consiste & considérer que I’état adopté par le
systéme physique est celui qui correspond au minimum absolu. Les cata-
strophes de bifurcation correspondent a la convention du retard parfait
qui consiste & considérer que I’état, un minimum local, persiste jusqu’a
destruction de ce minimum. On pourrait introduire d’autres conventions
de retard : 'une d’elles serait de considérer que I’état du systéme persiste
dans un minimum local tant qu’il n’existe pas d’autre minimum plus bas
dont la valeur différe du premier par ¢, cette quantité étant fixée a 'avance.
Le cadre d’é¢tude de ce modéle est celui des déploiements d-versels. Les
multigermes correspondant a ces catastrophes sont, avec certains multi-
germes de bifurcation, des germes ayant deux valeurs de différence égale a «.

Par exemple, si f est égale 4 x*, au voisinage de 0, et & (x — 1)> — ¢
au voisinage de 1, un déploiement d-universel est alors donné par

flu, v, w, X) = go(X)x* + ux? + vx + w) + &,(x)(x — 1)? — g).

Son ensemble catastrophe est une cuspide d’aréte Ow limitée par la partie
supérieure d’'une queue d’aronde, comme l'indique la figure 2.

Toujours dans le cadre des déploiements d-versels, on pourrait étudier les
catastrophes associées a4 une convention de retard faisant intervenir les
barriéres de potentiel séparant les minima. Par exemple, on peut convenir
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Sections verticales

Fig. 2. — Le soc.

du fait que le systéme persiste dans son état tant qu’une barriére de potentiel
supérieure a ¢ le sépare du minimum absolu. Avec cette convention, I’en-
semble catastrophe du déploiement x* + ux? + vx est du type de celui
représenté sur la figure 3.

Fic. 3. — La pseudo-cuspide.
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