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Vol. XXIV, n° 3, 1976, p. 243-260. Physique théorique.

La théorie des catastrophes.
III. Caustiques de Poptique géométrique (1)

par

Jean-Guy DUBOIS, Jean-Paul DUFOUR (*) et Oleg STANEK

Département des Sciences Pures,
Université du Québec, Rimouski, P. Québec, Canada
(*) Institut de Mathématiques, Université des Sciences
et Techniques du Languedoc, Montpellier, France

REsumE. — Des propriétés des milieux optiques isotropes plans,
utilisant la théorie des catastrophes de R. Thom, nous classifions les
morphologies locales stables des caustiques de I'optique géométrique
bidimensionnelle. Nous caractérisons ces morphologies par une notion
de courbure optique locale d’un front d’onde initial donné et nous les
relions aux singularités stables des fronts d’onde en évolution.

SuMMARY. — From properties of plane isotropic optical media, using
R. Thom’s catastrophe theory, we classify the stable local morphologies
of caustics of bidimensional geometrical optics. We characterize these
morphologies by a notion of local optical curvature of a given initial wave
front, and we establish the relations between these morphologies and the
stable singularities of propagating wave fronts.

1. INTRODUCTION

En optique géométrique, rayons et fronts d’onde sont des étres de raison,
tandis que les caustiques sont des réalités physiques directement obser-
vables. Elles deviennent visibles en envoyant un nuage de fumée dans la
région du foyer d’une lentille ou d’un miroir concave par exemple.

(') Travail partiellement subventionné par le Conseil National de Recherches du
Canada.

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section A - Vol. XXIV, n° 3-1976.



244 J.-G. DUBOIS, J.-P. DUFOUR ET O. STANEK

R. Thom, dans son livre sur la Stabilité structurelle et morphogénése (1],
reproduit diverses photographies de caustiques prises en laboratoire.
Justement, dans ce livre (p. 62), Thom suggeére I'étude, a I'aide d’un principe
variationnel, des singularités structurellement stables des fronts d’onde.
A ces singularités stables des fronts d’onde correspondent nécessairement
diverses caustiques stables dont les morphologies locales ne sont autres
que celles des ensembles catastrophes de bifurcation de la classification
de Thom.

Nous plagant dans un contexte variationnel, nous spécialisons notre
étude aux milieux optiques isotropes plans. La définition d’une fonction
distance optique nous permet d’établir diverses propriétés de ces milieux
optiques. L’ensemble catastrophe de cette fonction coincide localement
avec la caustique relative a un front d’onde initial donné. Nous classifions
ainsi, pour les situations génériques, les morphologies locales stables des
caustiques. Comme I’ensemble catastrophe de la fonction distance optique
coincide aussi avec ’ensemble des centres de « courbure optique » du front
d’onde initial, ces morphologies locales sont caractérisables par la courbure
optique locale de ce front d’onde. Finalement, nous relions ces morpho-
logies de la caustique aux singularités stables du front d’onde en évolution
dans le milieu optique.

Rappelons le modéle variationnel par lequel peut étre fondée I'optique
géométrique [2]. Un milieu optique isotrope plan est défini a I'aide d’une
fonction différentiable n(t, x) de R? dans R* dite indice de réfraction du
milieu. Nous supposons que les fonctions définies dans ce travail sont suffi-
samment différentiables pour que les calculs effectués aient un sens. Ses
valeurs en chaque point du milieu sont inversement proportionnelles a
celles de la vitesse d’un photon en ces points, le facteur de proportionnalité
étant la vitesse ¢ de la lumiére dans le vide. Le temps de parcours d’un
photon (virtuel) le long d’une courbe différentiable y(t) = (¢, ¢(t)) dans
ce milieu, du point y(t,) au point y(t,), est donc donné, au facteur 1/c pres,
par

I(¢) = Jzn(r, dO)[1 + P2(1)]"?dr.

L'équation d’Euler-Lagrange associée & cette intégrale variationnelle
s’écrit selon

dult) = [Vn(t, ¢(t).(— ¢, (1), DI(1 + d7M)/n(t, (1)), (r.n

nit, p(t)[1 + ¢2(t)]"/* étant le lagrangien du probleme. Selon le principe
de Fermat, les rayons (définis par les trajectoires des photons dans le
milieu optique) satisfont nécessairement a cette équation.

Nous supposerons que le probléme de Cauchy associé a (1.1), i. e. celui
qui consiste 3 en trouver une solution ¢(¢) satisfaisant aux conditions
a = (t;, (t,) et b = (t,, P(t;)), est toujours résolu. Par contre, on ne
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LA THEORIE DES CATASTROPHES. 1l 245

supposera pas l'unicité des solutions. Puisque I’équation (1.1) est une
équation différentielle du deuxiéme ordre qui peut étre réduite a un systéme
du premier ordre, on peut introduire des hypothéses locales. Pour
(t, 4, y) e R3, on peut affirmer qu’il existe localement une solution uni-
que (@(t), ¢'(t)) du systéme du premier ordre telle que ¢(1) = p, ¢'(t) = y.

2. DISTANCE OPTIQUE

Soit 4 un front d’onde initial du milieu optique donné par une sous-
variété différentiable de R? de dimension 1 (une courbe lisse, i.' e. une
courbe difffomorphe & un intervalle ouvert) et définie implicitement par

‘/’(t» X) =0
telle que ¥, # 0 pour tout (¢, x) du domaine de définition de ¥ ; c’est dire

que la sous-variété est en aucun de ses points parallele a I'axe t. Considé-
rons maintenant la surface

Uit, x, 2) = Y(t, x) = 0 2.1
X
A
:‘ t
"‘:._:\‘/('r,u,v)

FiG. 1. — Surface J/(t, x,2z)=0.

de R3 obtenue par une translation de A dans la direction z. D’autre part
considérons, pour un point (t, #) du milieu optique, la surface

(t, oL, T, 1, y), DL, T, 1, V) (2.2)

de R? ou @(t, 1, u, ) est une solution de I'équation d’Euler-Lagrange (1. 1)
satisfaisant & ¢(z, 7, u, y) = u et @1, 1, , y) = y. L’intersection de cette
surface avec la surface (2. 1) vérifie

l];(t’ ¢(t’ T, |, y)? ¢r"’ T, U, )’)) =0. (23)
Remarquons que la possibilité de résoudre le probléme de Cauchy entraine
que cette intersection est non vide.
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246 J.-G. DUBOIS, J.-P. DUFOUR ET O. STANEK

Si I'on suppose que le rayon (¢, ¢(t, o, Ko, Vo)) D'est pas tangent au
front d’onde 4, ce qui revient & dire que pour un certain (t, 7o, Lo, Vo)
correspondant au point d’intersection

-

id = 1 0
E = (‘/’n ltbx)( s ¢r) # »

on pourra résoudre I'équation (2.3) par rapport a4 ¢t pour un voisinage
de (t9, Ho» Vo) :
t=¢(t, 1Y)

avec ty = &(tq, Ho» Vo). On obtient ainsi une fonction implicite & différen-
tiable dont les dérivées vérifient

éa = - 'l/x¢a/('/’t + wx(bl) (24)
pouroc =1, U, y.

La courbe de R? fournie par Pintersection (2.3) peut donc étre locale-
ment paramétrée par

A~

V(z, 1, y) = &z, 1, ), dE(T, 1, ), T, 1Y), DE(T, 1, Y), T, 1, Y)) -

En projetant cette courbe dans le plan (z, x), on obtient une paramétrisa-
tion locale du front d’onde A de la forme

Vi, 1, y) =z, 1, y), (T, 1Y), T, 1Y) (2.5
et dont le vecteur tangent vérifie
Vy(T’ U, J’) = (éy(‘!?, K, y)’ d’r(é(t’ Hu, y)a T, U, y)éy(‘c’ H, y)
+ ¢, &t 1, ¥), T, 1Y) (2.6)

En fait, (2.5) détermine une famille différentiable dépendant de (z, p)
de paramétrisations locales de A.

Chaque rayon (t, ¢(t, 7, p, y)) relie la position (z, u) de I'observateur au
point V(z, u, y) de 4 tel qu’illustré a la figure 2.

Une telle construction tient compte de la non unicité des solutions du
probléme de Cauchy : il peut arriver que pour plus d’un y il y ait un rayon

V(T,u,y)
(1,y)

(T,p)

t

F1G. 2. — Parcours du rayon (1, ¢(z, 7, i, ).
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LA THEORIE DES CATASTROPHES. Il 247

qui relie la position de I'observateur au méme point du front d’onde A.
Ainsi en général la parameétrisation (2.5) n’est pas injective. Cest ce que
nous suggérons par lintersection V(z, , y) particuliére tracée sur la
surface de la figure 1. Cette précaution est essentielle pour assurer la
différentiabilité du systéme (&(t, u, ), d(&(x, 1, ¥), 7, 4, ¥)) par rapport

ay.
Définissons maintenant la fonction

I, 7, 4, y) = J nit, o(t, T p YH[1 + ¢2t 7, ] 2dr - (2.7)

et posons
Iz, p y) = It 1 ), T, 1, ). (2.8)

Cette fonction J sera appelée fonction distance optique (a A).

LEMME 2.1. — Soient &,(u) et &,(u) deux fonctions différentiables a
valeurs dans R et (t, ¢(t, ) une famille différentiable 4 un paramétre de
rayons. La fonction

&2(u)
I(u) = j n(t, ¢t w)[1 + ¢Z(z, w)]'/2dt
4

1(u)
est différentiable et

2
Ay = Z(_ 1y M, ), w)
du L [+ e, W]

i= dé.
{d’,(-fs(u), W (Eiu), u) + [1 + $7(E(w), w)] d—i’(u)}-

Utilisant I’équation d’Euler-Lagrange, la démonstration de ce lemme
est immédiate.

Ce lemme entraine la différentiabilit¢ des fonctions (2.7) et (2.8) et
permet de calculer facilement leurs dérivées :

Tt 1, y) = ald&(z, w1, y), T, p, VOLE(T, 1, Y), T, 1, ¥)
+ b, 1, )] —c, (2.9q)

Jp(‘[’ my) = a[¢t(é(19 HYy, T /Y ¢n(é(t’ K y), T, “y)
+ béu(‘[s H, y)] —-cy, (29b)
It 1 y) = al(&(t, 1, y), T, 1 Y)OLEE, 1, ), T, 4, V)
+ byt 1w, Y, (2.90)
( T’ ﬂ’ ¢(£(T’ “7 T’ l’l’ y))
[+ QA YT )]
b=1+ ¢}t 1), 1Y),
¢ = n(z, w/[l + y*'2.

Vol. XXIV, n° 3-1976.
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248 J.-G. DUBOIS, J.-P. DUFOUR ET O. STANEK

3. GEOMETRIE DES MILIEUX OPTIQUES

DEFINITION 3. 1. — L’ensemble des points dont la distance optique & un
point ¢ d’un milieu optique est égale & p sera appelé cercle optique de centre ¢
et de rayon p.

Le cercle optique de rayon p n’est autre que le front d’onde engendré
par une source lumineuse ponctuelle aprés un temps de parcours corres-
pondant a p.

LEMME 3.1. — Les cercles optiques sont des courbes différentiables.

Démonstration. — En effet, le cercle optique de centre (t, u) et de rayon p
est I'ensemble des points de R? tels que

Iu, v, p, y)=p. 3.1
Puisque d’aprés (2.7)

Iu(u09 To> Ho» yO) = n(“09 4)(“0, To> Ho» _Vo))[l + ¢12(u0, To> MHo» ,Vo)]m # 0 ’

I’équation (3. 1) peut étre localement résolue par rapport a u de telle sorte
que uo = (o, Uo, Yo, Po) €t, pour un voisinage de (tq, o, Yo, Po)s quE

o, o, y, p) T, 1, ) = p. (3.2)

La fonction implicite différentiable w ainsi définie fournit une paramétri-
sation locale par y du cercle donnée par

W, 1, y, p) = (o7, 1, y, ), ploo(t, 1, 3, P), T, 1 Y)) 5 (3.3)
d’ou le lemme, _

La paramétrisation (3.3) sera dite paramétrisation canonique du cercle
optique. Le vecteur tangent au cercle optique est, dans cette paramétrisa-
tion, de la forme

W, = (w,, p0, + ¢,). 3.4

DEFINITION  3.2. — Soient A un front d’onde initial et p un point de A.

(a) Tout cercle optique passant par p dont les vecteurs tangent et bitan-
gent en p coincident avec ceux de A dans la paramétrisation canonique
sera dit cercle osculateur optique de A en p.

(b) Le rayon p du cercle osculateur optique au point p sera appelé le
rayon de courbure optique de A en p.

(¢) Le centre ¢ du cercle osculateur optique au point p sera appelé le
centre de courbure optique de A en p.

Indiquons que le cercle osculateur optique n’est pas nécessairement
unique.

LemME 3.2. — Une condition suffisante pour que I'ensemble des centres
de courbure de A forment au voisinage du point ¢, correspondant au
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LA THEORIE DES CATASTROPHES. Il 249

point V(z, u, y) de 4, une courbe différentiable est que 'une des conditions
(@) Jyy #0 et (Jeys J) # 0,
(b

Ty Jny

£0

J

soit vérifiée au point (z, g, y).

Ty Jll}')‘

Démonstration. — Par la définition 3.2 g, il existe une fonction différen-
tiable f : U c R® x R — R3 définie au voisinage U du point (z, g, , p),
p le rayon de courbure optique de A en V(z, y, y), par

f=-¢ w,- y’wyy_éyr)
telle que f(z, u, y, p) = 0. Par le théoréme de la fonction implicite, pour
que l'ensemble des centres de courbure correspondant aux points de A
au voisinage du point V(z, y, y) soit différentiable il faut qu’au point
(t, i, y, P)

(@) Dyyy = Sy = — I/l #0,

A O 3.5)
Wy, — 5yr Wy,
ou
’ R N I (3.6)
Wy, — gw Wy,
car w, — ¢, = w,, — &, = 0, ou que
(b) W, — ér W, — é‘, w,
@y — & 0, =&, o, |#0. 3.7

WOyye — éyyt Wyyy — éywt Wyyp
Utilisant les relations (2.8), (3.1) avec u = w(t, p, y, p) et w, =¢, le
déterminant (3.5) est donné par
1| =17, 1
2] -J,—al, «

qui est immédiatement réduit a
1| =17, 1
2] -7, 0

Comme on obtient un résultat similaire pour la condition (3.6), il faut
que (J,;, J,;) # 0. De fagon analogue, le déterminant (3.7) est donné par

(- J. -7, 1
A —Jy —al, —Jy —al, o,
- JWY - 2aJW - Bl - Juyy - 20(]” - BJ# B

Vol. XXIV, n° 3-1976.



250 J.-G. DUBOIS, J.-P. DUFOUR ET O. STANEK

ou « et B sont des fonctions de (, y, y, p), qui est immédiatement réduit a

l Jo Iy .
2|l J ’
\ , u yy Byy
d’ou le résultat.
DEFINITION 3.3. — Le front d’onde A sera dit régulier relativement d

un point (t, y, y) si ¢,(&(t, u, ) T, 4, y) # 0.

En ne considérant que les points réguliers du front d’onde A, on élimine
les points de A pour lesquels V(z, g, y) est soit un « point de retour » soit
un « point d’arrét » par rapport a y. On le voit du fait que, pour un systéme
de coordonnées tel que ¥, # 0, ¢, = 0 entraine que &, = 0 (cf. I'équa-
tion (2.4)), et qualors V, =0 (cf. I'expression (2.6)), et du fait que
¢, = ¢,, =0 entraine que ¢, =¢,, =0 et qualors V, =V, =0. Les
relations

&8t 1 y), T, ) =0,
Gy, (&(T, s ) T, 1, y) = 0

définissent les points (t, u) de R? ou il y a bifurcation des solutions de
I'équation d’Euler-Lagrange. Par exemple, lorsque cet ensemble est une
courbe, en le traversant, il y a changement de la multiplicité de ces solu-
tions. Remarquons qu’aux points irréguliers de A peut correspondre divers
points de rebroussement du cercle osculateur optique en ces points puisque,

A

FiG. 3. — Point irrégulier de 4 (cas ¢, =0, ¢,, # 0).

par la définition 3.2 a, w = &, w, = £ et w,, = {,, en un point de A et que
par conséquent si ¢, = 0, W, = 0 (cf. 'expression (3.4)), et si ¢, = ¢,, =0,
W, = W,, = 0. C’est ce que nous illustrons par les figures 3 et 4.

Dans le cas des points réguliers, J(z, 4, y) = 0 si et seulement si un
rayon orthogonal au front d’onde 1 passe par le point (t, u) en direction (1, y),
tel qu'on le voit de lexpression (2.9 ¢) de J, qui contient le facteur
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LA THEORIE DES CATASTROPHES. III 251

FiG. 4. — Point irrégulier de 4 (cas ¢, = ¢,, = 0).

(1, $).(,, &, + @), ou (1, ¢,) définit le vecteur tangent au rayon et
(& d&, + @) le vecteur V tangent a A.

DEFINITION 3.4. — On appellera surface critique de J I’ensemble des
(t, 1, y) € R? tels que J(z, p, y) = 0.

LeMME 3.3. — Aux points de la surface critique de J pour lesquels le
front d’onde 4 est régulier, le vecteur (J, J,) est non nul et colinéaire a (1, y).
La démonstration est immédiate par les expressions de J,, J,, J, et .

DEFINITION 3.5. — On appellera ensemble catastrophe (de bifurcation)
de J I'ensemble des (1, u)e R? tels que Jy(t, 1, y) = J (1, u, y) = 0 pour
un ye R.

LeEMME 3.4. — L’ensemble catastrophe de la fonction distance optique J
coincide avec I'’ensemble des centres de courbure optique du front d’onde A.

Démonstration. — En effet par (2.8), J(t, u, y) = J (z, u, y) = 0 pour
un y si et seulement si au point (z, g4, y)

éy == Iy/Iu’
Eoy (qulf 21, L1 + 1 lz)/ls ;

uy-u-y yy-u
et qu'alors par (3.2)

AT, 1, y) = oft, 1, y, p),
ST 1Y) = @ (T, 1, Y, P) .

LeMME 3.5. — Si le front d'onde A est régulier relativement aux
points (1, i, y) tels que (7, p) soit un point catastrophe de J pour y, alors
Jo,#0et ) est orthogonal a (1, y).

o u}

Vol. XXIV, n° 3-1976.
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Démonstration. — 11 s’agit de dériver les identités
Iy = L, + n(z, W, /(1 + y?)'2, (3.8a)
I,u = 1,0, + n(z, Wyd, /(1 + y?)1/2, (3.8b)
obtenues des expressions (2.9) et de
ét¢y = €y¢t »
éu¢y = €y¢u )
relativement 4 y pour avoir
n(t, p)
Uy Juy) = W(% - 1. (3.9)

DEFINITION 3.6. — Un systéme orthotomique de rayons est un systéme
différentiable a un paramétre (t, ¢(t, u)) de rayons tel que pour tout u I'on
puisse trouver une courbe lisse y(v) définie dans un voisinage de u dont le
vecteur tangent soit non nul et orthogonal & chacun des rayons corres-
pondant au voisinage.

Dans R?, tout systéme de rayons admettant une paramétrisation diffé-
rentiable (¢, ¢(t, u)) est un systéme orthotomique. On le voit en considé-
rant les courbes intégrales du champ de vecteurs (— ¢,¢,, 2 + 1) dont
les images par I'application (¢, u) — (t, ¢(t, u)) sont les fronts d’onde associés
au systéme. Naturellement la propriété fondamentale de ces derniers est
que leurs vecteurs tangents sont orthogonaux aux vecteurs (1, ¢,) tangents
aux rayons. Remarquons que, par le théoréme d’existence et d’unicité
pour les équations différentielles du premier ordre, toute courbe lisse
de R? peut jouer le rdle de front d’onde associé & un systéme orthotomique
de rayons.

LEMME 3.6. — Supposons que le front d’onde A soit régulier relativement
au point (to, Ko, Yo) tel que (tq, po) soit un point catastrophe de J pour y,
et soit A(u) = (4;(u), A,(u)) une paramétrisation de A au voisinage de
(E(tos Hos Yol P(E(Tos Moy Vo) Tos Hos Vo)) = Aug) avec A'(ug) # 0. Il existe
alors un syst¢tme orthotomique de rayons associé 4 A au voisinage de
#{ug) qui peut étre localement paramétré par une fonction y(z, u)= (1, u(z, u))
avec A(u) + ufA (u), wis(u) = 0, ou A'(u) # 0.

Démonstration. — On choisit un systéme d’axes tel que E(To, Mo, Yo) # 0
et soit A(u) = (4,(u), A,(u)) une paramétrisation locale de A telle que

Mug) = (&(To, Ho» Yo)s P(E(Tos Hos Yo), To» Hos Yo)) avec A'(ug) # 0. Utilisant
le théoréme de la fonction implicite, on peut alors résoudre

é(‘(, U, .V) = A’l(u)
par rapport a y tel que y, = y(tg, fo, o) €t
f(ra Hu, y(T7 H, u)) = 'll(u) ) (3' 10)

sur un voisinage de (tq, g, Ug).

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section A
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D’autre part, puisque le rayon considéré aboutit orthogonalement
a A, la fonction

S opw) = 2(w) + ¢4 W), T, 1, YT, py w)Ay(u)

s'annule en (7, yo, 4o). En appliquant le théoréme de la fonction impli-
cite, on peut exprimer localement x en fonction de (t, u), et ainsi obtenir
la conclusion du lemme. Il suffit qu’en (zq, po, o)

Sy Vu + G # 0,
puisque A5(uq) # 0; ou de fagon équivalente, puisque de

¢('11(u)$ T, H, Y(T, H, u)) = /12(“)
yu= —¢y/¢y’ (3]1)
¢tu¢y - ¢ly¢u #* 0. (3 12)

Montrons qu’une condition suffisante pour que (3.12) soit vérifié est
que J,(ko, To, o) # 0. I1 s’agit de montrer que si (3. 12) n’est pas satisfait,
Jus(Hos Tos Yo) = 0. Pour cela, notons d’abord que (3.10) entraine que

Yu=&ulCy,

oy — Sy = ¢yy€n — sy - (3.13)
Utilisant I'expression (2.9 ¢) de J,, des hypothéses

on obtient

que

d’ou de (3.11)

Jy(To, Hos Vo) = Jyy(TO’ Ho> Yo) =0
et ¢,¢, = ¢,¢, et des identités 0.8, = §,¢, et (3.13), le résultat est
immeédiat.

4. CLASSIFICATION DES CAUSTIQUES

DEFINITION 4.1. — Soit " une famille différentiable de courbes y de R?
paramétrée localement par ®(t, u) = (t, @(t, u)). On appellera graphe de
la famille T dans R3 ’ensemble

Gro () = {(t, ¢(t, w), WeR>; (t,wel, x 1,},

ou I, x I, est le domaine de définition de ®.

DEFINITION 4.2. — L’ensemble oI' = ®(A(y)), ou
Ap) = {(t WeR?; ¢,(t,u) =0, ¢, (t,u) #0},

sera appelé enveloppe géométrique de T.

Pour nos fins, qui sont de définir une caustique comme Ienveloppe
d’un systéme orthotomique de rayons, la notion classique d’enveloppe ne
convient pas. Cette notion, qui demande que les vecteurs tangents aux
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courbes de la famille et a 'enveloppe aux points de contact correspondant
soient respectivement égaux, n’est pas toujours satisfaite pour une caus-
tique. C’est le cas pour une caustique ponctuelle ou le point cuspide d’une
caustique cuspidée (point de rebroussement de premiére espace) pour
lesquels on ne peut définir de vecteurs tangents. Nous utiliserons plutot
la notion d’enveloppe géométrique illustrée a la figure 5.

X ar
>
X (110( 11"‘9))
= t
~ V= h (b)
N 2
\
(1,0 (1,09 ,u > < >t
YA >~ or
>t
v Grg(r) (c)
(a)
Fic. 5. — Enveloppe géométrique.

La condition ¢, # 0 de la définition évite qu'une courbe de la famille
soit une enveloppe. Nous introduisons cette condition puisqu’un rayon,
par le théoréme d’unicité des solutions des systémes différentiels du premier
ordre, ne peut pas étre I'enveloppe d’une famille de rayons. Toutefois, pour
I'étude de certaines situations singuliéres, qui ne seront pas considérées
ici, il convient de ne pas tenir compte de cette condition (cf. Thom [3]).
Dans la situation de la figure 5 a, cette condition est toujours satisfaite
puisque la créte de Grg (I') n’est pas parallele a 'axe des t. De plus, cette
condition nous assure que les points critiques de pr, :

déterminés par ¢, = 0 sont indépendants de la paramétrisation ®. Finale-
ment, nous affaiblissons la définition d’enveloppe en prenant 'adhérence
de ®(A(y)), afin de ne pas éliminer certaines situations significatives pour
notre étude pour lesquelles ¢, = 0. Nous illustrons un résultat possible
d’une telle situation a la figure 5 ¢ (point p).

LEMME 4.1. — Supposons que Grg, (T) = {(t, x, u) e R* ; F (¢, x, u) = 0 },
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que pour tout (t, ¢(t, u), u) € Gre (I') le vecteur (F(t, x, u), F.(t, x, u)) est
non nul et colinéaire a (1, ¢(t, u)) et que F_ (¢, x, u) # 0 si

F t, x,u)=F,(t,x,u)=0.

Alors I'ensemble catastrophe de F coincide avec dI.
Démonstration. — De la relation F(t, x, u) = 0, on a
Fub,+F,=0;

d’ou l'on tire que F, = F,, = 0 si et seulement si ¢, = 0. Comme on
suppose que le vecteur (F,, F,) est non nul et colinéaire a (1, ¢,), on a que

F(t, ¢(t, u), w(t, u) = F,(t, ¢(t, u), u).

Pour montrer la condition ¢,(t, u) # 0 de la définition 4.2, dérivons cette
équation relativement a u :

F1x¢u¢! + Flud)l + Ft¢lu = Fxx¢u + qu .

SiF,=F,=0,ona
F.$ + Fi¢, =F,,.

Dans ces conditions, on obtient donc que ¢,, = 0 si et seulement si
Ftu¢! - qu =0.

Or en dérivant relativement a ¢ la relation F (¢, x, u) = 0, on a
Fur + Fux¢l =0.

Ce qui montre que ¢,, # 0, car autrement F,, = 0.

DEFINITION 4.3. — On appellera caustique I'enveloppe géométrique
d’un systéme orthotomique de rayons.

THEOREME 4.1. — Dans les conditions du lemme 3.6, I’ensemble catas-
trophe de la fonction J(z, u, y) coincide au voisinage de (t,, yo) avec la
caustique relative au front d’onde A.

Démonstration. — Définissons localement la fonction
F(z, p, w) = J(z, p, y(z, p, u)).
Les ensembles catastrophes de F et J coincident puisque
F.=3y,
Fu=Jyye + 3V
$(Ay(u), T, p, Y1, 1, w) = A,(u)

}"l(u) + ¢.(11(u), T, i, y(T, H, u))'{’z(u) =0 s
Vo= 25(1 + ¢7)/¢, # 0.

et que, de

et
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De plus, en vertu du lemme 3.6, la surface critique de F définie par
{(t,m, W) eR3; Fy(r, pu) =0}

peut étre paramétrée par la fonction

O(t, u) = (1, pu(t, u), u)

dont I'image est le graphe du systéme orthotomique de rayons passant au
voisinage du point A(u,) de A. D’autre part, d’aprés le lemme 3.3, le vec-
teur (F(t, u(t, u), u), F (1, u(t, u), u)) est non nul et colinéaire au vecteur
(1, ¢z, u)). Finalement, F,, # O si et seulement si J,, # 0. Le lemme 4.1
établit alors le résultat.

DEFINITION 4.4. — La fonction distance optique J(z, u, y) est une bonne
Jonction si elle vérifie en chaque point de son domaine de définition 'une
des conditions suivantes :

I, ) #0; (c. 1)
i, wy) =0,  J (1, my #0; (c.2)

Jy(‘c’ U, J’) = Jyy(t, u, }’) =0, Jyyy(t’ H, y) #0,
Uty Y), Tt 1, ) # 05 (c.3)

Lo, wy) =Jynwy)=J,,uwy)=0 J, (tuy#0,

T, i y) Yt 1, )

(c.4)
ot 1, y) 1T, 1, )

L’ensemble des bonnes fonctions J forme un ouvert dense (la propriété
d’étre une bonne fonction est générique) dans I’espace des applications
différentiables de R? x R dans R. On peut fournir des modéles canoniques
locaux des bonnes fonctions J dont les ensembles catastrophes sont, & un
difféomorphisme prés, respectivement les ensembles catastrophes locaux
des bonnes fonctions du type i correspondant a chacune des conditions c. i,
i=1,...,4. Mentionnons finalement que les bonnes fonctions sont
localement stables, d’ou la stabilit¢ des morphologies des ensembles
catastrophes qu’elles présentent. Pour plus de détails, nous renvoyons le
lecteur a [4].

THEOREME 4.2. — Supposons que la fonction distance optique J est
une bonne fonction et que le front d’onde A est régulier relativement
a (1, 4, y). Alors au point (7, u) I'un des cas suivants se présente de fagon
stable selon que J satisfait respectivement en (t, u, y) les conditions c.i :

(c.1) Aucun rayon du systéme orthotomique défini au voisinage du
point correspondant de A ne passe par (t, y).

(c.2) I1'y a au moins un rayon qui passe par (7, y), mais il n’y a pas de
caustique qui passe par (t, ).
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(c.3) Une caustique de type pli passe par (t, p).

(c.4) Une caustique de type cuspide se situe au point (z, p).

La démonstration est une conséquence immédiate du théoréme 4.1
et de la classification des ensembles catastrophes des bonnes fonctions
(cf. la référence [4]).

Remarque. — 11 peut se présenter localement dans le plan (¢, x) une
autre morphologie stable de la caustique : I'intersection transversale de
deux lignes de pli. Une telle situation se déduit d’une étude globale du
. systéme orthotomique.

LEMME 4.2. — Si le front d’onde A est régulier relativement au point
(7, 4, y) tel que (z, p) est un point catastrophe de J pour yetJ, (1, u, y) = 0,
alors

Jty Juy £0
Ty JI‘}’}'
en ce point.
Démonstration. — Ugtilisant les expressions (3.9) et celles obtenues

pour J,,, et J,, de (3.8), on a que

J, J

O =Rk wi+ y?
JU’Y JI‘}’}'

d’ou le lemme.

D’aprés les lemmes 3.2, 3.5 et 4.2, un front d’onde A régulier relative-
ment a un point (7, 4, y) admet, lorsque défini, un rayon de courbure opti-
que différentiable au voisinage du point (&(z, y, y), d(E(x, 1, ¥), T, 1, Y)).
On désignera par p(u) ce rayon de courbure optique, le paramétre u étant
choisi relativement a une paramétrisation locale de A.

THEOREME 4.3. — Si 4 est un front d’onde régulier relativement a (z, 4, y),
les cas suivants se présentent localement :

(a) Lorsque p n’est pas défini, de fagon stable il n’y a pas de caustique.

(b) Lorsque p’(u) # 0, la morphologie de la caustique est celle d’une
ligne de pli stable.

(c) Lorsque p’(u) = 0, p”(u) # 0, la morphologie de la caustique est
celle d’'une cuspide stable.

(d) Lorsque p’(u) = p”(u) = 0, la morphologie de la caustique est
instable.

Remarque. — La notion de stabilité est celle utilisée relativement a la
fonction distance optique. Elle implique la stabilité de la morphologie
locale de la caustique sous la « perturbation » correspondante du front
d’onde.

Démonstration du théoréme 4.3. — Le théoréme découle directement
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des lemmes 3.2 4 3.5 et 4.2, du théoréme 4.2 et des expressions suivantes
en (7, 4, y) : si Jy, (T, 1, ) # 0,

Jr Juy /
. = I
g Jty Juy it
sien (1, 4, y)
Jty’ Juy #£0
JU’Y JI‘YY
g | / Ty Ty |
y »wy 4
. er JI‘Y JT)’P JI‘.VY
siJy (1, 1)) =0,
J ] J J
= J T u Ty ny
pyy it JT.V Jlly / JT.VY JI‘}’.V

Nous donnons une illustration du cas (¢) de ce théoréme, pour les
milieux homogeénes, par la figure 6 ci-apres.

Iy Systeme
orthotomique

7

Caustique

Fig. 6. — Caustique cuspidée.

Nous relions les singularités des fronts d’onde en évolution aux morpho-
logies locales des caustiques stables par le théoréme suivant.

THEOREME 4.4. — Si 4 est un front d’onde initial régulier relativement
A (g, Ho» Vo), les situations génériques suivantes se présentent au voisinage
de (tg, Ho) :

(a) Lorsque (14, #) N"appartient pas & une caustique, les morphologies
des fronts d’onde sont celles d’une ligne de pli stable.

(b) Lorsque par (7o, io)passe une caustique stable de type pli, les morpho-
logies des fronts d’onde sont celles d’une cuspide stable.

(¢) Lorsqu’en (14, o) s€ situe une caustique stable de type cuspide, les
morphologies des fronts d’onde sont celles des sections de la queue d’aronde.
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Démonstration. — 1l s’agit de considérer la fonction différentiable

y

T, w0, y) = J Jz, 1, 2)dz — ay.
Yo

Les sections par rapport a o de son ensemble catastrophe dans I’espace

des (1, u, o) définissent les fronts d’onde en évolution au voisinage de

(Tos Ho), PUisSque (1, u, ®) est un point catastrophe de J s’il existe un y tel

que
]y(‘c’ K, &, .V) = J(‘t, H, y) — o= 09

Tt 0, y) = Iz, 1, y) = 0.

Si (1o, Ho) N'appartient pas & une caustique,

T,(Tor Hos %gr Yo) = Ty (To, Hos Yo) # 0
et
Tay(t07 Ho» %, Yo) = — 1,

ol ag = J(tg, Ho» Yo) : On a donc le résultat (a).
Si part (z,, o) passe une caustique de type pli,

]yyy(TO’ Hos %o, Yo) =0,
]yyyy(TO’ Ho> %o, yO) = Jyyy(TO’ Hos yO) # 0

et en (1o, Uo» %o Vo) le déterminant

I, 1

ny ay
J

J

d’ou le résultat (b). Si en (g, o) se situe une caustique de type cuspide,

J, _1’
=J,#0;
uy 0 ny

unyy ayy

]yyy(fo’ Ho, %o, YO) = ]yyyy(TO’ Ho, 0o, yO) =0 4
]yyyyy(‘co’ Mg, g, Vo) = Jyyyy(TO’ Ho» yO) #0

et en (g, Mo, %o, Vo) le déterminant

I, T, T, L L g
]tyy ]m'y ]ayy Jo  Ju 0 = ‘ er J”y #0;
]ryyy ]uyyy ]ayyy Joy Juy 0 v

d’ou le résultat (c) (cf. la référence [4]).

Pour une illustration du cas (c¢) de ce théoréme, dans les milieux homo-
geénes, nous référons a la figure 7 ci-apres.

Il est a remarquer que pour le cas d’une caustique de type cuspide,
I'ensemble catastrophe de conflit de J(z, g, y) au voisinage du point cuspide
détermine I'ensemble des points de self-intersection des fronts d’onde en
évolution.
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A Caustique

FiG. 7. — Singularité queue d’aronde des fronts d’onde.
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