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Physique théorique.

RÉSUMÉ. - Dans ce travail, les conditions de compatibilité pour les
discontinuités des champs relativistes et leurs dérivées spatio-temporelles
et de genre temps, jusqu’au deuxième ordre inclus, sont construites systé-
matiquement en termes de la géométrie locale du front d’onde (hypersurface
singulière). Une nouvelle dérivée de genre temps qui généralise au cadre
relativiste la dérivée-03B4 de la mécanique classique (Thomas) est ainsi intro-
duite. Elle fournit une forme condensée de ces expressions. On espère ainsi
avoir construit l’équivalent relativiste de la théorie classique de T. Y. Tho-
mas (1957).

ABSTRACT. - In this work the compatibility conditions verified by the
discontinuities of relativistic fields and of their space-time and time-like
derivatives up to the second order are systematically constructed in terms
of the local geometry of the wave front (singular hypersurface). A new
time-like derivative that generalizes Thomas’ 03B4-derivative of classical
continuum mechanics is thus introduced in the relativistic frame. It allows
to formulate these conditions in compact forms. It is thus expected that the
relativistic analogue of T. Y. Thomas’ (1957) classical theory is produced.

1. INTRODUCTION

Ce travail a pour objet la construction des conditions de compatibilité,
en suivant les travaux originaux d’Hadamard [1] et de Thomas [2], pour
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214 G. A. MAUGIN

les discontinuités de différents champs physiques, autres que la gravita-
tion ( 1 ), dans le cadre de l’espace-temps de la relativité restreinte ou générale.
De nombreux travaux ont été consacrés à ce sujet en mécanique classique
(Voir, par exemple, la synthèse de Truesdell et Toupin [3], Coleman et al. [4],
Maugin [5]). Des études déjà approfondies ont été consacrées à ce pro-
blème en relativité par de multiples auteurs (par exemple, Thomas [6] [7],
Lichnerowicz [8]), et les formules les plus élémentaires - équations (4.5)~
et (4.8)1 dans le présent travail - ont été utilisées par, entre autres,
Rayner [9], Bressan [10], Grot [11], Carter [12] et Lichnerowicz et ses

élèves (en employant des tenseurs-distributions ; cf. Annexe). Cependant,
l’apparition de modèles assez complexes en mécanique relativiste des
milieux continus - MHD, milieux déformables non linéaires, milieux
hypoélastiques, milieux électromagnétiques à spin - et l’emploi de lois
de comportement plus élaborées telles que la loi de comportement de
conduction de chaleur présentant un phénomène de relaxation, conduisent,
si l’on veut étudier la propagation des fronts d’onde (d’après la définition
donnée par Hadamard), à la construction de conditions de compatibilité
du premier, mais aussi, du second ordre (portant sur les dérivées secondes
des champs dont on étudie les discontinuités). De plus, si l’on désire mener
à bien l’étude de la variation d’amplitude d’une discontinuité le long de son
rayon (ou bi-caractéristique) et la transition d’une onde faible à une onde
forte, il faut nécessairement utiliser les conditions de compatibilité du
second ordre. Pour des milieux continus relativistes relativement com-

plexes, on est alors conduit à une théorie non linéaire de la propagation
des fronts d’onde (2). L’intégration complète (3) de « l’équation de trans-
port » de la discontinuité requiert la considération de la géométrie locale
du front d’onde. C’est pourquoi, en contraste avec la méthode basée sur la
théorie des distributions (Voir l’Annexe) employée par M. A. Lichnerowicz,
nous basons notre présentation sur l’emploi de cette géométrie locale dont
Taub a rappelé quelques propriétés [14].

Après un rappel des notations nécessaires au chapitre 2, nous définissons
en 3 la géométrie d’un front d’onde qui se propage dans l’espace-temps.

( 1 ) Pour les études concernant les discontinuités du champ gravitationnel, on se repor-
tera aux travaux cités à l’annexe.

(2) En mécanique classique des milieux continus, voir l’article (très pédagogique) de
Varley et Cumberbatch [13].

(~) M. A Lichnerowicz démontre que, dans des cas suffisamment simples (hydrodyna-
mique et MHD relativistes ; Cf. Références [8] et [17]), la discontinuité du champ A se
propage selon le rayon associé ; c’est-à-dire, si DR indique la dérivée invariante selon
ce rayon, on a

(a) DR[A] = 0 (modulo un terme linéaire en [A])
Dans des cas plus complexes, on serait conduit à un second membre d’un ordre plus élevé
en ~A]], par exemple, quadratique.

de l’Institut Henri Poincaré - Section A



215HYPERSURFACE SINGULIÈRE EN MÉCANIQUE RELATIVISTE DES MILIEUX CONTINUS

La présentation semble nouvelle qui fait appel aux notions de dérivée
covariante tangentielle, d’une dérivée invariante selon un 3-vecteur sur le
front d’onde et d’une dérivée - appelée dérivée-~ - qui généralise au
cadre relativiste la notion de dérivée-03B4 que Thomas [2] avait introduite
en mécanique classique des milieux continus. Au chapitre 3, toutes les
dérivées, jusqu’au second ordre inclus, spatio-temporelles et de genre temps
(dérivée selon une ligne de courant, dérivée convective), sont ainsi cons-
truites en fonction de dérivées intrinsèques sur le front d’onde. L’emploi
de la dérivée-~ fournit une forme élégante et condensée (Cf. équations 3.4,
3.18) des équations impliquant des dérivées temporelles. Les conditions
de compatibilité correspondantes pour les discontinuités sont établies au
chapitre 4 dans des conditions de continuité telles pour les fonctions,
qu’avec l’emploi de coordonnées curvilignes, la plupart d’entre elles restent
valables en relativité générale (chap. 5). Une comparaison avec les résultats
partiels que M. Lichnerowicz a obtenus élégamment à l’aide de la théorie
des tenseurs-distributions est brièvement faite en Annexe. On espère ainsi
avoir construit l’analogue relativiste de la théorie développée par Thomas [2]
en mécanique classique. Bien que le présent travail constitue une étude en
soi, des applications (en particulier à l’étude de la propagation des fronts
d’onde dans les milieux relativistes à spin dont nous avons donné ailleurs
les équations du champ et les lois de comportement [16] et qui requiert
l’utilisation de toutes les équations ici obtenues) seront données dans une
publication ultérieure.

2. PROPAGATION D’UNE HYPERSURFACE DANS V 4

2.1 . Espace-temps et mouvement

Dans une carte locale curviligne { x’B a =1, 2, 3, 4 (x~ de genre temps)},
la métrique de l’espace-temps V4(M4) est considérée de classe Coo,
symétrique et hyperbolique normale, soit de signature lorentzienne + 2

( +, +, +, - ). On considère l’espace-temps de Minkowski V~ = M4 tel
que la courbure s’annule en tout point événement x. La dérivée
covariante sera notée V et la dérivée partielle par une virgule. Les indices
grecs prennent les valeurs 1, 2, 3 et 4, et tous les indices latins, minuscules
ou majuscules, les valeurs 1, 2 et 3. Le carré de l’élément de distance de M4
s’écrit dans la carte {x0152} :

Dans un repère d’inertie x°‘ === (x’‘, ct), k = 1, 2, 3 - c = vitesse de la
lumière dans le vide, t = temps - (2 . 1) prend la forme

Vol. XXIV, n° 3-1976.



216 G. A. MAUGIN

où

Le mouvement direct (4) d’une « particule » (XK) du milieu continu rela-
tiviste, de coordonnées de Lagrange XK, K = 1, 2, 3, le long de sa ligne
d’univers dans M4 est entièrement décrit par le difféomorphisme X :
tf = 1 x B -~ M4 de classe Ck (k &#x3E;__ 2) sur un ouvert ~‘ de tf (I est un
intervalle ouvert de R ; B est un ouvert de (R3) (5) :

où s est le temps propre de (XK). La 4-vitesse d’univers de (XK) est telle que

avec

Dans un repère de Lorentz, u°‘ s’écrit

où v est la vitesse tridimensionnelle habituelle.
Plus généralement que (2.6), on définit la dérivée invariante dans la

direction d’un 4-vecteur contravariant V~ d’une fonction A(x) à valeurs
tensorielles sur M4 par

On note aussi que la dérivée de Lie d’une telle fonction A(x) par rapport
au champ de 4-vecteur M" s’écrit (Cf. Schouten [19], p. 106) :

suivant que A est un 4-vecteur covariant ou contravariant.

(~) (2.4) est supposé invertible avec X~ et s variables indépendantes de sorte que le
mouvement inverse est décrit par 

(~) Voir la justification d’une telle représentation paramétrique, par exemple, dans
Taub [18], p. 185-188.

Annales de l’Institut Poincaré - Section A



217HYPERSURFACE SINGULIÈRE EN MÉCANIQUE RELATIVISTE DES MILIEUX CONTINUS

En un point Q l’opérateur de projection sur Mi(Q),
l’espace vectoriel tangent tri-dimensionnel orthogonal à ~(XK, est défini
par

où est la réciproque de g«~. n’est autre que la métrique locale
de écrite sous forme covariante dans M4. Soit un champ
tensoriel d’ordre n. Sa projection sur Mf(Q) est fournie par

Si ce champ vérifie la condition d’orthogonalité

il est dit complètement P. U. (Cf. Maugin [20]). En particulier, si Aa est
P. U., alors on vérifie que est aussi P. U., soit :

mais si A" est P. U., on n’a pas = 0 car l’élévation et l’abaissement

des indices ne commutent pas avec la dérivée de Lie (cf. équation 2.9).

On note que la 4-accélération est P. U. et que est P. U. et idem-
potent. 

5s

Enfin, la « dérivée covariante projetée » Va en QE(XK) est définie par
(cf. Maugin [21], aussi Cattaneo [34]) :

Elle n’est autre que la dérivée tangentielle sur la dérivée - étant
la dérivée normale à à une constante près. ~

2. 2. Hypersurface L dans V 4

A. DÉFINITION ET VITESSE DE PROPAGATION

Une hypersurface tridimensionnelle régulière ~ plongée dans V4 est
une région de V4 définie localement par les équations paramétriques de
Gauss (Cf. Thomas [22]) :

où les trois paramètres aj sont tels que la matrice 3X4 est de rangp q 
ôa’

trois en tout point de Il s’ensuit que, dans un voisinage de tout point
Vol. XXIV, n° 3-1976.
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de f/ (désormais appelée E), il existe une fonction E(x") de classe C~ sur
son domaine telle que les points de E satisfassent à l’équation (6) :

En tout point de E on peut définir un vecteur normal proportionnel à ~,a.
Nous nous limitons au cas où L est une hypersurface de genre temps (nor-
male de genre espace), c’est-à-dire, telle qu’en tout point de E (’)

Cette condition signifie que E représente une hypersurface qui se propage
à une vitesse inférieure à celle de la lumière, et que sa normale spatiale ne
s’annule en aucun point de E. Normalisant à l’unité le vecteur normal

à E, on définit

Dans un repère de Lorentz, la normale spatiale unitaire et la vitesse Go
de la surface E par rapport à ce repère sont données par

L’inégalité (2.15) est évidemment équivalente à la condition

En termes de 03BDk et Go, les composantes spatiales et temporelle de N03B1 sont,
dans un repère (2 . 2)-(2 . 3) (Cf. Grot [11]) :

Plus généralement, on peut définir des projections de Na(Q E E) sur Mf(Q)
et le long de u°‘ à l’aide de (2.10)-(2.11). Soit,

(6) Réciproquement, le théorème des fonctions implicites permet de passer d’e (2. 14)
à (2. 13).
e) Il s’ensuit que l’un des a’ est homogène à une coordonnée temporelle.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section A
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Alors (2.16)~ implique

La normalisation de N(l à l’unité fournit le 4-vecteur P. U. V(l tel que

D’une manière identique à (2.10), on peut introduire l’opérateur de pro-
jection sur E, ce qui permet de définir les composantes normales et
tangentielles de tout 4-vecteur sur E. On a (8)

avec

Par exemple, les composantes normales et tangentielles de la 4-vitesse u(X
en un point événement Q = ~(XK) n E sur E sont données par

Contractant (2.25) avec u03B1u03B2 et utilisant (2.22)3, on a

ce qui montre que

Un paramètre sans dimension utile pour l’étude de la propagation des
fronts d’onde a été considéré par M. Lichnerowicz ([8], p. 104). Nous
définissons ce paramètre par

En accord avec (2.26)-(2.28), on a

(8) Le signe moins dans la définition (2. 25) provient du caractère spatial de Na (comparer
avec (2 . 10) 1 ).

Vol. XXIV, n° 3-1976.
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D’où

Ce paramètre (9) caractérise la propagation de l’hypersurface E par
rapport à la matière, c’est-à-dire, par rapport à la direction temporelle ua.
La vitesse « invariante » G de E, mesurée dans le repère au repos instan-
tané du milieu continu est alors donnée par :

B. GÉOMÉTRIE LOCALE DE ~ 

B. 1. Première forme fondamentale
L’élément de distance ds de E induit par V4 est donné par

où la première forme fondamentale de E s’écrit dans la carte {aj} avec

où la dérivation covariante dans ( ai ) est notée par une barre verticale.
Les trois 4-vecteurs (i = 1, 2, 3) sont tangents à l’hypersurface E donc
orthogonaux à N0152, soit

Si l’on définit la réciproque yij de y~~ par

où 03B4ik est le symbole tridimensionnel de Kronecker, on a alors

(9) D’une manière équivalente, la définition (2.30) peut s’écrire

ce qui est la définition de M. Lichnerowicz à la signature de la métrique près.
e °) Pour la géométrie locale d’une variété V"-1 1 plongée dans un V" euclidien, on

consultera le traité classique d’Eisenhart [23].

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section A
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soit avec (2.25)

représente donc bien la métrique de E en formalisme covariant dans V4
(de la même manière que représente la métrique de Mf(Q)). Avec
(2 . 26) 1, on a donc

Comme Na est un gradient, on a, par dérivation extérieure,

Par ailleurs, en prenant la dérivée covariante de (2.40), il vient

De (2.42) et (2.43), on tire le résultat suivant :

LEMME 2.1.

où l’on a utilisé la notation (2 . 8).

B. 2. Seconde forme fondamentale

La seconde forme fondamentale de E est, par définition,

La symétrie résulte de (2.42). On peut donner une autre forme à En

prenant la dérivée covariante par rapport à la carte { ai ) sur E de (2.36)
ou (2.41), on a (11)

soit

( 11 ) On a

où { /j } est le symbole de Christoffel de deuxième espèce basé sur y;~.

Vol. XXIV, n° 3-1976.
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la dernière relation provenant de la symétrie de bu. Compte tenu de (2 . 39),
(2.45) et (2.43), on a

La courbure moyenne de E est alors classiquement définie par

On notera finalement l’équation de Gauss sur E :

Remarque. Dans (2 . 46), on a utilisé le fait suivant. Soit j’(x) un champ
à valeurs tensorielles sur V4. En un point Q de E, on a, avec (2.13)

d’où l’introduction de la dérivée covariante par rapport à { ~ }. En parti-
culier, soit ~ un champ de vecteur contravariant sur E ; alors, d’une manière
identique à (2. 8), on introduit la dérivée invariante dans la direction de 
sur E d’un champ j’(x) par

Dans la suite, le « "» sera entendu là où il n’y a pas ambiguïté.

B. 3. Dérivations sur E

On s’intéresse aux champs j’(x) définis le long d’une ligne d’univers
représentant le mouvement (2.4) et, plus particulièrement, à la valeur des
dérivées de ces champs au point événement (que l’on suppose unique)
Q = n E. On a donc une relation identique à (2 . 51 ).

a) Dérivées normales et tangentielles. - La première et la seconde
dérivées normales sont définies par :

où l’on a utilisé le Lemme 2. 1.
~, ,~ ~ ~ . _,~ ~, ~

La première dérivée tangentielle sur E est définie d’une manière ana-
*

logue à Va (cf. équation 2 . 12) :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section A
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La seconde dérivée tangentielle d’un champ f (x) est obtenue en appli-
quant deux fois l’opérateur DT, soit

L’opérateur n’est évidemment pas symétrique puisqu’il représente
une double dérivation covariante sur l’hypersurface E en général (extrinsè-
quement) courbe ; donc

où [..] ] indique l’antisymétrisation. Notons alors le résultat suivant :

LEMME 2.2.

En effet, d’après (2.55), (2.44) et (2.42), on a

d’où (2. 58) par élévation des indices.
Prenant alors la partie antisymétrique de (2.56) par rapport à a et ~

on a immédiatement avec (2.58) :

En utilisant le fait que

(2.59) se transforme en

On verra au chapitre 3 que, comme il se doit, cette expression fait inter-
venir la seconde forme fondamentale de E.

b) Dérivée-~. Nous généralisons ici la notion de dérivée « delta »
introduite par T. Y. Thomas [2] en mécanique classique des milieux conti-
nus ( 12). Cette dérivée que nous noterons « ~ » représente une dérivée

e 2) Rappelons que la dérivée-03B4 de Thomas se définit classiquement par

où 1/lt est la dérivée partielle par rapport au temps, est la dérivée normale par rapport
à la surface bidimensionnelle de discontinuité, et V est la vitesse (scalaire) de cette surface
dans la direction de sa normale. En formalisme quadridimensionnel covariant, on n’intro-
duit pas de dérivée partielle 1/ôt mais la dérivée qui correspond en fait à la dérivée
particulaire (en suivant le mouvement d’une « particule ») de la mécanique classique.

Vol. XXIV, n° 3 - 1976.
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temporelle « en suivant le mouvement de L dans V4 le long de sa normale ».
C’est donc une dérivée temporelle selon les rayons.

DÉFINITION 2. 3. - Au point événement Q = ~(XK) n E, la dérivée-~
d’un champ f’(x) à valeurs tensorielles sur V4 est définie par

En effet, en Q, on peut définir 2014 puisque Q e ~(XK), et puisque
05

Q e E. On vérifie immédiatement qu’une définition équivalente est fournie
par 

_________

En particulier, on note le résultat suivant en Q E rc(XK) n E :

qui résulte immédiatement de (2.61) et (2 . 44).
On verra au chapitre suivant l’interprétation de ~/~s en fonction

d’une dérivée intrinsèque sur E (dérivée invariante dans { par rapport
à la composante tangentielle de la 4-vitesse d’univers).
La double dérivée-~ s’obtient en appliquant deux fois l’opérateur défini

en (2.61) ou (2.62). On obtient l’une des deux formes suivantes :

ou 2014 = 2014 2014 représente la double dérivée invariante dans la direction
de Ull.

3. CONDITIONS DE COMPATIBILITÉ
POUR LES DÉRIVÉES D’UNE FONCTION f(x)

3 .1 . Conditions de compatibilité du premier ordre
Soit Im (~) l’image de f!4 c ~’ par ~ (Cf. § 2 .1 ). On considère un champ

j’(Q) à valeurs tensorielles sur V4 où Q elm (~) n E. / est de classe C~ 1

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section A
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sur B et est de classe C2 sur R3. On a alors les théorèmes et corollaires
suivants :

THÉORÈME 3. 1. E Im (~) n E, on a

THÉORÈME 3. 2. - En Q E Im n E, on a

avec

où v~ est la composante tangentielle de u~ sur E équation 2. 27).

COROLLAIRE 3.3 - Si f~ est un 4-vecteur covariant P. U., alors, en

Q ~ Im (R)~03A3, on a

et si est un 4-vecteur contravariant,

Démonstrations de (3.16)-(3.18). - Considérons j’(Q) et calculons ~.
En 0- on a - 

.

Multipliant les deux membres par et sommant sur les indices muets
en utilisant (2.39) et (2. 55), il vient

d’où (3.1). Utilisant maintenant la définition développée (2.55), on

obtient (3.2). C. Q. F. D.
La dérivée invariante de j suivant M" s’exprime, en tenant compte

de (3.2) et (2 . 27)s, par

Mais, d’après (2 . 27) 1 et (2 . 41 ),

suivant la définition (3.5)~. En effet, définit une base naturelle sur E

Vol. XXIV, n° 3 - 1976.
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pour les 4-vecteurs définis en Q. V~ est donc la composante de la 4-vitesse
tangentielle 03BD03B2 sur cette base et V est le 3-vecteur contravariant corres-

pondant dans la carte { a’ ~ . Compte tenu des définitions (2 . 52) et (3 . 5) 1,
on a donc (3 . 3). Utilisant la définition (2.61), on obtient (3.4). C. Q. F. D.
On voit donc l’interprétation de la dérivée-~ en termes d’une dérivée
intrinsèque sur E ( 13) .
Remplaçons maintenant f ’ par u~ dans (3 . 2). Soit, en Q,

Reportant (3.3) - - et (3 . 8) dans (2 . 9) 1 et remarquant
que fà est pris P. U., donc que . 

.

et

il vient

d’où (3.6) en réarrangeant les indices. De même (3 . 7) s’obtient en appli-
quant (3.3) et (2.9)~. On obtient (3.7) mais il n’y a pas de simplification
car f ’°‘ n’est pas considéré P. U. dans ce cas. C. Q. F. D.

Commentaires. Supposons que f est une fonction connue des a’ sur E.

Alors, les dérivées et peuvent être calculées en Q si l’on con-

naît ua en ce point. On appelle dérivées intérieure.s, les dérivées de ce genre
qui peuvent être déterminées en ce sens sur E. On voit donc l’utilité de
telles dérivées. Les équations (3.2) et (3. 3) constituent un système de rela-
tions linéaires reliant les dérivées du premier ordre de j en Q sur E. On
notera que si est donné sur E, alors les relations (3 . 2) et (3 . 3)

ne déterminent pas entièrement les dérivées VJ et en Qe Im 

sauf si une relation supplémentaire les concernant est spécifiée. Cette
information supplémentaire peut être obtenue en spécifiant la valeur de la
dérivée normale DNj’ en Q sur E, ou par une équation aux dérivées partielles
vérifiée par f’ (par exemple, une équation du champ). Le même commen-
taire s’applique à la dérivée convective ( 14) définie par (3 .6) et pour la

dérivée définie en (3. 7) où il faut que u°‘ = soit donnée sur E et 

soit spécifié ou que u~ satisfasse à une équation du champ (par exemple,

e3) Toutefois, le mouvement du milieu est impliqué par l’intermédiaire de va.

( 14) Voir Maugin [24].
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l’équation de continuité). Les équations (3. 2) et (3.3) sont appelées condi-
tions de compatibilité du premier ordre.
Avant d’examiner les conditions de compatibilité du second ordre,

nous établissons quelques formules utiles qui concernent les dérivées du
premier ordre de la normale unitaire à E. On note tout d’abord que

d’après (2.44) et (2 . 27)s.
Remplaçant f ’ par No dans (3 . 3) et (3 . 4), on a

Les autres dérivées de N" s’obtiennent comme suit. On calcule 
sur E à partir de .. _ ,

L’inversion de (2.45) conduit à

avec

Il s’ensuit que

Par ailleurs, remplaçant j’ par N~ dans (3 . 1), on a

Compte tenu de (3.13) et élevant les indices, on obtient

ce qui est bien symétrique en 03B2 et J1 d’après la symétrie de VP. Finalement,
d’après (3 .14), (2.62), (3 . 5)3 et (2.63), on a

Compte tenu de (2.44), on a obtenu toutes les dérivées d’ordre un de la
normale N~.
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3.2. Conditions de compatibilité du second ordre

On considère maintenant des champs j’(Q), Q E lm n E où j’ est
de classe C2 sur ~. On a alors les théorèmes et corollaires suivants :

THÉORÈME 3 . 5. - En Q E Im (14) n E, on a

THÉORÈME 3.6. - En Q E I m ~~) n E, on a

COROLLAIRE 3.7. - En Q E Im n E, on a

THÉORÈME 3. 8. - En Q E Im n E, on a

et

Dans (3.17) et (3.18), on a défini

où vj est le 3-contravecteur défini en (3.5)~.
Démonstrations de (3 .16)-(3 .18). - Remplaçons j’ par dans (3 . 2).

Il vient

En contractant avec Nu et tenant compte du fait que la courbure de V4 est
nulle, on a

Par ailleurs, avec (2.54),

Enfin, avec (3.2), on obtient, en utilisant le lemme de Ricci pour ga./1 et yt~
dans les cartes { x" ~ respectivement,
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Compte tenu de (2.50) et (3.13), (3.24) se transforme en

Tous calculs faits en tenant compte de (3.12), (2.40), (2.41), (3.21), (3.25)
et (3. 23), on obtient le résultat intermédiaire suivant [en Qelm (") 1:] :

Compte tenu de (3.26) et (3.25), (3.21) s’écrit, tous calculs faits, sous la
forme (3.16). C. 6. F. D. 

Remplaçons maintenant / par 2014 dans (3.2); soit,
~

Ce qui n’est autre que

Mais d’après (3.3),

Par ailleurs,

d’où

Les équations (3.26) et (3.2) fournissent les expressions de et

YJ respectivement. Soit, en reportant dans (3. 30),

où l’on a utilisé (3. 9). Reportant (3 . 31 ) et (3 . 29) dans (3 . 27), il vient
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Contractant le tout avec M" et tenant compte de (2.27)5 et (3.5), on
obtient (3.17). C. Q. F. D.
La démonstration de (3.18) qui n’est qu’une forme condensée de (3.17)

se fait comme suit. Partant de (3 . 27) et contractant avec u°‘ et utilisant (2 . 27)s ,
- on obtient 

/"-

Mais, d’après (3.29), le second membre n’est autre que

où l’on a utilisé (3 .11 ). (3 . 32) s’écrit donc

Par ailleurs, remplaçons / par DNf dans (3 . 3) en utilisant (2 . 54). Soit,

Reportant la valeur de ainsi obtenue dans (3 . 33), cette dernière

équation devient

ce qui n’est autre que (3.18) compte tenu de l’expression (2.64)~
C.Q.F.D.

Démonstrations de (3 . 19)-(3 . 20). - Remplaçons j’ par D~ f ~ dans (3 . 1).
Soit. ~

Utilisant à nouveau (3 .1 ), il vient, en utilisant le lemme de Ricci pour y‘’
dans { ~ },

d’où (3.19) en tenant compte de (2.50) et (3.12). En intervertissant le

rôle des indices a et f3 et prenant la partie antisymétrique par rapport à a
et ~ et le champ f ~ (à valeurs tensorielles sur V4) se comportant comme
un scalaire sur E, on obtient (3.20). C. Q. F. D.

Commentaires. (i) On remarque tout d’abord que l’expression (3.16)
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est, comme il se doit, symétrique en a et /~. Elle généralise au cas relativiste
une expression obtenue par Chadwick et Powdrill ( [25], équation 21) ;
(ii) L’expression (3.17) prend la forme extrêmement condensée (3.18)
grâce à l’introduction de la notion de dérivée-D ; (iii) Les équations (3.16)-
(3.20) sont les conditions de compatibilité du second ordre (ou conditions
de compatibilité pour les dérivées du second ordre) pour j sur L. Si f ’ et
sa première dérivée normale DNj’ sont connues en fonction de ai sur E,
alors les dérivées intérieures peuvent être calculées sur E. On voit d’après
les équations (3.16) et (3 .17) que toutes les dérivées secondes de f ~ peuvent
être calculées sur L (à condition de connaître la dérivée normale de up)
si la seconde dérivée normale de f, c’est-à-dire, []Nf, est également connue.
Cette information supplémentaire peut éventuellement être contenue dans
une équation aux dérivées partielles (par exemple, une équation du champ)
vérifiée par j’ ; (iv) On remarque finalement que la définition de la double
dérivée tangentielle de f ~ fait bien intervenir la seconde forme fondamentale
de ~. Bien entendu, cette dérivée étant prise sur E, la connaissance de
/ = f ., ~(a’) sur E suffit pour en calculer l’expression.
Pour conclure ce paragraphe, notons un cas particulier important de

l’équation (3. 16). Considérons le paramètre différentiel du second ordre 03942
dans V4 tel o ue ’

Contractant les indices a et  de (3.16), on a immédiatement, en tenant
compte de (2.41), (2. 35), (2 . 37), (2.49) et (2.40)

où ~2 est le paramètre différentiel du second ordre sur E tel que

4. CONDITIONS DE COMPATIBILITÉ
POUR LES DISCONTINUITÉS DES DÉRIVÉES

D’UNE FONCTION 
A TRAVERS UNE 3-HYPERSURFACE

4.1 . Degré de continuité des fonctions

Le degré de continuité des fonctions considérées est spécifié comme
suit :

FONCTIONS DE CLASSE (Cf. Lichnerowicz [26], Coburn [27]). -
Une fonction j’(x) à valeurs tensorielles sur V4 est dite de classe si :

(i) ses dérivées d’ordre j = k + 1, ..., p dans une carte 

sont continues sur les ouverts Im (~) - E- et Im (é0) - E+, où Im est
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une région de V4 et E est une hypersurjace tridimensionnelle frontière
commune de Im (~) - E- et Im (~) - E+, ces dérivées approchant des
valeurs limites uniformément en x°‘ et ayant donc des discontinuité,s finies

(ii) ses dérivées d’ordre i = 0, 1, ..., k (la dérivée d’ordre zéro étant la
jonction elle-même) sont continues sur Im (~‘) ce V4.

les dérivées d’ordre j = k + 1, ..., p sont seulement continues par morceaux
sur Im (~) et présentent des discontinuités finies à travers E.
La discontinuité d’une fonction A(x) à travers E sera notée

où A+ et A sont les limites uniformes de A sur les deux faces de E, la
normale à E étant orientée de la face « - » à la face « + ».

FONCTIONS DE CLASSE - Une fonction f(x) à valeurs tensorielles
sur V4 est dite de classe si ses dérivées d’ordre 0, 1, ..., k sont continues
sur les ouverts Im (~) 2014 X’ et Im (~) 2014 E~, ces dérivées approchant des
valeurs limites uniformément en x03B1 et ayant donc des discontinuités finies
5MrX (1 5).
A toutes fins utiles, on notera les résultats suivants. Soient A et B à valeurs

scalaires sur V4 et de classe C?M)’ Alors, à travers E,

où une barre superposée et l’indice E indiquent la valeur moyenne sur E,

c’est-à-dire, Ar. = - (A + A - . Si A E C et B E alorsE 
2 

( + )

où l’indice E indique la valeur sur E.

4.2. Conditions de compatibilité du premier ordre

Les expressions obtenues au chapitre III permettent d’établir immédia-
tement les résultats suivants. Si / est ClM) sur Im c V4, alors, obser-
vant a ue _

(15) Pour éviter les complications résultant de différentiations sur les frontières, on fait
appel au concept de classe de différentiabilité de fonctions dont le domaine S n’est pas un
ouvert. Une fonction f : "1/ -+ R sera dite de classe Ck (k &#x3E;_ 0) sur "1/ s’il existe une fonc-

tion g : w ~ R où w est un ouvert de ~ qui contient v, tel que la restriction de g à "1/
coïncide avec l g est appelée une « extension » de f (Cf. Nickerson, Spencer, Steenrod [28],
p. 408-412). Cette définition est entendue dans le présent travail.
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et que (2 .13) est de classe C2, les équations (3 .1 ) et (3 . 2) s’appliquent sur
les deux faces de I:. Par différence, on a donc le

THÉORÈME 4 1. - Si f E (lm (R)), alors (3 . 1) et (3 . 2) conduisent
aux conditions de compatibilité suivantes, sur I:, pour les discontinuités des
dérivées spatiales du premier ordre :

Il s’ensuit le

COROLLAIRE 4.2. - Si 1 (Im(BI)), 0 et les condi-

tions (4.4) se réduisent à

Pour obtenir les conditions dynamiques correspondantes à partir de (3. 3)
et (3.4), il faut spécifier la classe de continuité de la 4-vitesse. On a alors
les théorèmes et corollaires suivants.

THÉORÈME 4. 3. - Si u" E alors (3. 3)
et (3.4) conduisent aux conditions dynamiques de compatibilité suivantes
5Mr E ;

COROLLAIRE 4.4. - Si (Im (é3)) et u°‘ E C° (Im (~)), soit

[u«] = 0 et = 0, alors, en utilisant (4.3), les équations (4.6)
se réduisent à

où la valeur de u" est prise sur E.
Visiblement, dans les conditions du Corollaire 4.4, les conditions (4.7)

ne sont pas indépendantes des conditions (4 . 4). (4 . 7)1 et (4.7)~ sont obte-
nues en contractant (4.4)~ et (4 . 4)1 1 par up et M" respectivement.

COROLLAIRE 4 . 5. - Si f ~ E C~~ i (Im (81» et CO (Im (~)), on a

Ces deux équations sont entièrement équivalentes et se déduisent

de (4 . 5)1 1 ou (4.5)~ par contraction avec la 4-vitesse.
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Enfin, d’après (3.6) et (3. 7), on a les résultats suivants :

(i) et u°‘ E C° (Im (é0)), (3 . 6) et (3. 7) fournissent
les conditions de compatibilité

où l’on a utilisé la notation de moyenne introduite au paragraphe 4.1 1
et posé

(ii) Si (Im (~)) et u°‘ E C° (Im (é0)), (4 . 9) se réduit à

On vérifie immédiatement que le second membre de (4.9) est bien P. U.
en contractant avec M~.

Les relations (4.9) et (4.12) seront utiles pour l’étude de la propagation
des fronts d’ondes dans les milieux continus relativistes conducteurs de la
chaleur qui satisfont à une loi de conduction objective que nous avons
proposée ailleurs (Cf. Maugin [24] ).

. Remarque (a). A noter que les résultats (4.7), (4.8), (4.9) et (4.12)
impliquent que E n’est pas une onde de choc car [u"] = 0 sur E. Dans
ces cas, E ne peut être qu’une discontinuité faible.

Remarque (b). Si u" E C°, alors les équations (3 . 15) conduisent aux
conditions de discontinuité suivantes sur L.

qui sont identiquement vérifiées car = 0 d’après l’équation qui
précède (3.12).

4.3. Conditions de compatibilité du second ordre

On posera

De la même manière que l’on a établi les résultats du paragraphe précé-
dent, on établit immédiatement ceux qui suivent.
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THÉORÈME 4. 7. - Si f ’ E (lm (R)), les équations (3 . 16) et (3 . 19)-

(3.20) conduisent aux conditions de compatibilité suivantes, sur E, pour les
discontinuités des dérivées spatiales d’ordre deux de f ’ :

où l’on a utilisé les définitions (4 . 3)2 et (4 .14). (4.15) est la généralisation
relativiste d’une équation obtenue par Chadwick et Powdrill ([25], équa-
tion 38 ; aussi T. Y. Thomas [2]) en mécanique classique des milieux
continus.

COROLLAIRE 4.8. - Si j’ E (Im (é3)), les équations (4.15)-(4.17)
se rédui.sent, avec ~~’~ = 0, à

COROLLAIRE 4.9. - Si f ~ E C 1 ~ 2 (Im (~)), l’équation (4 .18) se réduit,
avec f ~~ = 0, a

Les cas particuliers de (4.15), (4.18) et (4.20) correspondant à la condi-
tion (3.36) sont alors fournis par le

COROLLAIRE 4.10.

Les conditions dynamiques de compatibilité du second ordre s’obtien-
nent directement à partir de (3.17) et (3.18). On a les théorèmes et corol-
laires suivants : 

.

THÉORÈME 4. 11. - Si / E CfM) (Im ()) et si u°‘ E (Im (~)), alors les
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équations (3. 17) et (3 . 18) conduisent aux conditions de compatibilité sui-
vantes 

COROLLAIRE 4 .12. - Si f ’ E (Im (é3)) et u°‘ (Im (~)), alors
(4 . 21 ) et (4 . 22) se réduisent à

En effet,

car [V] = 0 puisque u°‘ e C0,1, et [f] = 0 car f e 
Enfin, on a le

COROLLAIRE 4.13. (Im (Im (~)), (4. 23) se
réduit, avec = 0 et F = 0, à

Un cas particulier intéressant de (4.23) est celui n’est autre que
la 4-vitesse u°‘. On a alors le résultat suivant : si u°‘ E CO,2 (Im (~)), on a la
condition suivante de compatibilité :

où l’on a posé

Si u" E C 1 ~2 (Im (~’)), l’équation (4.26) se réduit à une forme identique
à (4.25). L’équation (4.26) interviendra dans une étude ultérieure concer-
nant la propagation des fronts d’ondes dans les fluides relativistes à spin.

’ 
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Remarque (a). Plus généralement que (4. 20) et (4. 25), on peut montrer
facilement que si (Im (~)), alors

où est défini par

Remarque (b). 2014 Les conditions de compatibilité pour tes discontinuités
des dérivées secondes mixtes du genre V,( 2014 ) et 03B4 03B4s (VJ ) peuvent égale-
ment être obtenues à partir de formules établies au chapitre III. En parti-
culier, est obtenue directement à partir de l’équation qui suitL 
(3.31); et si (Im (~)), alors

5. VALIDITÉ DES ÉQUATIONS
OBTENUES EN 4 EN RELATIVITÉ GÉNÉRALE

Tous les champs physiques, autres que la gravitation, que l’on peut
considérer en physique relativiste des milieux continus pour des théories
relativement complexes (par exemple, les théories concernant les fluides
parfaits, newtoniens, électromagnétiques ou non, conducteurs de la cha-
leur ou non, les solides déformables, les milieux déformables à spin,...),
peuvent être représentés à l’aide de 4-vecteurs (~), en général P. U. (la
4-vitesse et le 4-courant sont des exceptions), ou des scalaires dans l’espace-
temps. Il s’ensuit que, pour les dérivées considérées dans les chapitres
précédents - qui sont au maximum des dérivées secondes -, la géométrie
d’un espace-temps courbe intervient par sa courbure dans des expres-
sions du genre

( 16) Si l’on a des tenseurs du second ordre, il suffit de les décomposer à l’aide de l’opéra-
teur P°‘~ (Cf. équations 2. 10) et d’appliquer les relations données au paragraphe 4. pour
calculer les discontinuités.
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où fait intervenir, au plus, des dérivées secondes de la métrique 
Alors, si g03B103B2 E C2 (Im (R)), on a évidemment à travers E :

C’est dire que nous ne considérons pas d’ondes gravitationnelles. (5. t) four-
nit alors avec (5.2)

On peut donc dire que les conditions de compatibilité - pour les disconti-
nuités - (4.4)-(4.12) sont également valables en relativité générale. Il
en est de même pour les conditions (4 . 1 8)-(4 . 20), (4 . 23)-(4 . 26) si f ’ est un
4-vecteur, ainsi que pour (4.21)-(4.22) si f est un scalaire, et pour (4.27)-
(4.28) si f est un 4-vecteur ou un scalaire. Suivant l’expression de
Coburn [27], dans ces cas, les conditions de discontinuité ne sont pas
« affectées par la gravitation ». ,

Dans le cas d’un espace-temps courbe et si l’on veut étudier le problème
de Cauchy du champ gravitationnel, le champ j’(x) considéré peut être la
métrique g«~. Nous renvoyons aux études faites par de nombreux auteurs
(Cf. Synge et O’Brien [29], Lichnerowicz [8], Thomas [6] [7],...) (17). Les cas
où l’on considère simultanément des champs physiques j’(x) (comme
la 4-vitesse) et la métrique g«~, tels que j’ E ClM) (Im (~)) et E C 1,3 (Im (~)),
qui conduisent aux chocs relativistes ont été étudiés par Taub [30], Israel [31 ],
Y. Fourès-Bruhat [32] (pour des chocs faibles) et Lichnerowicz [33] (pour
la MHD).

(17) Voir les références citées dans Coburn [27].
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ANNEXE

EMPLOI DE TENSEURS-DISTRIBUTIONS

(Cf. Lichnerowicz [17])

Soient Y- et Y+ les fonctions caractéristiques (fonctions de Heaviside) de Im (R) - E’
et Im (91) - E+ respectivement. Soit f une fonction à valeurs tensorielles sur V4, de
classe (Im (91) c V4). On définit la fonction p-tensorielle (p-tenseur-distribution) ~~° à
support compact sur Im (~) par (au sens des distributions)

Alors, on démontre (Cf. Lichnerowicz [17]) la formule suivante dans Im (~) :

où 03B4 est la distribution de Dirac dont le support est sur E, est le tenseur-distribution
dérivé, au sens des distributions, du p-tenseur-distribution désigne le tenseur-
distribution défini par la dérivée covariante usuelle du tenseur j; tenseur ordinaire
défini presque partout dans Im (~). est la couche tensorielle attachée â ~ j’~~. M. Lich-
nerowicz montre alors que l’on a

où ~/ 2014 la discontinuité infinitésimale de f~ - est un p-tenseur-distribution à support
sur E. Si J~ 1 (Im (é0)), alors (A. 2) se réduit, avec ~[~ = 0, à

Considérons maintenant (Im (R)) avec g03B103B2~C2 (Im (é0)) ; alors, de (A. 3)
et (2.42), M. Lichnerowicz déduit qu’il existe un p-tenseur-distribution f à support sur 1
tel que

Le second membre est bien symétrique en fx et P d’après (2.42).
Les équations (A. 2), (A. 3) et (A. 4) correspondent respectivement à nos équations (4.4)~

(4.5)2 et (4. 18). C’est dire que l’on a

Pour retrouver (4.18) à partir de (A.4), il faut utiliser l’équation qui précède (3. 12) ainsi
que le résultat (3.2). Pour retrouver le résultat général (4.15) dans lequel f~ E CfM) (Im (~)),
il faut appliquer (A.2) à et remplacer les dérivations covariantes par des dérivations
par rapport aux ai ; ce qui serait assez compliqué.
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