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REsuME. — Dans ce travail, les conditions de compatibilité pour les
discontinuités des champs relativistes et leurs dérivées spatio-temporelles
et de genre temps, jusqu’au deuxiéme ordre inclus, sont construites systé-
matiquement en termes de la géométrie locale du front d’onde (hypersurface
singuliére). Une nouvelle dérivée de genre temps qui généralise au cadre
relativiste la dérivée-6 de la mécanique classique (Thomas) est ainsi intro-
duite. Elle fournit une forme condensée de ces expressions. On espére ainsi
avoir construit I’équivalent relativiste de la théorie classique de T. Y. Tho-
mas (1957).

ABSTRACT. — In this work the compatibility conditions verified by the
discontinuities of relativistic fields and of their space-time and time-like
derivatives up to the second order are systematically constructed in terms
of the local geometry of the wave front (singular hypersurface). A new
time-like derivative that generalizes Thomas’ J-derivative of classical
continuum mechanics is thus introduced in the relativistic frame. It allows
to formulate these conditions in compact forms. It is thus expected that the
relativistic analogue of T. Y. Thomas’ (1957) classical theory is produced.

1. INTRODUCTION

Ce travail a pour objet la construction des conditions de compatibilité,
en suivant les travaux originaux d’Hadamard [/] et de Thomas [2], pour
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214 G. A. MAUGIN

les discontinuités de différents champs physiques, autres que la gravita-
tion (1), dans le cadre de ’espace-temps de la relativité restreinte ou générale.
De nombreux travaux ont été consacrés a ce sujet en mécanique classique
(Voir, par exemple, la synthése de Truesdell et Toupin [3], Coleman et al. [4],
Maugin [5]). Des études déja approfondies ont été consacrées a ce pro-
bléme en relativité par de multiples auteurs (par exemple, Thomas [6] [7],
Lichnerowicz [8]), et les formules les plus élémentaires — équations (4.5),
et (4.8), dans le présent travail — ont été utilisées par, entre autres,
Rayner [9], Bressan [10], Grot [11], Carter [/2] et Lichnerowicz et ses
¢leves (en employant des tenseurs-distributions; cf. Annexe). Cependant,
I’apparition de modéles assez complexes en mécanique relativiste des
milieux continus — MHD, milieux déformables non linéaires, milieux
hypoélastiques, milieux électromagnétiques a spin — et I’emploi de lois
de comportement plus élaborées telles que la loi de comportement de
conduction de chaleur présentant un phénomeéne de relaxation, conduisent,
si 'on veut étudier la propagation des fronts d’onde (d’aprés la définition
donnée par Hadamard), a la construction de conditions de compatibilité
du premier, mais aussi, du second ordre (portant sur les dérivées secondes
des champs dont on étudie les discontinuités). De plus, si 'on désire mener
a bien I’étude de la variation d’amplitude d’une discontinuité le long de son
rayon (ou bi-caractéristique) et la transition d’une onde faible a une onde
forte, il faut nécessairement utiliser les conditions de compatibilité du
second ordre. Pour des milieux continus relativistes relativement com-
plexes, on est alors conduit a4 une théorie non linéaire de la propagation
des fronts d’onde (?). L’intégration compléte (®) de « I'équation de trans-
port » de la discontinuité requiert la considération de la géométrie locale
du front d’onde. C’est pourquoi, en contraste avec la méthode basée sur la
théorie des distributions (Voir I’Annexe) employée par M. A. Lichnerowicz,
nous basons notre présentation sur 'emploi de cette géométrie locale dont
Taub a rappelé quelques propriétés [/4].

Aprés un rappel des notations nécessaires au chapitre 2, nous définissons
en 3 la géomeétrie d’'un front d’onde qui se propage dans I'espace-temps.

(') Pour les études concernant les discontinuités du champ gravitationnel, on se repor-
tera aux travaux cités a 'annexe.

() En mécanique classique des milieux continus, voir I'article (trés pédagogique) de
Varley et Cumberbatch [/3].

(®>) M. A Lichnerowicz démontre que, dans des cas suffisamment simples (hydrodyna-
mique et MHD relativistes ; Cf. Références [8] et [/7]), la discontinuité du champ A se
propage selon le rayon associé; c’est-a-dire, si Dy indique la dérivée invariante selon
ce rayon, on a

(a) Di[A] =0 (modulo un terme linéaire en [A])

Dans des cas plus complexes, on serait conduit a un second membre d’un ordre plus élevé
en [A], par exemple, quadratique.
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HYPERSURFACE SINGULIERE EN MECANIQUE RELATIVISTE DES MILIEUX CONTINUS 215

La présentation semble nouvelle qui fait appel aux notions de dérivée
covariante tangentielle, d’une dérivée invariante selon un 3-vecteur sur le
front d’onde et d’une dérivée — appelée dérivée-2 — qui généralise au
cadre relativiste la notion de dérivée-6 que Thomas [2] avait introduite
en mécanique classique des milieux continus. Au chapitre 3, toutes les
dérivées, jusqu’au second ordre inclus, spatio-temporelles et de genre temps
(dérivée selon une ligne de courant, dérivée convective), sont ainsi cons-
truites en fonction de dérivées intrinséques sur le front d’'onde. L’emploi
de la dérivée-2 fournit une forme élégante et condensée (Cf. équations 3.4,
3.18) des équations impliquant des dérivées temporelles. Les conditions
de compatibilité correspondantes pour les discontinuités sont établies au
chapitre 4 dans des conditions de continuité telles pour les fonctions,
qu’avec I'emploi de coordonnées curvilignes, la plupart d’entre elles restent
valables en relativité générale (chap. 5). Une comparaison avec les résultats
partiels que M. Lichnerowicz a obtenus élégamment a I'aide de la théorie
des tenseurs-distributions est briévement faite en Annexe. On espére ainsi
avoir construit 'analogue relativiste de la théorie développée par Thomas [2]
en mécanique classique. Bien que le présent travail constitue une étude en
soi, des applications (en particulier a I’étude de la propagation des fronts
d’onde dans les milieux relativistes a spin dont nous avons donné ailleurs
les équations du champ et les lois de comportement [/5] [16] et qui requiert
I'utilisation de toutes les équations ici obtenues) seront données dans une
publication ultérieure.

2. PROPAGATION D’UNE HYPERSURFACE DANS V*

2.1. Espace-temps et mouvement

Dans une carte locale curviligne { x* a=1,2, 3,4 (x* de genre temps) },
la métrique g,4(x) de I’espace-temps V4(M*) est considérée de classe C*,
symétrique et hyperbolique normale, soit de signature lorentzienne +2
(+, 4+, +, —). On considére I'espace-temps de Minkowski V4 = M* tel
que la courbure R%,; sannule en tout point événement x. La dérivée
covariante sera notée V et la dérivée partielle par une virgule. Les indices
grecs prennent les valeurs 1, 2, 3 et 4, et tous les indices latins, minuscules
ou majuscules, les valeurs 1, 2 et 3. Le carré de I’élément de distance de M*
s’écrit dans la carte {x*}:

2.1 (dS)? = g p(x)dx*dx* .

Dans un repére d’inertie x* Z (xk ct), k=1, 2, 3 — ¢ = vitesse de la
lumiére dans le vide, t = temps — (2.1) prend la forme

2.2 (dS)? = n,pdx*dx?
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216 G. A. MAUGIN

ou

(2.3) Neg =1 =diag (+ 1, + 1, + 1, — 1).

Le mouvement direct (*) d’une « particule » (X*¥) du milieu continu rela-
tiviste, de coordonnées de Lagrange XX, K = 1, 2, 3, le long de sa ligne
d’univers %(X*) dans M* est entiérement décrit par le difféomorphisme & :

& =1xB — M* de classe C* (k = 2) sur un ouvert # de & (I est un
intervalle ouvert de R; B est un ouvert de E3 = R?) (%) :

(2.4 x* = 24XX, s)

ou s est le temps propre de (X*). La 4-vitesse d’univers de (XX) est telle que

Y Sl L A
(2.9 u“=x“=6—s= T gt + 2 =0
X
avec
oA .
(2.6) S =A=DA =u'VA, VA.
s
Dans un repére de Lorentz, u* s'écrit
* Uk ic v
2.7 x = ) = | —
@D [(1 “B7 (- ﬂz)”z]’ F=1e

ou v est la vitesse tridimensionnelle habituelle.

Plus généralement que (2.6), on définit la dérivée invariante dans la
direction d’un 4-vecteur contravariant V* d’une fonction A(x) a valeurs
tensorielles sur M* par

(2.8) (DyA)(x) = V*V,A(x) .

On note aussi que la dérivée de Lie d’une telle fonction A(x) par rapport
au champ de 4-vecteur u* s’écrit (Cf. Schouten [19], p. 106) :

O0A
£A, = 3 2+ AVt
u s
(2.9) 5A®
£A® = — D,u*,
u s

suivant que A est un 4-vecteur covariant ou contravariant.

(*) (2.4) est supposé invertible avec X¥ et s variables indépendantes de sorte que le

mouvement inverse est décrit par
XX = oK(xv).

(°) Voir la justification d’une telle représentation paramétrique, par exemple, dans
Taub [78], p. 185-188.
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HYPERSURFACE SINGULIERE EN MECANIQUE RELATIVISTE DES MILIEUX CONTINUS 217

En un point Qe %(XX), l'opérateur de projection P*(Q) sur M3(Q),
I'espace vectoriel tangent tri-dimensionnel orthogonal a (XX, est défini
par

ad = g% =2, B — Pphe
(2.10) { P*(Q) = g(Q) + ¢ *u*(Qu”(Q) = P*(Q)

Paﬂ(Q)uﬁ(Q) =0, P‘?ﬂPB'Y = Pa'ty’ P?a =3 s
ou g* est la réciproque de 8qp- Pop(Q) Mest autre que la métrique locale

de M3(Q) écrite sous forme covariante dans M#. Soit A*-#*(Q) un champ
tensoriel d’ordre n. Sa projection sur M3(Q) est fournie par

(2.11) (A%?)(Q) = P(QPL(Q) ... P2(QA* Q).

Si ce champ vérifie la condition d’orthogonalité

2.12) (A7) (Q) = A*#(Q),

il est dit complétement P. U. (Cf. Maugin [20]). En particulier, si A, est
P. U, alors on vérifie que ..l‘l.‘Aa est aussi P. U, soit :

(2 Iz)b Aaua =0 = uaan = 07 (an)J. = £Aa 5

mais si A* est P. U, on n’a pas uaflA“ = 0 car I’¢lévation et I'abaissement
des indices ne commutent pas avec la dérivée de Lie (cf. équation 2.9).

ou
On note que la 4-accélération — est P. U. et que P* est P. U. et idem-
os
potent. .
Enfin, la « dérivée covariante projetée » V, en Qe%(XX) est définie par
(cf. Maugin [2]], aussi Cattaneo [34]):

. 5 .
212 V=PAQY =Y+ @, vV, = 0.
: S

. o
Elle n’est autre que la dérivée tangentielle sur M3(Q), la dérivée — étant
la dérivée normale & M3(Q) 4 une constante prés. ds

2.2. Hypersurface ¥ dans V¢

A . DEFINITION ET VITESSE DE PROPAGATION

Une hypersurface tridimensionnelle réguliére & plongée dans V* est
une région de V* définie localement par les équations paramétriques de
Gauss (Cf. Thomas [22]):

2.13) X =¢%a)), j=123,

(-1

ou les trois paramétres a’ sont tels que la matrice 3X4(6 ) est de rang

@
trois en tout point de &. Il s’ensuit que, dans un voisinage de tout point
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218 G. A. MAUGIN

de & (désormais appelée ), il existe une fonction Z(x*) de classe C? sur
son domaine telle que les points de T satisfassent & ’équation (%) :

(2.14) T(x%) = 0.

En tout point de £ on peut définir un vecteur normal proportionnel a Z .
Nous nous limitons au cas ou X est une hypersurface de genre temps (nor-
male de genre espace), c’est-a-dire, telle qu’en tout point de Z (7)

(2.15) g2,5,>0.

Cette condition signifie que ¥ représente une hypersurface qui se propage
4 une vitesse inférieure a celle de la lumiére, et que sa normale spatiale ne
s’annule en aucun point de X. Normalisant & I'unité le vecteur normal
a X, on définit

2.16 N Za

( . ) a (gapz'az'ﬁ)uza

Dans un repére de Lorentz, la normale spatiale unitaire v, et la vitesse G,
de la surface X par rapport a ce repére sont données par

gONN, = 1.

(2.17) v, = ——gf——-—, v, =1,
(7T 2 )
10X
¢ Ot
(2.18) G, = W .
L’inégalité (2.15) est évidemment équivalente a la condition
(2.19) G < 2.

En termes de v, et G, les composantes spatiales et temporelle de N, sont,
dans un repére (2.2)-(2.3) (Cf. Grot [11]):

G(Z) -1/2 GO G(Z) -1/2
(2.20) Nk=vk<l——) , N4=__<1__) .

c? c?

Plus généralement, on peut définir des projections de N (Q € ) sur M3(Q)
et le long de u* a l'aide de (2.10)-(2.11). Soit,

* 7]
(2.21) N, = N, + No 2%,
¢
avec 1
(2.22) N,=P/N,, Nu*=0, No=-— N

(®) Réciproquement, le théoréme des fonctions implicites permet de passer de (2.14)
a(2.13).
(") 1l s’ensuit que I'un des @’ est homogéne & une coordonnée temporelle.
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HYPERSURFACE SINGULIERE EN MECANIQUE RELATIVISTE DES MILIEUX CONTINUS 219

Alors (2.16), implique

(2.23) 2N, N, = P¥N,N, = 1 + N3.

La normalisation de Na a l'unité fournit le 4-vecteur P. U. v, tel que
(2.24) ¥, = NPYN,N)™ "2 = N1 + NZ)"12, P33, = 1.

D’une maniére identique a (2.10), on peut introduire I'opérateur de pro-
jection PE) sur Z, ce qui permet de définir les composantes normales et
tangentielles de tout 4-vecteur sur Z. On a {8)

(2.25) Pi= g¥ — N°N’ = Pfs,
avec
N* = g*N,,
(2.26) { LB \
P(E)Nﬂ =0, @)ea = 3, P?:)Pamy = P(zm :

Par exemple, les composantes normales et tangentielles de la 4-vitesse u*
en un point événement Q = €(X*) N X sur T sont données par

' =ul + uj; = uN* + ",

(2.27) uj, = v* = P&, uf, N, =0,
ul =u* —v* = uN?, u=Nu* = —cN,.

Contractant (2.25) avec u,u, et utilisant (2.22);, on a

* x

(2.28) 1+ Nj = — ¢ 2P¥8uu; = N,N*;
ce qui montre que
(2.29) Puus < 0.

Un paramétre sans dimension utile pour I'étude de la propagation des
fronts d’onde a été considéré par M. Lichnerowicz ([8], p. 104). Nous
définissons ce paramétre par

ful _ Gaptiiut]
P
11 Baply Uy

En accord avec (2.26)-(2.28), on a

(2.30) yL

(2.31) gopttiul = g, ,N*NPy? = (2N2
— [
Laptifl)y = ga,,,P‘{,?)Pf’x,u,ua 2= w —u}
— Py = — (1 +N3).

(%) Le signe moins dans la définition (2. 25) provient du caractére spatial de N* (comparer
avec (2.10),).
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220 G. A. MAUGIN

D’ou

_N(Z) <o

2.32 Yi=—
( ) 1+ N2 ™

Ce paramétre (°) caractérise la propagation de I'hypersurface T par
rapport a la matiére, c’est-a-dire, par rapport a la direction temporelle u*
La vitesse « invariante » G de %, mesurée dans le repére au repos instan-
tané du milieu continu est alors donnée par :

(2.33) G=c/- Y cNo

T+ Ny

B. GEOMETRIE LOCALE DE X (19)

B.1. Premiére forme fondamentale
L’¢lément de distance ds de X induit par V# est donné par
(2.34) ds* = y,da'da’,

ou la premiére forme fondamentale de T s'écrit dans la carte {a’} avec
(2.13): )

(2.35) Vij = Lapd®ib%); = vii

ou la dérivation covariante dans { @’} est notée par une barre verticale.
Les trois 4-vecteurs ¢%; (i = 1, 2, 3) sont tangents a 'hypersurface X donc
orthogonaux a N,, soit

(2.36) N,¢%; =0, i=1,273.

Si I'on définit la réciproque yY de y,; par

(2.37) Yy = 6

ou &} est le symbole tridimensionnel de Kronecker, on a alors
(2.38) g% = NN’ + )’ijqba-lnd’g“ )

(°) D’une maniére équivalente, la définition (2.30) peut s'écrire
— (N*u,)? — (Ntuy)?
T (Nw,)? + N°N,  *P¥N,N,’

z

ce qui est la définition de M. Lichnerowicz 4 la signature de la métrique preés.
('°) Pour la géométrie locale d’une variété V"~ ! plongée dans un V" euclidien, on
consultera le traité classique d’Eisenhart [23].
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soit avec (2.25)

(2.39) P = g — NN’ = yig? .4t .

P%, représente donc bien la métrique de T en formalisme covariant dans V4
(de la méme maniére que P*#(Q) représente la métrique de M3(Q)). Avec
(2.26),, on a donc

(2.40) g NN =1,
(2.41) 8" NF = 0.
Comme N, est un gradient, on a, par dérivation extérieure,
(2.42) VN, — V,N; =0.
Par ailleurs, en prenant la dérivée covariante de (2.40), il vient
(2.43) N*¥%N, = 0.
De (2.42) et (2.43), on tire le résultat suivant :
LEMME 2.1.
(2.44) DyN, = N*V;)N, =0

ou I'on a utilisé la notation (2.8).

B.2. Seconde forme fondamentale

La seconde forme fondamentale de X est, par définition,

(2.45) b= — ¢*@°;V\N, = b;; .

La symétrie résulte de (2.42). On peut donner une autre forme a b;;. En
prenant la dérivée covariante par rapport a la carte { a’ } sur £ de (2.36)
ou (2.41), on a (')

(246) N,;L,d’"h + Nl‘¢"‘“f = (VVN[J)¢Y|]¢”|I + Nu¢l.‘|'-j = 0 N

soit

(2.47) bij = ¢‘-‘|ijNy = ¢"‘|jiN/1 i
(' On a oo o FERY. L 09"
Wi = Hay = ddoa ' } od*

ol { *;} est le symbole de Christoffel de deuxiéme espéce basé sur y;;.

Vol. XXIV, n° 3-1976.



222 G. A. MAUGIN

la derniére relation provenant de la symétrie de b;; Compte tenu de (2.39),
(2.45) et (2.43), on a

(2.48) byl = — (VNP = — g"VN, = — V,N*.

La courbure moyenne de Z est alors classiquement définie par

| 1
(2.49) Q= ib‘,ﬂ,u = — EV“N“'

On notera finalement 1'équation de Gauss sur T :

(2.50) ¢H ;= byN*~.

Remarque. — Dans (2.46), on a utilis¢ le fait suivant. Soit f(x) un champ
a valeurs tensorielles sur V4. En un point Q de Z, on a, avec (2.13)

(2.51) S = (@) = f(a)
d’ou ]’introd}lction de la dérivée covariante par rapport a { @’ }. En parti-
culier, soit @’ un champ de vecteur contravariant sur X ; alors, d’une maniére

identique a (2.8), on introduit la dérivée invariante dans la direction de @
sur ¥ d’'un champ f(x) par

(2.52) dof = f,,0.

Dans la suite, le «  » sera entendu la ou il n’y a pas ambiguité.

B.3. Dérivations sur X

On s'intéresse aux champs f(x) définis le long d’une ligne d’univers
représentant le mouvement (2.4) et, plus particuliérement, a la valeur des
dérivées de ces champs au point événement (que I'on suppose unique)
Q = ¥X¥)n Z. On a donc une relation identique a (2.51).

a) Dérivées normales et tangentielles. — La premiére et la seconde
dérivées normales sont définies par :

(2.53) Dnf = N, f,

(2.54) On/ = DxDnf = DNNY, f) = N*Dn(V,f)

y = NNV, f = N°NPY,Y, f,

ou l'on a utilisé le Lemme 2. 1.
La premiére dérivée tangentielle sur X est définie d’'une maniére ana-

logue a V, (cf. équation 2.12) :
(2.55) D = PEV, = gV, — N°Dy, N,D: = 0.
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HYPERSURFACE SINGULIERE EN MECANIQUE RELATIVISTE DES MILIEUX CONTINUS 223

La seconde dérivée tangentielle d’'un champ f(x) est obtenue en appli-
quant deux fois 'opérateur D%, soit

(2.56) DiDif = g7g™V,V, f — g"’N*Dy(V, f) — (DN’)(Dy /)
— g*NV,(Dyf) + N*N’[n .

L’opérateur D3D4 n’est évidemment pas symétrique puisqu’il représente
une double dérivation covariante sur I’hypersurface ¥ en général (extrinsé-
quement) courbe ; donc

(2.57) DEDA f £ 0
ou [..] indique Plantisymétrisation. Notons alors le résultat suivant

LEMME 2.2.
(2.58) DiN? = DAN®.

En effet, d’aprés (2.55), (2.44) et (2.42), ona
g,4DfN, = V,N, = VN,

d’ou (2.58) par élévation des indices.
Prenant alors la partie antisymétrique de (2.56) par rapport a « et §,
on a immédiatement avec (2.58) :

(2.59) DiDf' f = g"*NPID\(V, f) + NV, (Dy f)
En utilisant le fait que .
Dn(V,f) = N*V,V, f,
(2.59) se transforme en
(2.60) DDA f = g“NV,N*(V,f).
On verra au chapitre 3 que, comme il se doit, cette expression fait inter-
venir la seconde forme fondamentale de X.

b) Dérivée-9. — Nous généralisons ici la notion de dérivée « delta »
introduite par T. Y. Thomas [2] en mécanique classique des milieux conti-
nus ('2). Cette dérivée que nous noterons « 2 » représente une dérivée

('?) Rappelons que la dérivée-6 de Thomas se définit classiquement par

6 0 3}

—_ = — 4+ —

ot ot on
ou 0/0t est la dérivée partielle par rapport au temps, 3/0n est la dérivée normale par rapport
a la surface bidimensionnelle de discontinuité, et V est la vitesse (scalaire) de cette surface
dans la direction de sa normale. En formalisme quadridimensionnel covariant, on n’intro-

duit pas de dérivée partielle d/0t mais la dérivée §/8s qui correspond en fait a la dérivée
particulaire (en suivant le mouvement d’une « particule ») de la mécanique classique.
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temporelle « en suivant le mouvement de X dans V# le long de sa normale ».
C’est donc une dérivée temporelle selon les rayons.

DEFINITION 2.3. — Au point événement Q = €(X¥) N I, la dérivée-2
d’un champ f(x) a valeurs tensorielles sur V* est définie par

2 o ‘
2.61 A .
( ) s = 39 + ¢N Dy f

sf
En effet, en Q, on peut définir % puisque Qe ¥(XX), et Dyf puisque
s

Q e Z. On vérifie immédiatement qu’une définition équivalente est fournie
par

Py
jEqul-.

(2.62) 2. =t

En particulier, on note le résultat suivant en Qe ¢(X¥) N X :

9N, ON,

2.63 )
( ) Ds os

qui résulte immédiatement de (2.61) et (2.44).

On verra au chapitre suivant linterprétation de 2/%2s en fonction
d’une dérivée intrinséque sur T (dérivée invariante dans { a’} par rapport
a la composante tangentielle de la 4-vitesse d’univers).

La double dérivée-2 s’obtient en appliquant deux fois I'opérateur défini
en (2.61) ou (2.62). On obtient I'une des deux formes suivantes :

28t 6 0 2N, -
(264)1 ﬁ=§+CNO DN55+E§DN +c @S DN+CN0DN,
2§ o 6 9N,

(2.64), 79 =32 + CNODNES + C(Noé_s + s Dy + ¢2N3[Oy,
L8 86 , f . L
ou — = — — représente la double dérivée invariante dans la direction

85> 05 ds
de u*.

3. CONDITIONS DE COMPATIBILITE
POUR LES DERIVEES D’UNE FONCTION f(x)

3.1. Conditions de compatibilit¢ du premier ordre

Soit Im (#) I'image de # = & par & (Cf. § 2. 1). On considére un champ
f(Q) a valeurs tensorielles sur V4 oi QeIm (8) N X. f est de classe C!
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sur 2 et ¢* est de classe C? sur R3. On a alors les théorémes et corollaires
suivants :

THEOREME 3.1. — En QeIm (B) N Z, on a

3.1 Dq‘f:fii'}’ijd’?u s
(3.2) VoS = gupfiv"¢%); + N.Dnf,  (Dnf=N,f).
THEOREME 3.2. — En Qelm ()N Z, on a

of A :

(3.3) e dyf — cNoDyf,
N

@f o
3.4
3.4) s dvf,
avec
(3.5) dvf= ijVj, Vi =y, V, = anb%u

ou v, est la composante tangentielle de u, sur T (cf. équation 2.27).

COROLLAIRE 3.3 — Si f, est un 4-vecteur covariant P. U., alors, en
Qelm (B)NnZ, ona

(3.6) f/a = (ff.;)l =f;|,.(5:V" — 8apl 7”¢ﬂ|,) DNf,t)(CNo“y1 + N,u )
et si f* est un 4-vecteur contravariant,
3.7 £f* = dyf* — (NDnf* — fy(@ 79 ; + NPDyu®) .
Démonstrations de (3.16)-(3.18). — Considérons f(Q) et calculons j,,
En Q,on a
Ji= %)%

Multipliant les deux membres par y”¢# ; et sommant sur les indices muets
en utilisant (2.39) et (2.55), il vient

Ji'i¢t); = (V)P = Dif;
d’ou (3.1). Utilisant maintenant la définition développée (2.55), on
obtient (3.2).  C. Q. F. D.

La dérivée invariante de f suivant u* s’exprime, en tenant compte
de (3.2) et (2.27)s, par

6]‘
8s

Mais, d’apres (2.27), et (2.41),
upp?|; = vpd?); =V,

suivant la définition (3.5);. En effet, qS’.’l ; définit une base naturelle sur

=u'V,[f= f|-7 “ﬂ(bl}u — ¢NoDy /.

Vol. XXIV, n° 3-1976.



226 G. A. MAUGIN

pour les 4-vecteurs définis en Q. V; est donc la composante de la 4-vitesse
tangentielle v sur cette base et Vi est le 3-vecteur contravariant corres-
pondant dans la carte { @’ } . Compte tenu des définitions (2.52) et (3.5),,
on a donc (3. 3). Utilisant la définition (2.61), on obtient (3.4). C. Q. F. D.
On voit donc l'interprétation de la dérivée-2 en termes d’une dérivée
intrinséque sur X ('3).

Remplagons maintenant f par u* dans (3.2). Soit, en Q,

(3.8) Vit = g ity e + N,Dyut.

Reportant (3.3) — pour f — f, — et (3.8) dans (2. 9)l et remarquant
que f, est pris P. U, donc que

Sty = (L) — Sy = — fu¥,

et
f1(Dnu?) = Dy(fiu*) — w*Dyf; = — u*Dyfy,

il vient
£f, = EL)L = dvfa — Lty "0t — No(Dnf) — Nou'(Dnfi) ;

d’ou (3.6) en réarrangeant les indices. De méme (3.7) s’obtient en appli-
quant (3.3) et (2.9),. On obtient (3.7) mais il n’y a pas de simplification
car f® n’est pas considéré P. U. dans ce cas. C.Q.F.D.

Commentaires. — Supposons que f est une fonction connue des @’ sur X.
. 9 .
Alors, les dérivées D4 f et — peuvent étre calculées en Q si I'on con-
Ds

nait u, en ce point. On appelle dérivées intérieures, les dérivées de ce genre
qui peuvent étre déterminées en ce sens sur X. On voit donc l'utilité de
telles dérivées. Les équations (3.2) et (3.3) constituent un systéme de rela-
tions linéaires reliant les dérivées du premier ordre de f en Q sur X. On
notera que si f = f(a’) est donné sur X, alors les relations (3.2) et (3.3)

. . . . of
ne déterminent pas entiérement les dérivées V, f et :Sj— en Qelm (B)NnZ
s

sauf si une relation supplémentaire les concernant est spécifiée. Cette
information supplémentaire peut étre obtenue en spécifiant la valeur de la
dérivée normale Dy f en Q sur I, ou par une équation aux dérivées partielles
vérifiée par f (par exemple, une équation du champ). Le méme commen-
taire s'applique a la dérivée convective (**) définie par (3.6) et pour la
dérivée définie en (3.7) ou il faut que u* = u*(a’) soit donnée sur T et Dyu*
soit spécifié ou que u® satisfasse & une équation du champ (par exemple,

(*3) Toutefois, le mouvement du milieu est impliqué par l'intermédiaire de v,.
(*4) Voir Maugin [24].
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I’équation de continuité). Les équations (3.2) et (3.3) sont appelées condi-
tions de compatibilité du premier ordre.

Avant d’examiner les conditions de compatibilit¢ du second ordre,
nous établissons quelques formules utiles qui concernent les dérivées du
premier ordre de la normale unitaire a X. On note tout d’abord que

(3.9) Na(DNua) = — CDNNO

d’apres (2.44) et (2.27)s.
Remplagant f par N, dans (3.3) et (3.4), on a

0N,

(3.10) 5 = dyNy — cNo(DyNo),
PN
(3.11) %°_dVN0.

Les autres dérivées de N* s’obtiennent comme suit. On calcule N¥,
sur X & partir de N .
N‘-‘uc = (VVN")d’-[k .
L’inversion de (2.45) conduit a

VvN“ = - bij¢"l|i¢",|jgpv
avec

(3.12) b = y*yilp,, .

Il s’ensuit que

(3.13) Ny = = bny™@% = — Y™ N, .

Par ailleurs, remplagant f par N, dans (3.1), on a
gaﬂDgNu = gaﬁani’yiid”"U
Compte tenu de (3.13) et élevant les indices, on obtient

ce qui est bien symétrique en f et u d’aprés la symétrie de b’?. Finalement,
d’apres (3.14), (2.62), (3.5); et (2.63), on a

DNH _ ON* pegh
Ds  bs A

(3.15)

Compte tenu de (2.44), on a obtenu toutes les dérivées d’ordre un de la
normale N,
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3.2. Conditions de compatibilité du second ordre

On considére maintenant des champs f(Q), QelIm (Z) N X ou f est
de classe C? sur #. On a alors les théorémes et corollaires suivants :

THEOREME 3.5. — En QeIlm (B)NZ, on a
(3.16) V,V,f= YAkt (]§N7)|i + )’klbuflk} (Nugav(ﬁ?]j + Nagmc(ﬁ?lj)
+ gupgayykl'}’ij(f]ki - bkiDNf)qSl',U(p?Ij + NaNuDNf'
THEOREME 3.6. — En Qelm ()N Z, on a
3.17) %2;/2‘ = d%'f— ('No.fuc { bkjvj + 'ijd’?u(DN“u) }
— 2eNgdy(Dy]) — eldyNo)(Dyf) + ¢No(Dyf DyNo) + c2N3C /-

COROLLAIRE 3.7. — En Qelm (B)nZ, on a

2°f .
THEOREME 3.8. — En Qelm ()N X, on a
(3.19) DADS S = (fuat "% + fub™NY)$2;
et
(3.20) D{DA f = bHf,NPg%, .

Dans (3.17) et (3.18), on a défini
&y f = dyldy f)
ou V/ est le 3-contravecteur défini en (3.5),.

Démonstrations de (3.16)-(3.18). — Remplagons f par V,f dans (3.2).
11 vient

(3.21) VY, /= 8V, /)it + N.DN(V,.f) .

En contractant avec N, et tenant compte du fait que la courbure de V4 est
nulle, on a

(3.22) N“V,Y, f = N*V,(V, f) = DV, /) -
Par ailleurs, avec (2.54),
(3.23) N'D(V, f) = N N'V,V, /= On/f.

Enfin, avec (3.2), on obtient, en utilisant le lemme de Ricci pour g4 et ;;
dans les cartes { x*} et { @’ } respectivement,

(3.28) | (V)i = Gup o708 + 8up Sur™ s + Ny Dnf) + N, Dy )y -
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Compte tenu de (2.50) et (3.13), (3.24) se transforme en
(3 25) (Vu/)lz = guﬁ/"n? ¢ |t + guﬁf"ﬂ? thﬂ
+ Y pbxpgun¢"|q(DNf) + N (DN/)h

Tous calculs faits en tenant compte de (3.12), (2.40), (2.41), (3.21), (3.25)
et (3.23), on obtient le résultat intermédiaire suivant [en QeIm (#) N X) :

(3.26) | Dy(Vif) = 226", (D )i + 8ub*¢%, S + NyOnS -

Compte tenu de (3.26) et (3.25), (3.21) s’écrit, tous calculs faits, sous la
forme (3.16). C. Q. F.D.

Y
Remplagons maintenant f par gj— dans (3.2); soit,

51 &\ 5f
(3.27) \% (55 g,ﬂ ) ¢”,, + N DN(& )

Ce qui n’est autre que

Sf Y
(3.28) g,yD%( ! ) ga,,< / ) Yigh,.
Mais d’aprés (3.3),

5 . N
(3.29) <5—j‘;>l = (dvf)h - CNo|i(DNf) - CNO(ﬁl\J\f)|i .

Par ailleurs, 5
u'Dy(V, f) = Dy (_

6s> — (Vo /)Dyu),

d’ou

s
(3.30) Dy (Ej;) = W'DV, f) + (V. /) Dyus?).

Les équations (3.26) et (3.2) fournissent les expressions de Dn(V,f) e
V./ respectivement. Soit, en reportant dans (3. 30),

0 . PO
(3.31) DN(djs> dy(Dyf) +f|kbkj\’j:" cNo[OnSf
+ fiiyij¢{’|j(DNuB) — ¢(DyNy)(Dn f)

ou 'on a utilisé (3.9). Reportant (3.31) et (3.29) dans (3.27), il vient

o) N . .
\/ (l) = { (dvf - CNoli(DNf) — cNo DNf)h }gaﬁ'}’”d’p

)
+ N, { dy(Dnf) + /ubMV; — cNoOnf
+f|.7 9t 1i(Dnitg) — c(DyNo)YDyf) } -
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Contractant le tout avec u* et tenant compte de (2.27)5; et (3.5), on
obtient (3.17). C.Q.F.D.

La démonstration de (3.18) qui n’est qu'une forme condensée de (3.17)
se fait comme suit. Partant de (3.27) et contractant avec u* et utilisant (2.27)s,
on obtient

2
v oun(®)-()
3.32 N,D
G.32) 8s* + Nobn ds 9s/);
Mais, d’aprés (3.29), le second membre n’est autre que
A\
of\ ... A —
(;}) Vi = 3/ - cdy(NoDy )
S i
A @
=dif = =2 (Dnf) - ¢Nody(Dy )

ou Pon a utilisé (3.11). (3.32) s’écrit donc

8% 1) 2N
6);+CN0DN<6J>+C °

Par ailleurs, remplagons f par Dyf dans (3.3) en utilisant (2.54). Soit,

(3.33) (Dxf) = d2f — cNody(Dy ).

) ~
(3.34) %(Dnl') = dy(DnJf) — CNODNJ;\

o U .\
Reportant la valeur de dy(Dyf) ainsi obtenue dans (3.33), cette derniére
équation devient

8% of o 9N,
—fz + N { Dn(l> + —(DnJ) } + ¢ —(Dynf) + AN3OnS = d3 S ;
os 0s N Ds
ce qui n’est autre que (3.18) compte tenu de I'expression (2.64),.
C.Q.F.D.

Démonstrations de (3.19)-(3.20). — Remplagons f par D} f dans (3.1).

Soit, o
D{D; f = (D1f) et -

Utilisant 4 nouveau (3. 1), il vient, en utilisant le lemme de Ricci pour y”
dans {d’},

(3.35) DED%f = ¥V (fie%im + Sudtimd ) 5

d’ou (3.19) en tenant compte de (2.50) et (3.12). En intervertissant le
role des indices a et f et prenant la partie antisymétrique par rapport a o

et B, et le champ f (& valeurs tensorielles sur V#) se comportant comme
un scalaire sur X, on obtient (3.20). C. Q. F. D.

Commentaires. — (i) On remarque tout d’abord que I'expression (3.16)
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est, comme il se doit, symétrique en o et u. Elle généralise au cas relativiste
une expression obtenue par Chadwick et Powdrill ([25], équation 21);
(ii) L’expression (3.17) prend la forme extrémement condensée (3.18)
grace a I'introduction de la notion de dérivée-2 ; (iii) Les équations (3. 16)-
(3.20) sont les conditions de compatibilité du second ordre (ou conditions
de compatibilité pour les dérivées du second ordre) pour f sur Z. Si f et
sa premiére dérivée normale Dy f sont connues en fonction de a’ sur X,
alors les dérivées intérieures peuvent étre calculées sur X. On voit d’aprés
les équations (3. 16) et (3. 17) que toutes les dérivées secondes de f peuvent
€tre calculées sur Z (4 condition de connaitre la dérivée normale de up)
si la seconde dérivée normale de f, Cest-a-dire, [Jy f, est également connue.
Cette information supplémentaire peut éventuellement étre contenue dans
une équation aux dérivées partielles (par exemple, une équation du champ)
vérifiée par f; (iv) On remarque finalement que la définition de la double
dérivée tangentielle de f fait bien intervenir la seconde forme fondamentale
de X. Bien entendu, cette dérivée étant prise sur X, la connaissance de
1= f(d’) sur T suffit pour en calculer I'expression.

Pour conclure ce paragraphe, notons un cas particulier important de
I'équation (3. 16). Considérons le paramétre différentiel du second ordre A,

dans V*# tel
ans € que A, =g"V,y,.

Contractant les indices a et u de (3.16), on a immédiatement, en tenant
compte de (2.41), (2.35), (2.37), (2.49) et (2.40)

(3.36) A f=A*]— 20Dy f + Onf

ou A, est le paramétre différentiel du second ordre sur X tel que
AA(d) = y“‘A“k .

4. CONDITIONS DE COMPATIBILITE
POUR LES DISCONTINUITES DES DERIVEES
D’UNE FONCTION f(x)

A TRAVERS UNE 3-HYPERSURFACE

4.1. Degré de continuité des fonctions

Le degré de continuité des fonctions considérées est spécifié comme
suit :

FoncTions DE cLasse C*? (Cf. Lichnerowicz [26], Coburn [27]). —
Une fonction f(x) @ valeurs tensorielles sur V* est dite de classe C¥? si :
(i) ses dérivées d'ordre j=k + 1, ..., p dans une carte locale {x*}
sont continues sur les ouverts Im (B) — Z~ et Im (B) — 7, ou Im (&) est
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une région de V* et T est une hypersurface tridimensionnelle frontiére
commune de Im (B) — £~ et Im (B) — %, ces dérivées approchant des
valeurs limites uniformément en x* et ayant donc des discontinuités finies
sur X ;

(ii) ses dérivées d’ordre i =0, 1, ..., k (la dérivée d’ordre zéro étant la
fonction elle-méme) sont continues sur Im (8) = V4.

OnadoncZ= ( (Im(®) — 2 )u(Im(®#) — Z*). Autrement dit,

Im (B)

les dérivées d’ordrej = k + 1, . . ., p sont seulement continues par morceaux
sur Im (&%) et présentent des discontinuités finies a travers X.

La discontinuité d’'une fonction A(x) a travers X sera notée

4.1 [A@)] = A* — A
ou A* et A~ sont les limites uniformes de A sur les deux faces de Z, la
normale & X étant orientée de la face « — » a la face « + ».

FoNCTIONS DE CLASSE Cly. — Une fonction f(x) d valeurs tensorielles
sur V* est dite de classe Cly, si ses dérivées d’ordre 0, 1, . . ., k sont continues
sur les ouverts Im (B) — X~ et Im (B) — =7, ces dérivées approchant des
valeurs limites uniformément en x* et ayant donc des discontinuités finies
sur T (19).

A toutes fins utiles, on notera les résultats suivants. Soient A et B & valeurs
scalaires sur V* et de classe C,. Alors, a travers Z,

[AB] = A;[B] + [A]B;, [A?] = 2A;[A]
ou une barre superposée et I'indice X indiquent la valeur moyenne sur X,
_ 1
Cest-a-dire, Ay = —(A* + A7). Si AeC® et Be C),, alors
4.8) [AB] = A;[B]

ou l'indice X indique la valeur sur X.

4.2. Conditions de compatibilit¢ du premier ordre

Les expressions obtenues au chapitre III permettent d’établir immédia-
tement les résultats suivants. Si f est Cly, sur Im (#) = V*, alors, obser-
vant que

@ Dy=0" =S =17 =15 =LA

[Dnf] =F,

(15) Pour éviter les complications résultant de différentiations sur les frontiéres, on fait
appel au concept de classe de différentiabilité de fonctions dont le domaine & n’est pas un
ouvert. Une fonction f : ¥ — R sera dite de classe C* (k 2 0) sur ¥~ s’il existe une fonc-
tion g: % — R ol # est un ouvert de & qui contient ¥/, tel que la restriction de g & ¥~
coincide avec f. g est appelée une « extension » de f (Cf. Nickerson, Spencer, Steenrod [28],
p. 408-412). Cette définition est entendue dans le présent travail.
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et que (2.13) est de classe C?, les équations (3.1) et (3.2) s’appliquent sur
les deux faces de X. Par différence, on a donc le

THEOREME 4.1. — Si f € Cly, (Im (B)), alors (3.1) et (3.2) conduisent
aux conditions de compatibilité suivantes, sur I, pour les discontinuités des
dérivées spatiales du premier ordre de f :

@.4 D] = [/t
. [Vaj]] = gaﬂ[f]]li'yij(b‘?u + FNa
Il s’ensuit le

COROLLAIRE 4.2. — Si f e C%! (Im(®)), alors [f] =0 et les condi-
tions (4.4) se réduisent d
(4.5) [Dff] =0, [V.f]=FN,.

Pour obtenir les conditions dynamiques correspondantes a partir de (3. 3)
et (3.4), il faut spécifier la classe de continuité de la 4-vitesse. On a alors
les théorémes et corollaires suivants.

THEOREME 4.3. — Si f € Cly, (Im(B)) et u“eC?M, (Im(A)), alors (3.3)
et (3.4) conduisent aux conditions dynamiques de compatibilité suivantes
sur X :

o [eman-en [2]-wn.

COROLLAIRE 4.4, — Si feCly, (Im (B)) et u*eCC (Im (B)), soit
[*] = [v*] = O et [V/] =0, alors, en utilisant (4.3), les équations (4.6)
se réduisent a

|[Q}| = w[V,/] = (/1,7 = FNo

ds
4.7) af e
|[%]] = u[Di/f] = [/1,V

ou la valeur de u* est prise sur X.

Visiblement, dans les conditions du Corollaire 4.4, les conditions (4.7)
ne sont pas indépendantes des conditions (4.4). (4.7), et (4.7), sont obte-
nues en contractant (4.4), et (4.4), par u; et u* respectivement.

COROLLAIRE 4.5. — Si f € C%! (Im (#)) et u*e C° (Im (%)), on a

of 2f
4.8) i[é—{J = — ¢cFN,, Iligj;} =0.

Ces deux équations sont entiérement équivalentes et se déduisent
de (4.5), ou (4.5), par contraction avec la 4-vitesse.
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Enfin, d’aprés (3.6) et (3.7), on a les résultats suivants :
() Si feCpy, (Im (@) et u*eC° (Im (AB)), (3.6) et (3.7) fournissent
les conditions de compatibilité
4.9) I]:g./u]l = (H:%ju]] )L = [[(ffa)i]] = [[j,l]]l,-(é,fV' - gaﬁu‘y”d)’.’u)
— F;(cNyd} + Nu?)
‘ s o .
4.10) [£/°] = [/*] )V — eNoF* — [ f;](@%2"¢# ; + N* (D))
— (fp:N’[Dyu?]

ou I'on a utilis¢ la notation de moyenne introduite au paragraphe 4.1
et posé

@.11) F, = [Dnfi];
(i) Si feC®! (Im (B)) et u*e C° (Im (B)), (4.9) se réduit a
4.12) [££] = [Ef).] = — Fi(eNod} + Nu?) .

On vérifie immédiatement que le second membre de (4.9) est bien P. U.
en contractant avec u°*

Les relations (4.9) et (4.12) seront utiles pour I’étude de la propagation
des fronts d’ondes dans les milieux continus relativistes conducteurs de la
chaleur qui satisfont a une loi de conduction objective que nous avons
proposée ailleurs (Cf. Maugin [24]).

_ Remarque (a). — A noter que les résultats (4.7), (4.8), (4.9) et (4.12)
impliquent que X n’est pas une onde de choc car [u*] = 0 sur £. Dans
ces cas, X ne peut étre qu'une discontinuité faible.

Remarque (b). — Si u*e C°, alors les équations (3.15) conduisent aux
conditions de discontinuité suivantes sur .
9N ON*
4.13 =—1 = wVN*] =0
P £ L

qui sont identiquement vérifiées car [V,N*] = 0 d’aprés I'¢quation qui
précede (3.12).
4.3. Conditions de compatibilité du second ordre

On posera
4.14) F =[0Onf]-

De la méme maniére que I'on a établi les résultats du paragraphe précé-
dent, on établit immédiatement ceux qui suivent.
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THEOREME 4.7. — Si f € C3y, (Im (B)), les équations (3.16) et (3.19)-
(3.20) conduisent aux conditions de compatibilité suivantes, sur X, pour les
discontinuités des dérivées spatiales d’ordre deux de f:

@.15) [VV./] = [VVfT = 7 { B + 70l 1T}
X (Nugayqb?lj + Naguu(bf\j) + g,‘ﬂgay)'“)’ij([[”] ki — bkiF)¢‘?|l¢¥|j + NaNu'g; s

4.16) [DED% ] = ([ Tur " d%m + /T Wb NOGE,
@.17) [DEDE ] = B9[], NV, ,

o I'on a utilisé les définitions (4.3), et (4. 14). (4.15) est la généralisation
relativiste d’une équation obtenue par Chadwick et Powdrill ([25], équa-
tion 38; aussi T. Y. Thomas [2]) en mécanique classique des milieux
continus.

COROLLAIRE 4.8. — Si f €C%? (Im (%)), les équations (4.15)}-(4.17)
se réduisent, avec [f] =0, d

(4 18) I[Vavuf]] = [[V”Vaf]] = yij(Nugayqs?lj + Nagux.d”"lj)Fli
- (g#ﬂgavbu(b'ﬂlld)?li)l: + NaNu'g'- ’

(4.19) [DiDEf] = [DED%S] = 0.

COROLLAIRE 4.9. — Si f eC"2 (Im (#)), I'équation (4.18) se réduit,
avec [V,f]=0,a

(4:20) [V.V./T = [VV/] = NoN,Z .

Les cas particuliers de (4.15), (4.18) et (4.20) correspondant a la condi-
tion (3.36) sont alors fournis par le

COROLLAIRE 4.10.

[A.f] = A*[f] — 29F + #, fe€Ci (Im (B)),
[A,f] = — 29F + #, feC% (Im (@),
A f] = #, feCh? (Im (®)).

Les conditions dynamiques de compatibilité du second ordre s’obtien-
nent directement a partir de (3.17) et (3.18). On a les théorémes et corol-
laires suivants :

THEOREME 4.11. — Si f € C3,, (Im (B)) et si u* € Cly, (Im (B)), alors les
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équations (3.17) et (3.18) conduisent aux conditions de compatibilité sui-
vantes sur X :

Y . A .
4.21) l]:gsj?]l = l[d%,ﬂ] — cNo[fiV,]b% — cNo[ f«(Dnutg) [y*e% ;

~ 2eNo[dy(D /)] — c[(@dyNo)(Dyf)] + ¢*Ng(DyNJF + ¢*N3# ,

2% -
@.22) I25]-1an.

COROLLAIRE 4.12. — Si feC%? (Im (8)) et u*eC®! (Im (B)), alors
(4.21) et (4.22) se réduisent a

52 ' -~ . 2 .
(4.23) |[5_sf2]| = — cNo[Dnu’] 19t ; — 2eNGF |,V
- C(vao)F + CZNo(DNNo)F + (.ZNég ]

2
4.24 L=
(4.24) I[ %2] 0
En effet, o
[4/1 = [huVIV/ + [V ]
= [/1uVV + Ir]vivi =0

car [V'] = 0 puisque u*e C*!, et [f] = 0 car feC>2
Enfin, on a le

COROLLAIRE 4.13. — Si f€C"? (Im (#B)) et u*e C' (Im (B)), (4.23) se
réduit, avec [Vu] =0 et F=0, a

&
Un cas particulier intéressant de (4.23) est celui ot f n'est autre que

la 4-vitesse u*. On a alors le résultat suivant : si u*e C%2 (Im (#)), on a la
condition suivante de compatibilité :

o u* . o
(4.26) |[532]| = cNoA* { 35(cDxNo — dyNy) — g,40%,9"¢% ; }
— 2¢NoA% Vi + ¢N3st?,

ou 'on a posé
Ay =Dy, & =[O .

Si u*e C"? (Im (#)), ’équation (4.26) se réduit a une forme identique
a (4.25). L’équation (4.26) interviendra dans une étude ultérieure concer-
nant la propagation des fronts d’ondes dans les fluides relativistes a spin.
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Remarque (a). — Plus généralement que (4.20) et (4.25), on peut montrer
facilement que si f € C"~ '™ (Im (4)), alors

4.27) V.V ... fT=N\N, ... F, < [DiD4 ... f]=0,

mdérivées m fois mdérivées
et
o"f m "
(428) ll:é?:“ = (— CNo) .97("‘) o ili% = 0,
ou &, est défini par
Fom=[NN* ... V,V, ... f].
mfois m fois

Remarque (b). — Les conditions de compatibilité pour les discontinuités

of ) : .
des dérivées secondes mixtes du genre V"(é_js) et 35 (V,f) peuvent égale-

ment étre obtenues a partir de formules établies au chapitre III. En parti-
culier, [V,(%)] est obtenue directement a partir de ’équation qui suit
s

(3.31); et si u?e C! (Im (£)), alors
o o T Tol¥\_ wom o,
l[g‘; (Vaj )]I = [Va(g>:[| (Vau )EIIVITI:I] .

5. VALIDITE DES EQUATIONS
OBTENUES EN 4 EN RELATIVITE GENERALE

Tous les champs physiques, autres que la gravitation, que I'on peut
considérer en physique relativiste des milieux continus pour des théories
relativement complexes (par exemple, les théories concernant les fluides
parfaits, newtoniens, électromagnétiques ou non, conducteurs de la cha-
leur ou non, les solides déformables, les milieux déformables a spin,...),
peuvent étre représentés a I'aide de 4-vecteurs (16), en général P. U. (la
4-vitesse et le 4-courant sont des exceptions), ou des scalaires dans I’espace-
temps. Il s’ensuit que, pour les dérivées considérées dans les chapitres
précédents — qui sont au maximum des dérivées secondes —, la géométrie
d’un espace-temps courbe intervient par sa courbure R?%;, ; dans des expres-
sions du genre

(5.1) 2V, S5 = fiR%s

(*®) SiI'on a des tenseurs du second ordre, il suffit de les décomposer & I'aide de 'opéra-
teur P* (Cf. équations 2.10) et d’appliquer les relations données au paragraphe 4.1 pour
calculer les discontinuités.
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ou R?%,; fait intervenir, au plus, des dérivées secondes de la métrique g,g.
Alors, si g,;€ C? (Im (4)), on a évidemment & travers X :

(5.2 [R%,] =0.

C’est dire que nous ne considérons pas d’ondes gravitationnelles. (5. 1) four-
nit alors avec (5.2)

(5.3) 2[[V[6Vy1f}i]] = Hfé](R?pya)ﬁ
et si f,€C%! (Im (8)) ou C>? (Im (&), il vient
5.4 [[V,;Vyfb]] = [[V)’V&j)i]] .

On peut donc dire que les conditions de compatibilité — pour les disconti-
nuités — (4.4)-(4.12) sont également valables en relativité générale. Il
en est de méme pour les conditions (4. 18)-(4.20), (4.23)-(4.26) si f est un
4-vecteur, ainsi que pour (4.21)-(4.22) si f est un scalaire, et pour (4.27)-
(4.28) si f est un 4-vecteur ou un scalaire. Suivant l'expression de
Coburn [27], dans ces cas, les conditions de discontinuité ne sont pas
« affectées par la gravitation ».

Dans le cas d’un espace-temps courbe et si 'on veut étudier le probleme
de Cauchy du champ gravitationnel, le champ f(x) considéré peut étre la
métrique g,;. Nous renvoyons aux études faites par de nombreux auteurs
(Cf. Synge et O'Brien [29], Lichnerowicz [8], Thomas [6] [7],...) (*"). Les cas
ou l'on considére simultanément des champs physiques f(x) (comme
la 4-vitesse) et la métrique g, tels que f € Cly, (Im (B))etg,, € C*> (Im (B)),
qui conduisent aux chocs relativistes ont été étudiés par Taub [30], Israel [37],
Y. Fourés-Bruhat [32] (pour des chocs faibles) et Lichnerowicz [33] (pour
la MHD).

(*7) Voir les références citées dans Coburn [27].
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ANNEXE

EMPLOI DE TENSEURS-DISTRIBUTIONS
(Cf. Lichnerowicz [17])

Soient Y™ et Y* les fonctions caractéristiques (fonctions de Heaviside) de Im (#) — =~
et Im (#) — T* respectivement. Soit f une fonction a valeurs tensorielles sur V4, de
classe Cly, (Im (#) = V*). On définit la fonction p-tensorielle (p-tenseur-distribution) f® a
support compact sur Im (%) par (au sens des distributions)

IO =Y+ Y
Alors, on démontre (Cf. Lichnerowicz [17]) la formule suivante dans Im (8):
(A1 VoS = N[ /] + (%S,

ou § est la distribution de Dirac dont le support est sur X, V, /© est le tenseur-distribution
dérivé, au sens des distributions, du p-tenseur-distribution f®, (V, f)P désigne le tenseur-
distribution défini par la dérivée covariante usuelle V,f du tenseur f, tenseur ordinaire
défini presque partout dans Im (&). N,5[ /] est la couche tensorielle attachée a [f] M. Lich-
nerowicz montre alors que l'on a

(A.2) o[Vas] = VB[S + No&f

ou df — la discontinuité infinitésimale de f — est un p-tenseur-distribution a support
sur Z. Si feC®' (Im (%)), alors (A.2) se réduit, avec 8[f] = 0, a

(A.3) o[V.S] = Nof .

Considérons maintenant f e C%2 (Im (Q)) avec g,5€ C? (Im (#)); _alors, de (A.3)
et (2.42), M. Lichnerowicz déduit qu’il existe un p-tenseur-distribution f a support sur X
tel que

(A.4) O[VuY /] = 81V ] = (VaNpdf + NV,(df) + NyV,(8f) + NN, .

Le second membre est bien symétrique en « et B d’aprés (2.42).
Les équations (A.2), (A.3) et (A.4) correspondent respectivement a nos équations (4.4),,
(4.5), et (4.18). Cest dire que I'on a

F=¢, F=J.

Pour retrouver (4. 18) & partir de (A.4), il faut utiliser Péquation qui précéde (3.12) ainsi
que le résultat (3.2). Pour retrouver le résultat général (4.15) dans lequel f e CZy, (Im (B)),
il faut appliquer (A.2) A V. f et remplacer les dérivations covariantes par des dérivations
par rapport aux a’; ce qui serait assez compliqué.
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