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RESUME. — Le présent travail est consacré a I’étude relativiste d’un
schéma fluide anisotrope non dissipatif et de conductivité infinie. Dans
une premiére section, nous avons construit un tel schéma fluide. A par-
tir d’'un point de vue macroscopique, nous avons fait une étude hydro-
thermodynamique du schéma fluide envisagé. Nous avons déduit le sys-
téme différentiel fondamental de la magnéto-hydrodynamique anisotrope.
La seconde section de ce travail a été consacrée a I’étude, pour un schéma
fluide anisotrope polytropique, des variétés caractéristiques et de la pro-
pagation des ondes. Trois types de variétés caractéristiques ont €té mis
en évidence : les ondes d’entropie (ou ondes matérielles), les ondes magnéto-
soniques et les ondes d’Alfven. Les vitesses de propagation des ondes
d’Alfven et des ondes magnétosoniques ont été placées les unes par rap-
port aux autres. L’étude des cones d’ondes a permis de mettre en lumicre
d’une part certaines particularités de la propagation des ondes en magnéto-
hydrodynamique anisotrope, d’autre part le caractére d’hyperbolicité des
opérateurs différentiels associés aux différentes ondes.

INTRODUCTION

De nombreux travaux ont été consacrés a I'étude relativiste des sché-
mas fluides. Le schéma fluide pur a fait 'objet de nombreuses études deve-
nues classiques de A. Lichnerowicz et de L. P. Eisenhart. Le schéma fluide
thermodynamique a été étudié par C. Eckart et par Pham Mau Quan.
Le schéma fluide — champ électromagnétique a fait 'objet de nombreux
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2 M. CISSOKO

travaux de A. Lichnerowicz. Ce schéma a suscité d’intéressants travaux
notamment ceux de Pham Mau Quan, de Madame Y. Choquet et de
G. Pichon; il a conduit dans un cas particulier 4 la magnéto-hydrodyna-
mique relativiste dont I’étude a fait objet de trés beaux travaux de A. Lich-
nerowicz et de Madame Choquet.

Mais dans tous ces travaux le schéma fluide considéré est supposé iso-
trope, C’est-a-dire parfait au sens de Taub et de Lichnerowicz. Comme il
est bien connu, I'’hypothése de pression isotrope n’est plus valable en
magnéto-hydrodynamique sans collisions.

Nous nous proposons ici de construire et d’étudier un schéma fluide
anisotrope relativiste. Notre étude revét un double intérét mathématique
et physique. Le schéma fluide anisotrope envisagé est susceptible d’étre
appliqué a I'étude des atmosphéres stellaires ou solaires, des espaces
interstellaires ou interplanétaires.

Le présent travail est divisé en deux sections. Dans la premiére section,
a partir d’'un point de macroscopique, nous avons construit un schéma
fluide anisotrope relativiste, non dissipatif et de conductivité infinie. Nous
avons fait une étude hydro-thermodynamique de ce schéma et déduit le sys-
teme différentiel fondamental de la magnéto-hydrodynamique anisotrope
relativiste. Le systéme différentiel obtenu pour un modéle schéma fluide
anisotrope polytropique décrit un plasma anisotrope a collisions rares,
soumis & un champ magnétique fort. Soulignons que pour de tels plasmas
I’hypothése de schéma milieu continu est justifiée. Dans la seconde sec-
tion nous avons étudié, par la technique des distributions, les variétés
caractéristiques du systéme différentiel d’un fluide anisotrope polytro-
pique. Nous avons mis en évidence trois types de variétés caractéristiques:
les ondes d’entropie (ou ondes matérielles), les ondes magnétosoniques
et les ondes d’Alfven. Nous avons mis en lumiére les conditions que doivent
satisfaire les quantités n, et #, pour que les vitesses de propagation des
ondes d’Alfven et des ondes magnétosoniques soient réelles. Ces condi-
tions impliquent I'absence d’instabilités dans le fluide considéré. Les
différentes vitesses de propagation ont été placées les unes par rapport
aux autres; a la différence de la magnéto-hydrodynamique isotrope, les
vitesses de propagation des ondes magnétosoniques n’encadrent pas
toujours la vitesse de propagation des ondes d’Alfven. L’étude des cones
d’ondes a permis de mettre en lumiére d’une part, certaines particularités
de la propagation des ondes en magnéto-hydrodynamique anisotrope,
d’autre part, le caractére d’hyperbolicité des opérateurs différentiels asso-
ciés aux différentes ondes. Nous avons notamment montré que 'opérateur
différentiel associé aux ondes magnétosoniques est hyperbolique strict
dans trois cas définis par des inégalités fondamentales vérifiées par
les quantités 7, n, et hyperbolique non strict dans le cas défini par
1 + 75, = (1 + 3¢)y,. Dans ce dernier cas, le cone d’'ondes a deux géné-
ratrices contenues dans le 2-plan défini par (U, h).
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ONDES ET DISCONTINUITES EN MAGNETO-HYDRODYNAMIQUE ANISOTROPE RELATIVISTE 3

I. LE SCHEMA FLUIDE ANISOTROPE RELATIVISTE

1. Le cadre géométrique de la mécanique relativiste des fluides

(a) Le cadre géométrique de la mécanique relativiste des fluides est
un espace-temps (V,, g), variété différentiable de dimension quatre, munie
d’'une métrique riemanienne g du type hyperbolique normal et de signa-

ture + — — —. Dans un systéme de coordonnées locales admissibles x*
ona:
(1-1) g = gafdxdx? (,=0,1,2,3)

Les gaf, appelés potentiels de gravitation, sont des fonctions de classe C!,
C3 par morceaux. La métrique g définit sur ’espace vectoriel tangent T (V,)
en chaque point x € V, une structure d’espace-temps minkowskien,
c’est-a-dire une structure d’espace-temps de la relativité restreinte.

L’hypothése faite sur le type de la métrique revient a dire qu’en chaque
point x de V,, la métrique g peut se mettre sous la forme :

3

(1-2) g = (0% - Z:(w")2

i=1
ou les w* sont un systéme de forme de Pfaff locales linéairement indépen-
dantes.

(b) Dans la théorie de la relativité générale la métrique est astreinte
a vérifier les équations d’Einstein

(1-3) Eop = AT

ou E,; et T, sont deux tenseurs symétriques et y un facteur constant.
E,4, de signification purement géométrique, est appelé tenseur d’Einstein.
Si R, est le tenseur de Ricci de la variété, le tenseur d’Einstein E,; peut
s’écrire |

(1-4) Eyp = Ry — EgaﬁR

Le tenseur T,,, de signification purement physique, est appelé tenseur
d’énergie; il doit décrire au mieux en chaque point x de I’espace-temps
(V,, g Pétat de la distribution énergétique.

En vertu des identités de Bianchi le tenseur d’Einstein satisfait les iden-
tités de conservation

(1-5) V.E* =0

ou V est 'opérateur de dérivation covariante dans la connexion définie
par la métrique. D’aprés (1-3), les conditions de conservation (1-5) s’imposent
aT,

(1-6) VT* =0
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4 M. CISSOKO

2. Le tenseur d’énergie
de la magnéto-hydrodynamique anisotrope relativiste

Le cadre géométrique étant précisé. Le premier pas de la théorie rela-
tiviste des fluides consiste & choisir I'expression du tenseur d’énergie T,,.
A chaque schéma fluide correspond un tenseur d’énergie qui doit étre
symétrique si I'on désire faire une étude valable dans tout le cadre rela-
tiviste. Mais pour que T,; puisse décrire un fluide physique il faut et il
suffit qu’il existe un champ de vecteurs unitaires U® orientés dans le temps

(-1 gupU U’ = 1
pour lequel le scalaire T,,U*U* est positif [/] [2].

U est appelé vecteur vitesse unitaire du fluide et ses trajectoires défi-
nissent les lignes de courant.
2-1. LE REPERE PROPRE [/] [3]

Considérons dans la variété espace-temps (V,, g) un domaine Q occupé
par le fluide. Nous dirons que I’espace-temps (V,, g) est associé¢ au fluide.
On appelle repére propre en un point x du domaine Q de I’espace-temps
(V,, g) occupé par le fluide, un repére orthonormé V" dont le premier
vecteur V" coincide avec le vecteur vitesse unitaire U et dont les trois
autres VY définissent I'espace associé a U, direction temporelle. Ainsi

gapv(o')av(o’)ﬂ =1
g ﬁv(i')av(i')ﬂ = —1
Le repére propre ainsi introduit est caractérisé par la matrice
1

-1
Muy = 0 -1 0
-1
On peut naturellement rapporter le voisinage d’'un point de (V,, g) au
repére propre en ce point. La métrique d’univers prend la forme canonique

3
(2-2) g = My o* @ = (@) — Z(w"')z
=1

ou les quatre formes w*  de Pfaff sont les 1-formes duales des champs de
vecteurs V'*, c’est-a-dire , ,
(oM, V) =

8" désignant le symbole de Kronecker.

Dans un repére quelconque rapporté a des coordonnées locales x* on a
(2-3) " = A¥dx*
ou A* est la matrice de changement de repére.

Le repére propre ainsi défini doit étre identifié¢ & un repére galiléen local
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ONDES ET DISCONTINUITES EN MAGNETO-HYDRODYNAMIQUE ANISOTROPE RELATIVISTE 5

ou le fluide a en un point x une vitesse nulle. Rapporté 4 un repére propre,
I’espace vectoriel tangent T, doit étre identifié 4 un espace-temps de la
relativité restreinte, rapporté a un repére galiléen local.

Un tenseur peut étre défini en un point x de (V,, g) par ses compo-
santes relativement au repére propre. Ses composantes dans un repére
quelconque se déduisent des premiers par des formules tensorielles clas-
siques. Réciproquement, I'interprétation d’un tenseur défini en un point x
de (V,, g) se déduit de l’espace-temps de Minkowski tangent. Les inter-
prétations s’obtiennent ainsi en termes de temps et d’espace.

Rapportons maintenant I’espace-temps (V,, g) au point considéré a un
repére quelconque. Soit (A?') la matrice de changement de repére et (Aj/)
la matrice inverse. Les A2 (resp. Aj.) sont les composantes covariantes
(resp. contravariantes) des vecteurs V*? du repére propre dans le nouveau
repére. Soit

(2-4) A=Vl =l A=V =1
Al = -V AL = Vi,
Si t est un tenseur d’ordre deux, des formules tensorielles classiques :
(2-5) tyg = ALALL,.,
On a en particulier pour le tenseur métrique d’aprés (2-4)
(2-6) 8y = ALAYn,., = U, U, — TVIVE

2-2. LE TENSEUR D’ENERGIE
DU SCHEMA FLUIDE QUELCONQUE-CHAMP ELECTROMAGNETIQUE

Dans un domaine Q de V, ou régne un champ électromagnétique consi-
dérons un schéma fluide quelconque non dissipatif. En tout point x de Q,
ce schéma peut étre décrit par un tenseur d’énergie T,; qui s’écrit dans un
repére quelconque auquel est rapporté I'espace-temps (V,, g) au point
considére [/] [4]

(2-7 T = pU Uy + Ty + 74

ol p est un scalaire positif représentant la densité d’énergie totale ; ITag, le
tenseur des pressions propres satisfaisant aux identités

(2-8) I,,U =0

et 7,4, le tenseur d’énergie électromagnétique.

Le champ électromagnétique est décrit par deux 2-formes : une 2-forme H
dite champ électrique — induction magnétique et une 2-forme G dite champ
magnétique — induction électrique. Les vecteurs champ électrique e et
champ magnétique h sont définis relativement a la direction temporelle U
par

(2-9) eg=UHy,;  hy= UG,y
les vecteurs induction électrique d et induction magnétique b €tant
(2-10) d, = UG,,; by = UH,

Vol. XXII, n° 1 - 1975.



6 M. CISSOKO

* *
ou H et G sont les 2-formes adjointes de H et G au sens de I’élément de
volume riemanien.
Nous supposerons les vecteurs champ et induction proportionnels ;
nous poserons
P d = ve; b=ph

ol v et u sont respectivement la permittivité électrique et la perméabilité
magnétique du fluide.
Le tenseur d’énergie du champ électromagnétique considéré est défini

par :
1
(2-11) Tap = Zga,,HMG’"’ - H

qui peut s'écrire :
1
(2-12) 1= —(e,d*+ hpb”)(UaU,, - Eg,,,) — (e,dg + h,bg) — (U, Q; + UyP,)
ol l'on a posé :
Pa = napAvUpelhv 5 Qa = naplvUﬂjlbv

P, et Q, = uvP, sont deux vecteurs de Poynting.

Nous supposerons que, dans le domaine Q considéré de V,, le champ
électromagnétique satisfait les équations de Maxwell ordinaires
(2-13) V,H* =0
(2-14) V.G = J*
ou J est le quadrivecteur courant électrique qu’on décompose en un cou-
rant de convection et en courant de conduction

J? = q,U”? + cgef

g, €tant la densité propre de charge et ¢ la conduction du fluide.

Gj

ap

2-3. LE TENSEUR D’ENERGIE DU SCHEMA FLUIDE ANISOTROPE

(a) Nous nous proposons de déterminer le tenseur d’énergie d’un schéma
fluide anisotrope supposé non dissipatif et de conductivité infinie. Nous
définissons la magnéto-hydrodynamique anisotrope comme étant I'étude
des propriétés d’un tel fluide soumis & un champ magnétique intense
créant I'anisotropie. Le courant j étant fini on a nécessairement dans ce
cas e = 0, et le tenseur d’énergie 7,4 défini par (2-12) se réduit, par rapport
a la direction temporelle U, 4 sa partie magnétique

1
2-15) T4 =plh |2<U,U,, - —z—g,,,,) — phhy avec |h|2= —hp

Rapportons I'espace-temps (V,,g) au voisinage d’un point x d’un
domaine Q occupé par le fluide au repére propre en ce point. Dans ce
repére la matiére est au repos au point envisagé. Le fluide y est carac-
térisé par une densité d’énergie T0'0’, le tenseur des pressions IT; ;. et le

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Section A



ONDES ET DISCONTINUITES EN MAGNETO-HYDRODYNAMIQUE ANISOTROPE RELATIVISTE 7

tenseur de Maxwell des contraintes 7;.;.. On a d’aprés (2-7) et (2-15) dans
le repére propre

ulh|?
Too=p+ 5
(2-16) ulh|?
Tl"j' = Hi'j' _2——5i'j' - ﬂhirhjf

En magnéto-hydrodynamique isotrope (parfaite au sens de Taub-Lichne-
rowicz), la quadrique des pressions II;.; est une sphere : II;.; = PJ;.;
ou P est la pression du fluide. Cette définition n’est plus valable en magnéto-
hydrodynamique anisotrope.

(b) Par des considérations physiques et géométriques, nous nous pro-
posons de déterminer I'expression du tenseur des pressions II;.;. pour un
fluide anisotrope. La seule anisotropie physique considérée ici est créée
par le champ magnétique. Il y a isotropie par rapport au 2-plan invariant
par rotation perpendiculaire au 2-plan (U, h). On a donc deux degrés de
liberté dans les directions transversales et un degré de liberté dans la direc-
tion longitudinale. Nous sommes ainsi conduits & décomposer la pression
relativement au champ magnétique en composante transversale P, et
longitudinale P,. Les pressions P, et P, .sont différentes, car il n’y a pas
d’échange d’énergie entre les degrés de liberté. Dans le repére propre dont
'un des vecteurs, V" par exemple, est orienté le long du champ magné-
tique h, le tenseur IT;; a pour composantes d’aprés ce qui précéde

P,
2-17) I;;; =0 P 0
P,

: .. = h .
Introduisons le vecteur unitaire h = m Le tenseur I1;.;. défini par (2-17)
s’écrit alors dans un repére propre quelconque de fagon invariante
(2-18) I, = (P, — P)h.h; + P65,

DEFINITION. — Un fluide est dit anisotrope si la quadrique des pressions

est définie dans le repére propre par (2-18)

(c) Les composantes Il,, du tenseur des pressions dans un repére quel-
conque se déduisent de ses composantes II;.;. dans le repére propre par
les formules de transformations tensorielles (2-5)

(2-19) M, = AYAJTL, ;.
En portant (2-18) dans (2-19), on obtient d’apreés (2-4)
(2-20) My = (P, — POk — Py,

Vol. XXII, n® 1 -1975.



8 M. CISSOKO

ou nous avons posé :

hy= ALk, = — Vih, = h | h|™!

Yap = 8ap — Uy qui est le projecteur d’espace
Le quadrivecteur h, est manifestement un vecteur spatial.

Ainsi, en tout point x de (V,, g), un schéma fluide anisotrope non dissi-
patif et de conductivité infinie est décrit par un tenseur d’énergie T,p qui,

d’aprés (2-2), (2-15) et (2-20) s’écrit dans un repeére quelconque auquel est
rapporté l'espace-temps au point considéré :
(2-22) Ty = WU,U, — 418, — sl — Ahyh,

ou 'on a posé :

(2-21)

- plh? P,— P
(2:23) W=p+P +ulhl®; 9. =P + 2 ; A= I~/l/|h|2l

3. Etude hydro-thermodynamique du schéma fluide anisotrope considéré

(a) Soit r la densité propre de matiére du fluide considéré. Sa densité
spécifique d’énergie interne ¢ peut é&tre définie selon le point de vue de
Taub [5] et de Lichnerowicz [4] par :

3-1) p=rc+e
Le scalaire W peut alors s’écrire :

W = c%rF + u|h|?
ou 'on a introduit la variable F définie par :

(3-2) (F—1)ct=¢+ %

Dans toute la suite nous postulons la conservation de r au cours du mouve-
ment

(3-3) vV, (rUs =0
Pour le fluide envisagé, les équations de Maxwell s’écrivent :
(3-4) VH? =0 avec H* = UPh* — U

et les équations de la dynamique relativiste sont fournies par les condi-
tions de conservation
(3-5) VT =0  ou T* est donné par (2-22)

(b) Outre la pression, les grandeurs thermodynamiques telles que I’éner-
gie spécifique interne ¢, 'entropie spécifique S, la température propre T, etc.,
seront considérées comme dédoublées relativement au champ magnétique,
les composantes transversale et longitudinale de chacune de ces grandeurs
étant différentes. Toutes les variables thermodynamiques seront en outre
considérées comme des scalaires et doivent nécessairement étre éva-
luées par rapport au repére propre.

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section A



ONDES ET DISCONTINUITES EN MAGNETO-HYDRODYNAMIQUE ANISOTROPE RELATIVISTE 9

Nous introduisons formellement les « tenseurs » des entropies spéci-
fiques S,; et des températures propres 0,5 définis par des relations ana-
logues a (2-20), soit
(3-6) Sep = (S — Sy — 8.7,

(3'7) ezﬂ = (T// - TJ.)hahﬁ - Tl?uﬂ
S, et S, sont les composantes longitudinale et transversale de I'entropie
spécifique, T, et T, celles de la temperature propre.

(¢) Si 7 désigne le temps propre, 'opérateur de dérivation le long des

lignes de courant U*V, = —.
dt

Pour des processus quasi-statiques d’échange d’énergie, la relation
fondamentale de la thermodynamique peut s’écrire pour le fluide envisagé

sous la forme différentielle

%
(3-8) de = + — V,Updr + O,ﬂdS“”
r

La loi de conservation (3-3) et les équations (3-4) de Maxwell permettent
de développer le deuxiéme terme du membre de droite de la relation preé-
cédente. En effet, les équations de Maxwell s’explicitent sous la forme :

3-9) Vaﬁ“ﬂ = UV h* + h*V,UP — UV,hf — KV, U* = 0
En multipliant les relations précédentes scalairement par Uy et hg il vient:
(3-10) U,V,H? = V,h* — UU,V, b = 0
U9, | h|?

3-11) hyV,H* = | h|?V,U* +
La relation (3-3) donne :
(3-12) rv,U* + U%,r =0
En utilisant (2-20), (3-6), (3-7), (3-10), (3-11) et (3-12), la relation (3-8)
donne :

1w
(3-13) de = 2T,dS, + T,dS,, — P,,d(;) - %d |h?

+ KhgV,UP = 0

Considéré comme une fonction donnéede S,, S, r, | h|, 'énergie interne
spécifique ¢ est un potentiel thermodynamique : T, T;, P, et P, sont défi-
nies de fagon unique comme des fonctions de S,, S, r, | h| au moyen des
relations

1 de Oe Ot P,-P de
3-14) T, = . =

2850  "TeS, T TV rihl alnl

1
ou 'on a pos¢ V = —.
r

Ainsi on a, les composantes transversales et longitudinales des grandeurs
considérées étant indépendantes .
TJ.=T.L(SJ_s r,lh |);T//=T//(S//, r,hl); P_L=PJ_(SJ_’ r|hl); P//=P//(S//’ r,|hl)
Vol. XXII, n° 1 -1975. ‘



10 M. CISSOKO

Pour définir les composantes S, et S, de I'entropie spécifique, introdui- |
sons I’énergie libre y du fluide définie par :

(3-15) =z —0,5%
On en déduit d’aprés (3-13)

b
(3-16) dy = — 28,dT, — S,dT, — P,V — ’zir-d |h|?

Y(Ty, T, r, | k) est un potentiel thermodynamique : S, , S,,P, et P, sont
définies de fagon unique comme des fonctions données de T,, T, r,|h|par:

1o : P, - 0
(17 S, =W . g W p= - B=P_ W

20T, aT, ov rih| dlh|
Pour le scalaire F introduit, on a d’aprés (3-2) et (3-13)

7} h?
(-18)  %F = 2T,dS, + T,dS, + VdP, — %d(%)
r
Introduisons la variable ¢ définie par :
P

(3-19) (@ —c*=¢+ 7”
On en déduit d’aprés (3-2)
(3-20) *¢ —F)=P, - P,

et d’apreés (3-13)
- A
(3-21) c?dp = 2T,dS, +T,dS, + VdP, — i‘z-d b2
r

(d) En multipliant (3-5) scalairement par U, on obtient I'équation de
continuité relativiste :

(3-22) UV, T* = V(WU* — U%,q, — u(1 — Mh*ULVA =0
Compte tenu de (3-3), (3-11) et (3-18), (3-22) donne :
(3-23) 2T, U%,S, + T,U%,S, =0

Dans toute la suite nous postulons la conservation de I’entropie spéci-
fique totale S = 2§, + S, du fluide envisagé

(3-29) V,(rSU*) =0

ou d’aprés (3-3)

(3-25) U%,S=0

On déduit de (3-23) et (3-25) :

(3-26) U%,.S, =0; U%,S, =0

Les relations (3-25) et (3-26) expriment la conservation le long des lignes
de courant de I'entropie spécifique totale et de ses composantes transver-
sale et longitudinale.

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section A
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Dans la suite nous considérerons r, S, S,, | h| comme variables fon-
damentales de base. Les relations P, = P,(r,S,, | k|)et P, =P/(r,S,, | h])
définissent alors pour le fluide envisagé des équations d’état.

Il résulte de cette étude que le systéme différentiel fondamental de la
magnéto-hydrodynamique anisotrope relativiste est constitué par (3-3),
(3-4), (3-5), (3-26). A ces relations il faut adjoindre la condition U*U, = 1.

4. Le fluide anisotrope polytropique

Dans tout ce qui suit nous supposerons le schéma fluide envisagé poly-
tropique. Ce modéle est susceptible de décrire un plasma anisotrope a
collisions rares qui constitue essentiellement I’état de la matiére en dehors
du voisinage immédiat des planétes et des étoiles.

(a) L’équation d’état d’'un gaz polytropique de pression p, de densité
matérielle n et de température T est définie par [4]

CP
C

ou C, et C, sont respectivement les chaleurs spécifiques a pression constante
et 4 volume constant. Soit f le nombre de degrés de liberté. La quantité y
est une fonction de f donnée par :

_f+2
V="

P
@-1) —=(C,-C)T=(@¢—-1CT avec y=
n

v

Il résulte de (4-1) que I’énergie interne ¢ et la température T d’un gaz poly-
tropiques sont définies par
4-2) . E-—‘/.P T= S P

“2n’ T 2C,n
Dans le cas qui nous intéresse, supposons I’énergie interne transversale
totale &’ = 2¢, et I'énergie interne longitudinale ¢, définies d’aprés (4-2) par:

P, P,
(4-3) 31 = —r— N 8// = ;
Ce qui donne pour I’énergie interne spécifique totale ¢ = 2¢, + ¢,
P, P
(4-4) e=—t 4L
r 2r

En portant (4-4) dans (3-13), on obtient pour les composantes S, et S,
de I’entropie spécifique
dP, P, P, d|h|
4-5) T,dS|, =2T,dS, = — — <Sdr - —=—
r

r? r |h|
L(dP, . dr 2P,d|h|
(@-6) T,ds, - E(T - 30,5 + Zudll]

Les températures T, dans une direction transversale et T, dans la direction
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12 M. CISSOKO

longitudinale (pour un degré de liberté) sont supposées données d’aprés (4-2)
par :

(4-7)

_ 1 P 1 P,

LSt WTacey

C,v et C,v représentent respectivement les chaleurs spécifiques 4 volume
constant dans une direction transversale et dans la direction longitudi-
nale. On a naturellement C,v = C,v. Les relations (4-5) et (4-6) donnent
d’aprés (4-7)

(4-8) dsS|, =2CvdIn (P, r~t|h|™Y

(4-9) dS,; = CydIn (P,r 2| h|?

En introduisant pour commodité la chaleur spécifique C, définie par

1 .
=C, = Cv = C)p les relations précédentes donnent :

3

4-10) dS, = C,d In (P¥3r=213 | p|~23)

(4-11) dS, = CdIn (P}~ 1| h|?3)

Ces relations entrainent pour l'entropie spécifique totale ds = ds| + ds),
(4-12) dS = C.d In (P33P}/3r383)

La relation précédente a été obtenue dans [6] par d’autres considérations
et dans [7] par des considérations similaires aux notres.
Il résulte de (4-8) et (4-9) :

4-13) U%,S, =0 < UM, =0
(4-14) U%3,S, =0 < UM, =0
ou l'on a posé :
(4-15) M, =Pr ' h|}; M, =P 3 h|?
LEMME 1. — Pour un fluide anisotrope polytropique (au sens de (4-3)),

la conservation le long des lignes de courant de I'entropie spécifique trans-
versale S, (resp. longitudinale S,) est équivalente a celle de la quantité M,
(resp. M,)).

(b) 1l résulte de cette étude que le systéme différentiel fondamental
de la magnéto-hydrodynamique anisotrope relativiste pour un fluide poly-
tropique, non dissipatif et de conductivité infinie est constitué¢ par les
relations (3-3), (3-5), (4-13), (4-14) et (2-1).

Dans la suite pour abréger, nous désignerons par I le systéme ainsi
défini. Ce systéme se réduit dans I'espace plat a 'approximation classique
au systéme obtenu par des arguments de théorie cinétique par Chew,
Goldberger et Low [§].

II. VARIETES CARACTERISTIQUES.
PROPAGATION DES ONDES

Dans cette section nous étudions les variétés caractéristiques du systeme
différentiel fondamental I et la propagation des ondes.
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5. Discontinuités tensorielles a la traversée d’une hypersurface [9], [10]

Nous nous proposons de faire I’étude des variétés caractéristiques par
la technique des distributions. Aussi rappelons-nous quelques définitions
et résultats qui nous seront utiles dans I’étude envisagée et qui concernent
les tenseurs-distributions associés aux discontinuités des grandeurs phy-
siques.

(a) Dans un domaine Q de (V,, g), soit ¥ une hypersurface réguliére
d’équation locale ® = 0 (® de classe C?) qui partage Q en deux domaines
Q, et Q, correspondant respectivement 3 ® > 0 et ® < 0. Nous posons
I = d®. Soit H' (resp. H®) la fonction sur Q qui vaut 1 (resp. 0) dans Q,
et 0 (resp. 1) dans Q,. Ces fonctions définissent des distributions relatives
a @ désignées par les mémes notations.

(b) Considérons un p-tenseur 6 sur Q satisfaisant les hypothéses sui-
vantes :

(A,) Sur chacun des domaines Q, et Q,, le tenseur 0 est un tenseur ordi-
naire de classe C!.

(A,) Quand @ tend vers zéro par valeurs positives (resp. négatives),
0 et sa dérivée covariante V@ convergent uniformément vers des fonc-
tions a valeurs tensorielles définies sur X et notées 6, , V), (resp. 8,, (V0),).

On introduit les tenseurs-discontinuités sur X
[6] =0, — 6,; [VO] = (VO), — (VO),
Ainsi dans Q se trouvent définis de maniére naturelle les tenseurs distri-
butions H'@, H!V, H°9, H°VH. Si 0P est le tenseur-distribution défini

par le tenseur 0 défini presque partout dans Q, on a en termes de distri-

butions
oD — HOO + Hlﬂ

Le tenseur-distribution VP, dérivée au sens des distributions de 6P, s’écrit :
VO° = V(H®9) + V(H'0)
avec : B
V(H®0) = — 16 ® 6, + H°VO
VH'0) =16 ® 0, + H'VO
ou J (scalaire-distribution) est la mesure de Dirac relative a ®, de support Z.
Il en résulte
(5-1) VOP = [5[0] + (VO)°

ou (VO)® est le tenseur-distribution défini par le tenseur ordinaire défini
presque partout V@, dérivée covariante usuelle du tenseur 0. Le tenseur-
distribution 13[f] est la o-couche tensorielle correspondant au tenseur-
discontinuité [0] sur Z. De Iétude de J[6] de Q [9] il résulte qu’il existe
un p-tenseur-distribution, noté 46, tel que 'on ait :

(5-2) o[Vl = V(5[6)) + 1.60
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14 M. CISSOKO

Si 0 satisfaisant toujours aux hypothéses (A,) et (A,) est supposé continu
sur Q, alors la formule précédente donne
(5-3) o[Ve) = 1.560

Ainsi, les tenseurs satisfaisant aux hypothéses (A,), (A,) et qui sont conti-
nus sur €, définissent d’une maniére naturelle une algébre et & est un opé-
rateur de dérivation de cette algébre. 6 est appelé opérateur de disconti-
nuité infinitésimale.

6. Variétés caractéristiques

(@) Considérons le systéme 1. Compte tenu de (3-3) et de I'expression de 4,
la relation (3-5) peut étre explicitée sous la forme

0q |k
5+l = DUV U?

— Wl — DV + *V,h¥] = 0

(6-1) WU*V,Uf —T*9,P, + h*h?0,P, — uy*

ou l'on a posé
ral} — .yaﬁ + h‘aﬁﬂ : xaﬂ — .yuﬂ + 2lh‘uh"ﬂ

La relation (6-1) constitue le systéme différentiel aux lignes de courant.
Par produit contracté par h* on en déduit, d’apres (3-10) et (3-11)

2 AL
(6-2) croV,h* + h*o,P, — uh® = 0
En explicitant les relations :

UM, =0; UM, =0
on obtient d'aprés (3-12)
h 2

(6-3) PV + UP, — U, =0
(6-4) 3P,V,U* + U*, P, + un,U%,|h|> =0
ou l'on a posé :
(6-5) n, = (I‘Ihlz)_lpj_ N n, = (l"hlz)-lp//

b) Soit Q un domaine de (V,, g) occupé par le fluide considéré. Si 6 est
I’une des variables hydro-thermodynamiques, # sera un tenseur de classe
(C°, C! par morceaux) satisfaisant a I’hypothése (A,). Il résulte alors de (5-3)
qu’il existe des tenseurs-distributions a support sur X notés 6P , 6P, 6S,,
3S,, oh*, 5U” tels que :

3[V,P,)=1,6P, ; 3[V,P,1=1,6P,; 3[V,S.1=1,6S,; B[V,S,]=1,3S,
3[V,U’=1,0UF ; B[V,h*|=I,00

¢) Etudions les conditions pour que I'une au moins des distributions
précédentes soit non nulle.

(6-6)

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section A



ONDES ET DISCONTINUITES EN MAGNETO-HYDRODYNAMIQUE ANISOTROPE RELATIVISTE 15

En écrivant les relations U%9,S, = 0 et U*0,S, = 0 de part et d’autre
de I'hypersurface T et en retranchant, il vient aprés produit par &

(6-7) LU%S, =0;  1,U%S, =0

Si [,U*=0 (resp. 6S, =S, = 0) nécessairement S, # 0, 85, # 0
(resp. [,U* # 0). Nous supposerons dans la suite 6S, = JS,, = 0, c’est-a-dire
1,U* # 0.

On déduit de méme du systéme différentiel aux lignes de courant

olhP?

(6-8) WIU,6UP — T*1,1 6P, + (I,h"26P, — uz*l,l,

— u(l — AL h*l,6h* =0
Les relations (3-10) et (3-11) entrainent M oy

(6-9) I,,&h” - I,U"U,,éh" =0

2 B a 6 l h |2 @ p
(6-10) | h|*1,6U% + I,U 5~ Lh*U 6k =0
En éliminant U‘,éh" des relations précédentes, on obtient :

S| h|?
6-11) | h lzlaU“I,,(SU” + (I,U%? '2 l - lah“ll,éh” =0
De la relation, (6-2) on déduit :
SR, s
(6-12) 1h*6P, — pAlh 5 + Croldh? =0
Les relations (6-3) et (6-4) donnent :
o|h|?

(6-13) Pll,,éU" + I,U%P, — un, 1, U* Il =0
(6-14) 3P,,I,5U” + 1,U%P;, + un, 1,U% | h 2=0

(6-8), (6-11)-(6-14) constituent un systéme de cinq équations [inéaires aux
inconnues [,6U®, 6P, 6P, 6| h|? 1,6hf. Son déterminant s'écrit :

Wi, U* —T*L1, (LY - pphl, = Wl = Dk
| h|21,U® 0 0 (1,U%? — Lh*
H= 0 0 Lh® — uALK crop
P, 1U* 0 = pn LU 0
3P, 0 LU 2un,1,U* 0
Soit, aprés développement et quelques transformations élémentaires :
(6-15) H()) = P(})I,U*

ou l'on a posé :
(6-16) P() = A (LUY* + Ay(LU*LE + As(lh%?(,U%)?
+ AR + As(l*
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16 M. CISSOKO

ou
A, =c*ro(c*rF —2P))
Ay =c’ro(u|h|?> + 2P))
(6-17)  § As=3u|hPP/(1 + 2n, X1 — @) + c*r@(P, + P,) — 3P, W
Ay=—3ulh |2P//(1 + 2n,.)(1 — a)
As=—3u|hPP,[(1 + 27,)(1 —a) — (1 — A)]
avec
”2
(6-18) t=—
3n,(1 + 2n,)
Pour que le systéme considéré admette des solutions non nulles, il faut et
il suffit que H(l) = 0, soit P(/) = 0. Le probléme de Cauchy est dans ce
cas indéterminé et I’hypersurface ¥ est singuliére au point de vue de ce
probléme. Le syst¢éme considéré et la relation (3-12) permettent de déter-
miner [,6U%, 6P, , 5P,,, I,6h® et or en fonction de 8| h|?

(d) L’étude précédente concernait 6P , 6P, 6| h|* et les composantes
normales & £ de U” et h’. Décomposons ces vecteurs selon leurs compo-
santes tangentielles et normales 4 X. Il vient :

Lu* 1,h*
Uf = of + ;Ial"; h"=t"+—;—1—al” avec LUP =1[f =0

a -3

D’apres les résultats du (c), les équations (6-1) et (3-9) fournissent des rela-
tions de la forme :
(6-19) WILU*Sv? — p(l — ), h*6tP ~ 0
(6-20) — 1,h*ov? + LUt ~ 0
ou le symbole ~ signifie modulo des termes proportionnels 4 6 |k |?. Le
déterminant de ces équations aux inconnues 6v* et 8t# s’écrit :
(6-21) QW) = W(,U*? — p(1 — A)I,h%)?

e) Ainsi, nous avons mis en évidence trois types de variétés caractéris-
tiques du systéme 1. '

1) Les ondes d’entropie X, (ou ondes matérielles), solutions de
(6-22) U%, ¢ =0
Elles correspondent a I'existence des discontinuités S, , 4S,, et sont tan-
gentes en chaque point a la droite support de U* duale du plan d’équation

(6-23) E()=1LU*=0
2) Les ondes magnétosoniques X,,, solutions de
(6-24) P*"0,$0,$0,00,0 = 0

ou l'on a posé
pierv — AIU}'U”U“UV + AZU‘U"g“" + ASU"UPE“EV + AJI‘A;;pguv A
+ Ash*hPh*h
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Elles correspondent a I'existence des discontinuités 1,6U%, 6P, 6P, [,6h
et sont tangentes en chaque point au cOne caractéristique dual du cone
d’équation

(6-25) P() = P** [ 11, =0
3) Les ondes d’Alfvén X,, solutions de
(6-26) Q"0,60,¢ = 0

ou 'on a posé .
Q' = WU*U” — y(1 — A)h*h*

Elles correspondent a 'existence des discontinuités 60, 5t* et sont tangentes
en chaque point au cone caractéristique dual du cdne d’équation

(6-27) Q) =Q™LI, =0

[ W
Supposons (I — 4) > 0. En posant § = [————, I'équation précédente
peut s’écrire ul =4

{(BU* + B, } {(BU* — b, } =0
Ainsi, si (1 — 4) > 0 les ondes d’Alfvén sont engendrées par les trajec-
toires du champ de vecteurs

A* = BU* + h*
(ondes d’espéce A), soit du champ de vecteurs
B* = ﬂua —h*

(ondes d’espéce B). Sous la condition (1 — 1) > 0, ces vecteurs sont tem-
porels.
7. Propagation des ondes

7-1. VITESSES DE PROPAGATION

a) La vitesse de propagation V* par rapport au fluide d’'une hypersur-
face  (d’équation locale ® = 0) est donnée par [I] [4] [11]

VI 2
(7-1) (7) = y' = [(LU%)? = 11771, U%?

Ceest la pente spatio-temporelle du 3-plan tangent a T

(7-1) entraine :

(7-2) (1 = YUY = — yPLIe
z

Sur (7-2) on voit que — < 1 si et seulement si I,I* < 0, c’est-a-dire si T est
c

orientée dans le temps, ce que nous postulons dans la suite.
La composante f, de h dans la direction spatiale de propagation définie
par

(7-3) R = [0U%? — 1 (1
verifie le lemme géométrique suivant [/0].

Vol. XXII, n° 1 - 1975.



18 M. CISSOKO

LEMME 2. — On a toujours h? < 1. Pour que h2? = 1, il faut et il suffit
que [ appartienne au 2-plan défini par (U, h).

b) La quantité Q(/) peut s’exprimer en termes de y d’aprés (7-2) et (7-3) par:
1-y
—I*
Ainsi, les ondes d’Alfvén admettent par rapport au fluide une vitesse de
propagation VA donnée par :

(7-4) Q) = D(y) = Wy — u(l — Ak}

VA 2
(7-5) (T) =y* =[c*rF + pu|h 17 w1 — Dk}

Sur ceite relation on voit que la vitesse de propagation des ondes d’Alfvén
est réelle si
(Hy I1-4=0
¢) De méme la quantité P(/), compte tenu de (7-2) et (7-3), peut s’exprimer
en termes de y par :

(1 = yp? )
(7-6) ‘WPU) =M(y)=Ay*-By+C
avec :
A = Al + A2
(7-7) B=A, - (A; + AYR?

C = (Ash? — A2

Considérons le trindme I1(y) dont les racines déterminent les vitesses de
propagation par rapport au fluide des ondes magnétosoniques. Le coeffi-
cient

A=A +A,=cro(c*F + ulh)
est strictement positif. Les coefficients B et C, aprés quelques transfor-
mations élémentaires, peuvent s’écrire

(7-8) B = c?rou|h|b,
(7-9) C = 3uh?Pc,
ou on a posé
(7-10) b, = (1 — B3)(1 + 21,) + (1 — A2 + 31, 2h?
(7-11) =1 — B + 27,01 — o) + (1 — Dk?
ou )
(7-12) ?z=fv=1+”|2hI )
cro cro

Le trindme T1(y) aura deux racines réelles comprises entre 0 et 1 si
(7-13) B>0, no)y=C >0, MM =A-B+C>0
Sous I'hypothése (H,) et en vertu du lemme 2, I'inégalité B > 0 est satis-
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faite. Sous la méme hypothése et en vertu du méme lemme, I'inégalité I1(0)> 0
est satisfaite pourvu que

(H,) 1—-a)=>0

(1) peut s’écrire d’aprés les expressions (7-7) de A, B, C :
(1) = A, + (As + Ash2)R?

Ce qui donne d’aprés (6-17)

(7-14)  TI(1) = 3ph2P,[(1 — R2)1 + 2n,)(1 — o) + R2(1 — 2)]
. . + (2ro)c*rF)1 — )
ou l'on a posé

1 _ . -
(7-15) #H == [P3e - DA + (2 — B)P.]

Ainsi, sous les hypothéses (H,) et (H,), I'inégalité II(1) > O est satisfaite si
(Hs) (1-#)>0

Les hypothéses (H,) (i = 1, 2, 3) assurent que les inégalités (7-13) sont satis-
faites. .
Les hypothéses (H,) et (H,) conduisent a :
- i
L <, <

® G+ ST
Il en résulte que les quantités n,, et n, ne peuvent prendre des valeurs arbi-
traires. Leurs variations sont astreintes a vérifier les conditions (H).

Du point de vue physique, les hypothéses (H,) et (H,), ou, ce qui revient
au méme les conditions (H), impliquent I'absence d’instabilités dans le
fluide considéré [6] [12] [13] [/4]). Quand a ’hypothése (H,), elle implique,
en Plabsence d’instabilités, que les vitesses magnétosoniques sont infé-
rieures 4 celle de la lumiére.

Ainsi, sous les hypothéses (H,), le trindme IT(y) a deux zéros entre 0 et 1
que nous notons yM~, yM* et que nous appelons comme en magnéto-
hydrodynamique isotrope respectivement vitesse magnétosonique lente
et vitesse magnétosonique rapide.

d) Etudions la position de la vitesse de propagation VA des ondes
d’Alfven par rapport aux vitesses de propagation VM~ et VM* des ondes
magnétosoniques. Le trindbme

0" = A(y*? - By* + C
s’écrit aprés quelques transformations

1
(7-16) I(y*) = > (| h*Nuh?)a,
ou
(7-17) a, = (1 — B2(1 + 2n)[3n,81 — o) — (1 — A)]
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On en déduit, compte tenu de (H)

(7-18) (") <0 i —ﬁ— <7 —1- L+, + il J
31 +2q,) "< 142y,

. 1
(7-19) l_l(y") Z 0 S1 1—-’-3%[[ + ] r’// 1 + Ny

A l’approximation classique (¢ = 1) ces resultats comcndent avec ceux obte-
nus dans [/2] par une autre méthode.
Nous énongons :

THEOREME. — Sous les hypothéses (H;) (i = 1, 2, 3), il existe par rapport
au fluide anisotrope considéré une vitesse de propagation VA pour les ondes
d’Alfven et deux vitesses propagation VM~ et VM* pour les ondes magnéto-
soniques, vérifiant

0SS VM- S VAL VMY <¢ et 0K VALK VM g VWM < ¢
7-2. CAS PARTICULIERS

Nous examinons les résultats du paragraphe précédent dans quelques
cas particuliers.

1) Champ magnétique, n, < 1, n, < 1.
Dans ce cas on déduit des équations D(y) = II(y) =
2

”lhlzl’:l*z; yu) // 52, y(z) ”lh!
w ro " W

Ce qui donne a I'approximation classique

ulhp?
r

(7-20) yA =

3P, .
(7-21) (VA7 = B (VO =L (VPR =
r

2) Propagation longitudinale h* =
Dans ce cas 'équation D(y) = 0 donne

2
A||

(7-22)
(7-8) et (7-9) deviennent
b,=1—-A4+3n.2; c,=1-=2
L’équation II(y) = 0 s’écrit
(7-23)  Proy? — crrop|h (1 — 4 + 3,2y, + 3P, u|h|* (0 — 2) =
dont le discriminant est
(re)(u| h 1?1 = 4 = 3n,2?
Les racines de (7-23) sont alors

3P plh|?
(7-24) Y=L P = 1 -P=
cro

(1-4
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A Tapproximation classique, il vient :

(125 (ViPY = 37'”’; (VIP)? = (VA)? = "(1 )

3) Propagation transversale h? = 0.
Dans ce cas on obtient C=0 et b, =1+ 27,.
Les équations D(y) = 0 et II(y) = 0 donnent alors

#II

(7-26) W=y = et Yy =——(+ 29
y'?) donne a I'approximation classique
(7-27) vy = A7 LU

Soulignons la simplicit¢ de la theorle relativiste vis-a-vis de la théorie
classique. Il semble plus commode de substituer & la théorie classique
I'approche classique de la théorie relativiste.

8. Etude des cones d’ondes

8-1. OPERATEURS DIFFERENTIELS HYPERBOLIQUES STRICTS [15] [4]

Soit V, une variété différentiable de classe c*¥ ou k est suffisamment
grand, a(x, 0) un opérateur différentiel ou xeV, et ou d désigne I'opé-
rateur de dérivation ordinaire d = (@) I = 1,2, ...,n). a est d’ordre m,
a(x, &) étant un polynome réel en ¢ de degré m. Soit h(x, £) la partie prin-
cipale de a(x, &) constituée par les termes homogénes de degré m et soit
V,(h) le cone défini dans I’espace vectoriel T* des vecteurs covariants en x

ar ’équation
P quat h(x,&) =0
L’opérateur a est dit hyperbolique strict en x si les hypothéses suivantes
sont satisfaites :

11 existe dans T* des éléments & tels que toute droite issue de £ ne passant
pas par le sommet coupe le cone V. (h) en m points réels distincts. L’en-
semble de ces points ¢ forme lintérieur de deux demi-cones convexes
fermés opposés I','(a) et I, (a) dont les bords appartiennent a V. (h); le
cone V,(h) n’a pas de génératrices singulicres.

8-2. REPRESENTATION DES CONES D’ONDES DANS R3

a) En chaque point x de la variété espace-temps (V,, g) les cbnes
caractéristiques correspondant aux diverses variétés caractéristiques sont
des cones duaux des cones d’équations (6-25) et (6-27). Sous les hypo-
theses (H;) (i = 1, 2, 3) les vitesses de propagation des ondes magnéto-
soniques et des ondes d’Alfven sont réelles et inférieures a la vitesse de la

Vol. XXII, n° 1 -1975.



22 M. CISSOKO

lumiére dans le vide. Les cones définis par (6-25) et (6-27) contiennent donc
dans leur intérieur le cone fondamental de la métrique, d’équation
(8-1) G(l) = g*1,l, = 0
Nous allons étudier les différents cones. Pour cela nous rapportons ’espace-
temps (V,, g) en un point x d’un domaine Q occupé par le fluide au repére
propre V7 qui est tel que V3? = h,. Posons I, = (I, = t, I, = x, I, = y,
I3 = 2). Avec ces notations on a
LU*=1t; Lh,=z; Ih=|h|z

et les équations (8-1), (6-25) et (6-27) s’écrivent
g) 2—(x2+y*+2)=0
(Mw)  Agt* + A2(e% — x2 — y? — 22%) 4+ A,222

+ AP —x2 =y —22) + Agz* =0
T We2 —pulhX(l — D22 =0
Les équations précédentes définissent trois cones dont les sommets coin-
cident avec l'origine du repére.

Nous appelons « indicatrices dans R3 » les sections de ces cones par
I’hyperplan ¢t — 1 = 0. Nous obtenons ainsi les trois indicatrices suivantes

Sg) 1=x2—y2—22=0
(Sm) A +A(1=x2—y? =2+ A, 22+ A 2% (1 = x2 —y* —2%) + A5z =0
(Sa) W —pulhP(1 —2)z> =0

b) Nous allons discuter la forme de ces indicatrices. Ce sont trois sur-

faces de révolution au tour de oz ; en les coupant par le plan x = 0, on
obtient les courbes suivantes :

(Co) yV+z22=1
(Cy) (As—ADZ* + Ay + A3 —A)Z2— (A, + AP+ A+ A, =0

csrF

plh|?
C est un cercle de rayon égal a 1, C, se compose de deux droites et Cy, est
une courbe du quatriéme degré ayant oy et oz comme axes de symétrie.
L’équation de C, peut s’écrire :
As —AYz* + (Mg + A — A2 + AL + A,

AyZ? + Ay/AY)

Ca) Z2=(1-H7'A+p avec B

®8-2) y =

Soit, compte tenu de (6-17)

2 _ (22 = 2)e* — 7))

(8-3) y'=

Ayz* - 22)
ou 'on a posé
c*rg cro
- 2 _ . 2 _ 1 — A. -1 1 ; 2 _ 1 — -1
(8-4) zj 3P, z7 = ( )" M1+ B) z;=(1-a) 3P,
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Ainsi, pour z2 =0, on a
(8-5) 2= +2n)"'1+p)
et pour y? =0,
22 = (3P) " c*rg et Z2=(1-1"11+p
e la comparaison de (7-24) et (8- une part, de (7-26) et (8- autre
De | ison de (7-24) et (8-4) d’une part, de (7-26) et (8-5) d’
part, il résulte
W=z’ WP =z yi=y°
¢) Etudions la position des différentes racines les unes par rapport
aux autres. On déduit de (8-4) et (8-5)
2} — 22 = [3P,(1 — A" 'Pro[l — 4 — 3n,e]
22 — 22 = o[3P(1 — o))" 'cPre
(8-6) 1 22— 23 =(3P) 'crro(l — )71 — H)71 — 4 — 3n,2(1 — o]
B =y =(+21)7'10 = A7y + 1)1+ B)
2} — y* = Pro3P(1 + 2n)]7'(1 + 21, — 3n,8)

1

Sous les hypothéses (H,) et (H,) on a z, —z, >0 et z, — y > 0. Nous
sommes conduits, d’aprés (8-6) a considérer quatre cas :

Premier cas z, — z, > 0.
On en déduit d’aprés (H)

@) Bl +29) i <ny <1+ 32711 + 1)
Dans ce cas on obtient la figure suivante pour la courbe Cy

Az
Za
c 2
\/:
22
N0
1)
™
(2)
/ Cu

Fi1G. 1.

o

Deuxiéme cas z;, — 2, <0,z, —z, > 0.
Ce qui entraine

() A+3)7 A +n)<n <0+3)7'[1 +n,+ &1+ 29,) 'n?]

Vol. XXII, n° 1 - 1975.



24 M. CISSOKO

La figure obtenue est identique & la figure 1, les racines z, et z, étant seu-
lement échangées.

On déduit de I'étude de ces deux cas que le cdne I, se compose de deux
nappes, une nappe intérieure I'{}’ convexe et une nappe extérieure I'{?).
La partie extérieure de I'{¥’ correspond aux ondes magnétosoniques lentes
et la partie intérieure de I'{?, aux ondes magnétosoniques rapides. Les
vitesses de propagation VA, VM~ et VM* vérifient les inégalités suivantes

0SS VM~ < VA VMY < ¢ sous (1))
0K VM < VA< VMY < ¢ sous (1)

Sous les inégalités (I,) et (I,), les ondes possédent des propriétés simi-
laires a celles obtenues en magnéto-hydrodynamique isotrope.

(8-7)

Troisiéme cas z, — z, < 0.
Il en résulte d’aprés z, — z, > 0 que z; — z, < 0. On en déduit
d’aprés (H)
() A+3)7'[1+2n, — &l +2n) 'ni]<n <l+n,
On obtient la figure suivante pour la courbe C,,

\z

22

1
S o
~

Za
Zq
\gy v
1
M
\_/E‘;’

FiG. 2.

Y

[¢]

Le cone T se compose d’une nappe intérieure Iy’ convexe et d’une
nappe extérieure I'(?). Les parties extérieures de 'Y’ et I'{}) correspondent
respectivement aux ondes magnétosoniques lentes et aux ondes magnéto-
soniques rapides. Les vitesses de propagation VA, VM~ et VM* vérifient les
inégalités : ’

(8-8) OS VA VM <« VWM* ¢
Sous les inégalités (I5) de nouvelles propriétés des ondes particulicres a la
magnéto-hydrodynamique anisotrope apparaissent.

Il résulte de I’étude précédente que sous les inégalités (I,) (i = 1, 2, 3),
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Popérateur différentiel P**'9,,,, associé aux ondes magnétosoniques est
hyperbolique strict.
Quatriéme cas z, = z, < z,.
Ce qui donne
(8-9) L+ 7, = (1 + 32,
On obtient la figure suivante :

Az
2a

FiG. 3.

Il en résulte que le cone I, a deux génératrices contenues dans le 2-plan IT*
défini par (U, h) :

lopérateur différentiel P*##*9,,,, n’est pas hyperbolique strict.

Le cone I', se compose de deux hyperplans z = + \/ T+/1 -1
tangents a I'y le long des génératrices du 2-plan IT*. L’intersection de ces
hyperplans est le plan I1, défini par 3 = ¢t = 0. On en déduit que I'opérateur
différentiel Q*9,, associé aux ondes d’Alfven est hyperbolique non strict,
il est le produit de deux opérateurs hyperboliques stricts correspondant
aux deux hyperplans T',.

Dans le repére propre considéré (6-23) est I’hyperplan ¢t = 0 dont l'inter-
section avec Iy ou chacun des hyperplans T, est le 2-plan I1,. L’opérateur
différentiel U”0, associ¢é aux ondes d’entropie est hyperbolique strict.

Nous énongons

PROPOSITION. — L’opérateur différentiel P****0,,,, associé aux ondes
magnétosoniques est hyperbolique strict sous les inégalités (I;) et hyper-
bolique non strict sous I'égalité (8-9). Les opérateurs différentiels Uro,
et Q*9,, associés aux ondes d’entropie et aux ondes d’Alfvén sont respec-
tivement hyperbolique strict et hyperbolique non strict.

Soulignons que si on violait les inégalités (H), par conséquent les inéga-
lités (I;), certaines vitesses de propagation seraient réelles, d’autres imagi-
naires. Les opérateurs différentiels P**#*9, ,, et Q*0 1, D€ seraient ni tota-
lement hyperboliques ni elliptiques.
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d) Etudions l'intersection I', N I;,. Si nous portons (1 + B)(1 — )~ *¢2 =22
dans I'équation de Iy, nous obtenons :
(8-9) 3 x? + yH[l — 4 = 3n,e(l —a))=0
Il en résulte que si 1—-1-3n,8(1—a)#0, cest-a-dire TI(y*)#0 linter-

section I, N Iy est le plan 1, et les génératrices de T}, contenues dans le
2-plan IT*.

CONCLUSION

Le présent travail a été consacré, en magnéto-hydrodynamique aniso-
trope relativiste, a I'étude des ondes et des discontinuités.

Dans la premicre section de ce travail, nous avons fait, en nous
plagant 2 un point de vue macroscopique, une étude hydro-thermo-
dynamique du schéma fluide-envisagé. Nous avons déduit dans cette
section le systéme fondamental de la magnéto-hydrodynamique aniso-
trope relativiste. Une étude mathématique de ce systéme a été faite dans
le cas d’un modéle de fluide anisotrope polytropique. Le systéme fonda-
mental d’évolution d’un tel fluide est susceptible de décrire un plasma
anisotrope polytropique a collisions rares plongé dans un champ magné-
tique fort.

Dans la deuxiéme section, nous avons étudié, pour le modéle de fluide
anisotrope polytropique envisagé, les variétés caractéristiques et la pro-
pagation des ondes. Trois types de variétés caractéristiques (ou ondes)
ont été mis en évidence : les ondes d’entropie, les ondes magnéto-
soniques et les ondes d’Alfven. Les conditions que doivent satisfaire les
quantités non dimensionnelles , et 5, pour que les vitesses de propaga-
tion des différentes ondes soient réelles ont été mises en lumiere. Ces
conditions impliquent I'absence d’instabilités dans le fluide. L’étude des
cones d’ondes a permis de mettre en lumiére d’une part, certaines parti-
cularités de la propagation des ondes en magnéto-hydrodynamique ani-
sotrope, d'autre part, le caractére d’hyperbolicité des opérateurs diffé-
rentiels associés aux différentes ondes.

Les résultats obtenus montrent la cohérence interne de 1'étude faite et
surtout sa simplicité vis-a-vis de la théorie classique.

Un prochain article sera consacré a I'étude relativiste d’un fluide
anisotrope arbitraire.
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