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Equations du mouvement
dans une théorie minkowskienne de la gravitation

par

R. F. BILIALOV

Institut Henri Poincaré.
Laboratoire de Physique Théorique Associé au CNRS,
Université de Kazan. Faculté de Physique.

REsuME. — Une méthode nouvelle de déduction des équations de
Lorentz-Dirac en Electrodynamique est obtenue. Cette méthode est
appliquée pour obtenir les équations du mouvement dans une théorie
minkowskienne de la gravitation, décrite par le tenseur symétrique y,,
avec la condition 0%, = 0.

INTRODUCTION

Les équations du mouvement d’une particule chargée avec termes de
rayonnement par la méthode de renormalisation de masse ont été obtenues
par Dirac [/]. Elles ont la forme :

2
m* = eu,,(f“” + ge[ii”"v” - v"ii”]) , (1

dz
ou m est la masse de particule, e sa charge, V* = o Z* = Z7Z%s) les
s

coordonnées de la-particule, S le temps propre (le point signifiant la diffé-
rentiation par rapport a S), f*# le champ électromagnétique créé par les
autres sources. Pour obtenir les équations (1), Dirac considére le flux du
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258 R. F. BILIALOV

tenseur d’impulsion-énergie T* du champ électromagnétique F*# & travers
I'hypersurface X. Le champ F* se présente comme la somme du champ
extérieur f* et du champ retardé [ de la particule. L’hypersurface
se définit par les conditions :

x*=1z%s) + &y*, ge=const, ex1, s, <s<8S,,
37 =1y’ =9 =9 =9 =y = =1, (x—2s), v(s)) = 0.

Le développement de ce flux par rapport a ¢ limité aux deux premiers
termes, a la forme

S2 2 2
‘[ T dS, = J {;—i)a - ev,,(f“" + Seﬁ“‘v’”>}ds . )
S &

Pour obtenir les équations (1) il suffit de postuler que

S €2
lim(j’["”dsp j l')’ds):O, K=——m.
e—0 S 2¢

Mais I'application directe de la méthode de Dirac dans le cas des autres
actions, par exemple des actions gravitationnelles qui se décrivent par le
tenseur symétrique ,, avec la condition 0*y,; =0 dans les théories
minkowskiennes de la gravitation, devient difficile. En effet, le tenseur
d’impulsion-énergie et les potentiels retardés ont une structure compliquée.
Pour cette raison, il est intéressant de trouver une méthode équivalente a
celle de Dirac, mais susceptible de rendre les calculs plus faciles dans
les autres cas.

Le lien formel entre le tenseur d’impulsion-énergie d’un systéme champ-
particule et les équations du mouvement est indiqué par Trautman [2].
Dans le cas électromagnétique, on obtient :

0,T* + r (= m2* + eF*(x)2,)6*(x — 2(s))ds = 0 A)

avece

» [ (1
T = T2 +m J FP5x — 25N, Toh =4~ (4 F,,F*n® + F*F, )

- 0

Les lois de conservation (3) expriment une condition formelle car F*
devient infini sur la ligne d’univers de la particule. Pour cette raison,
Pintégrale (3) et aussi 0,T* n’ont pas de sens.

Dans ce travail, nous allons montrer quen remplagant la distribution
ponctuelle de charge par une distribution de volume, on peut passer de la

considération de flux | T*dS, et de I'analogue de (3) pour cette distri-
z
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EQUATIONS DANS UNE THEORIE MINKOWSKIENNE DE LA GRAVITATION 259

bution de volume a la considération de l'intégrale quadridimensionnelle
de volume, borné par X et par les hypersurfaces X; (i = 1, 2),

T ={x:x=2zs)+Ryp,0<R<e}.

Nous allons établir le résultat suivant : si I'on exige que la partie finie,
non identiquement nulle de I'intégrale précédente, ait une limite nulle quand
la distribution de volume tend vers la distribution ponctuelle, on obtient
alors I’équation (1).

Ce résultat obtenu, nous le considérons comme un axiome dans le cas
des autres champs et trouvons les équations avec termes de rayonnement
dans les théories minkowskiennes ci-dessus.

CAS ELECTROMAGNETIQUE

Par la suite, au lieu de coordonnées cartésiennes x? il est plus commode
d’utiliser des coordonnées curvilignes S, R, 0, ¢ :

x*=24)+Ry%, (3, )= — 1, (5 v)=0,%%s 0, ) =% 7', %, ) = (% ),
v
1 + 0°

Y =@e,7=2+ (ve), € = (cos ¢ sin 0, sin ¢ sin 0, cos 0),
v* = (0° D).
Posons aussi

, k=0, k=0
Il vient alors

D(x°, x!, x%, x3)
D(s, R, 0, ¢)

=Rl — RK)sin 0, 3,5 =

v,

0(Ry*) = 88 — :
(RY') =0 — ¢

{ R(Y’ l.l) - (U’ u)} Uy
1 — Rk

O[R(u, 7)] = u, + pour U* = U%s).

Pour le point £, les coordonnées curvilignes correspondantes et les quan-
tités qui lui sont associées seront désignées par les mémes symboles mais
avec la notation prime. Par exemple, K'(s') = (y'(s’), i(s’)). L’argument s’
est distingué, parce que dans les calculs, on est obligé de changer s’ en s.
Si s’ remplacé par s, nous n’écrirons aucun argument dans Iindication
de ces quantités.
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260 R. F. BILIALOV

a) Choix de la distribution de volume.
Les lois de conservation correspondantes.

Soit °p(R) de classe C2, > 0, nulle en dehors de I'intervalle (9, 20) et
telle que :

20
4n[ R2%p(R)dR = |

]

Supposons que %* = e®p(R)v%(s) représente le courant dans le cas d’une
distribution de la charge en volume. Considérons l'action relative au
systéme : champ électromagnétique extérieur + champ retardé de la
distribution en volume + distribution en volume de la charge sous la
forme :

1
S= - JY dx, & = m°p/v"v 1y + %" °A(x) + s *Fap(x) °F*(x),
/2
ou
JAa = a, + 6aa, aFaﬁ =j;ﬂ + %ﬁ’ leﬂ = aaa,, - aﬂau, %ﬂ = aaaaﬂ - aﬂaaa N

Oa, = 0; %a, est la solution retardée des équations

0%, = 4n%j,. @)
Pour cette action, les lois de conservation s’écrivent sous la forme :
m o pvaz

0,°T* — + e’pvF* =0,

1 — Rk
ou
T = mlpv™f + °T% .

La solution %a, des équations (4) est de classe C2, si z%s) est de classe C*.
Elle est de la forme

e jv’(s’) 3pR’)1 — R''(s)R’? sin 0'dR’d0'dg’
v=e x — &5), &) ’

ou s’ est défini comme la solution de I’équation (x — &(s’), x — &(s')) =0
avec x% R’, 0, ¢’ fixés. Cette solution satisfaisant la condition x° — £%(s") >0.
Aussi

[z 8"
ot = e || R o) - are
1 — R%'(s")

(x — &), &)

R’ZdR’dQ' , (5)
ou
dp

—, dQ = sin.0d0de .
dR

p.=
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EQUATIONS DANS UNE THEORIE MINKOWSKIENNE DE LA GRAVITATION 261

Supposons ¢ > 25. °T*#, °T*8 sont de classe C'. Désignons par Q le volume

borné par les hypersurfaces X, ¥, X,. Pour la ngg J Tz dS; nous pou-
vons alors écrire z

lim J T#dS; = lim J lim °T**dS; = lim f *T*44dS,

=0 v =0 6—0 e—0,46—0 5

s
m?lpi®

o PO s e T 5T ap
_}9101 L (1 " Re e’p°F v,,)dx 8_'!)1’1?_.0 J;..+zz T*dS,. (6)

b) Calcul de eJ o(R) ) *F(x)vg(s)dx .

Soit 7=./— (4, p), u* = Ry* — R’y"™ Si ¢ est petit, nous pouvons esti-
mer que R, R’, 7 sont des infiniment petits du méme ordre. Cherchons
Iintégrale a 'approximation du deuxiéme ordre par rapport a R, R/, .
Pour cela, il faut calculer ¢ = s — s’ a 'approximation du quatriéme ordre.
Répétant les calculs de Dirac, nous trouvons

22
N2
7 1 7)

7R"? & ) + TR'( 5 + 3% Rk’
3 VN 2 H,y 54 3

*Rk 2R’
6 — RR’(y, )Rk + R’k’) — >

En utilisant les développements

3
o=1+ %(R'x’ + Re) — RR'G, 7) + S e(Rec + R)? +

®, 7).

2
V() = vt — e+ S+ [RR'(y, ¥) = (R + R’x’)]b“,

B(s) = 0 — 10,

1'2

o r0 ’ .7 T 1 |ora
YHS) = 9% — T + 7'}: + [RR » 7) — E(RK + R’k )]y ,
on trouve

{ vl%(s")o(s") °p(R’)
1 — R''(s")

_ "ﬁ(R')y'[“(s')vm(s’) } l)ﬂ = Jﬁ,ym + 1 Jp-(,)ya + K'Da)
. . . .. . T . !
— %pb" + (TD%® — Rid® + 0% %p + "p[i (Rx + R'x")p"™ + % (Rx + R'&"w*
%, LT 72
+ 50 Y —=RR(y, 7)™ — —2'7'"—72K'b““RR'K(% P+ 3(0, ')3')0“] - ()
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262 R. F. BILIALOV
Le facteur 1 — Rk apparaitra lors du passage aux coordonnées curvi-
lignes dans I'intégrale relative 4 dx. Calculons alors
1 — R'k'(s')
(x — &), &)

Il vient
(1 — Rkl —R%'(s") 1 1 ? R?R? |
; =-— —(R'% + Rk) + — — 2
G- ) 1 e rROr s 00
RIZ . (RK,' + R/Kr)z R’ . R’%’ — Rk
-5 V) ——— . (§)
27 8t 27 3

En tenant compte de
jt"v“‘ coovemyBe o yBedQdQY = 0 pour m + n impair,

J‘v“' L vdQ =0 pour m impair,

ou V* est y* ou ses dérivées par rapport a s, il résulte alors de (7) et de (8)

52 b* "*Rx + R'x’
e I*p(R) Sy — ¢ J ds j (— T g + sy TR

1
+ Sp(R")(D*v* + V%) — 3 "ﬁ(R’)R';‘c’y'“) 3p(R)RZR’2dRdR’dQdQY’ .
On utilise les relations

—,R>R’ — , R>R’
j dQdqy 1672 R kdQ 4nx’ | R?
= T —_— = —
T 1 ’ T 3
_ ’ , R<R’,
RI’R<R RI2

4 4r . .
jy"y”dQ = ?n(v“v" —n*f), _[fc’y’“dQ’ = - —é—(v”‘ + %Y,
dQ = — i
KfdQ = — =i
On obtient alors
e I o(R) % *Pvgdx

52 l . ¥ 3 2 FZ(R,) ’ 2 3% NnZn®
=e2£lds(-4—5v“—8nw£ 3RS )+ O)

"
F(R') = J R?’p(R)dR,

s
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EQUATIONS DANS UNE THEORIE MINKOWSKIENNE DE LA GRAVITATION 263

ou

lim dR’' = ©
5-0

26 F2(R1)
R

¢) Calcul de Dlintégrale de volume (6).

On montre facilement que

o na 2
lim f (MIQ"— — e%p(R)f*v, )dx = j (mi* — ef *(z(s))v,)ds .
Q s1

-0 1 — Rk

De cette relation et de (9) il résulte que

] s
Jim f ('”_f@_"_ — e%(R) "F“"(x)uﬂ)dx
Q

-0 1 — Rk
52 2e
= -[ [mf)“ — ev,,{ f*+ 3 plap?! } ds]

1 20 FZ(RI) 52
2 1; 2 ’ »a
+ e ‘15218 (£+8n L ¢ dR ) v*ds. (10)

1

En exigeant que le terme d’ordre zéro par rapport a & soit nul et en utili-
sant larbitrarité de s, et s, nous obtenons les équations (1). De (2), (6)
et (10) résulte ainsi

1 26 F2(RI) s2
_ : oTap 2 o 2 7 ' °a
w{)l’x?_‘o Ll+2z TendS, + e ‘!sl_l:r(l) (46 + 8n L R dR i 0%ds

1
2 S2

e
= lim — 0*dS .
£-0 28

S

d) Conclusion.

Pour obtenir les équations du mouvement de la particule chargée en
¢électrodynamique avec termes de rayonnement, il faut

1) passer de la distribution ponctuelle & une distribution de volume
avec une densité de masse ’u = m®p(R) et une densité de courant
%% = e °p(R)v(s),

2) écrire les équations du mouvement de ce milieu continu

SuvPout — % PF = 0, (11)
ou °F* est la somme du champ extérieur f* et du champ retardé du
milieu,

3) effectuer I'intégration invariante de (11) le long de I’hypersurface
s = const,

4) calculer la limite de l'intégrale obtenue lorsque & tend vers zéro, en
¢liminant d’abord le terme qui donne une limite infinie.
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264 R. F. BILIALOV

CAS GRAVITATIONNEL

a) Action. Equations du champ.
Lois de conservation.

Dans le travail [3], on a montré qu’un systéme de deux corps, dans
une théorie minkowskienne de la gravitation (décrite par le tenseur symé-
trique ,5) gagne de I'énergie par rayonnement gravitationnel. On peut
esperer obtenir le résultat admissible en exigeant que y,, satisfasse a la
condition 0%y, = 0. Si 'on demande encore que la théorie soit linéaire
et que les équations du mouvement ne dépendent pas du choix du para-
metre le long des lignes d’univers des particules, I'action la plus générale
pour le systtme champ + particule présente alors la forme suivante :

-—m st + mj(y!//a,,v“v” + oy)ds + 12 J (00, g0 Y + BONO*Y)dx,

ou o, B, y, ¢ sont des constantes, y = y,4n*. L’action correspondante
relative & un milieu continu est alors

S= - Jl?dx ,
a, Y‘//a Uavﬂ a, v
¥ = [m p /v, — m"p(-\/”:"v + oY om0 11‘",)
10"V

1
- E(aWaﬂ;o'l/Ia‘ﬁl;ul + ﬁwau;;a'//Bﬁnal)"U”lr,MIrlﬂpl]\/ -n n= |rlaﬁ | .

L’application du principe variationnel, basé sur la méthode des multipli-
cateurs indéfinis de Lagrange conduit aux équations du champ suivantes :

a"lﬁal, = 0,

1 B
B4 (%8 + 0FA%) — By )0 = A%,
Y™ + 2( + 0 4%) a+4ﬁ" A
o+ 28
0%0,A° A% = 20,A%
o+4p" ° +0 g

ou A* sont les multiplicateurs de Lagrange et

oo — Py
Aaﬁ — ] ( avﬁ aﬂ) .
m-py Yv + ——ﬁ n

Pour trouver la fonction retardée de Green G35(x, £) correspondant a
Pinconnue 4, nous utilisons la méthode qu’on applique dans la théorie

Vol. XX, n® 3-1974.
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quantique des champs ([4], p. 33). La représentation de Fourier de
G*%(x, &) est
l 5,05 | psd,p” a P:Ps
ch“”(x, f) — j(_ bk + Y _ ”uﬂ ¥y
” (2n)* (P (P’ x+38 (pp)
V)
_a+ 28 ppspp ) gy
«+ 38 (p,p)’
ol u* = x* — &% On prend comme contour d’intégration pour p° la méme

courbe qu’on utilise pour obtenir la fonction retardée de Green de ’équa-
tion des ondes. Cela donne

1 e—x‘{u p) | 5 5 1 e—i(u,p) 0+(u2)
- - , dp = ,
o ) o= e Gt | G P T Tea
I e~ {wp 8.(u?)
oy dp = — ,
@n)* J (p, P) 2n
ou u? = (u, u), 6.(u? = du*0w°), 0, u? = 0(u?)0(u®). Donc
. A Bt
aG;{;(x, §) = ;7: ‘S+(u2) + 8—( ¥ 3B (3y(350+(u ) — (37‘“(7”’(360+(u2)
1 a+ ZB
—_ u‘;ﬂ 2
+64 +3B 7(7,;(3([140 )]

Alors les solutions retardées des équations (12) sont :

A * o+ 6 1
ap(x) = f [ 4f) + ;’Zn Z : 3ﬁ (x = 8, 0,A™(E) — 3= O"AP"(E)x — &),

o+ 26

1 — R%'(s)
32n( + 3B)

(x - é, é)

Pour calculer ad*y* il faut changer A*(¢) en 0*A*#(¢) dans lintégrale.
Les lois de conservation s’écrivent sous la forme :

00,A”T(E)x — &F(x — é)"] R72dR'dQY, & = &(s5').

05T — mPpvPau* + mp[vPd, { 299", + (oY — PP ,,0"0" )" }
- ‘})a'ﬁ//‘w[)“vv - 0’(7“[//] = Oa
ou

T* =mp {1 — oy + W, 0" } v + 2ma *py*?
+ a[aa!/ﬂwaﬁl//nv - l//uuD'/jm" - aul/ﬂ‘m'a(r'//mu + wﬂv()ﬂ'(’)(fll//l‘)ll]

l
+ PO — PTW] = 500U + BONOYI
+ ;tvaal//ﬂv _ wa;ta“ili _ aﬂlﬂwua.

Vol. XX, n°® 3-1974.



266 R. F. BILIALOV

b) Equations du mouvement.

En considérant I'interprétation ci-dessus de la méthode de Dirac comme
un postulat, aprés des calculs assez longs, on obtient les équations du
mouvement suivantes avec termes de rayonnement :

d
% [ve — 2y'¥ 00" + WY, 0, — aWo,] + WY, + 00, ¥ =0

avec -
‘Paﬂ = l/’aﬂ + l//atl )
ol Y,y est le champ extérieur. y,, satisfait aux conditions :

— m(aa — fy)
K, f,aff * I ¢ VNN Kssa Y2 Ky
ad Y o, = —-———~—24n(a m 3m[ 56 0* — 30 B* — 20%0*v]

my Sa + 308 1la + 348 Ta + 188
- P0* — ———— 5 + ———— D2~ |,

+
o + 3p) 96 32 24
— m y-—=6c . —

Y = —— K 2% , =0

M= mar 3l TV

T _ m(Py — ac)  my(lla + 34/3)],(’ " -
w [8n(a+3ﬂ) TR N O A

Le symbole £ signifie égalité aprés contraction par V, ou V,.
p

¢) Conditions sur les constantes a, 8, y, o.

Pour obtenir 'approximation newtonienne, il faut que
ay® + 2fy* + 200y + 3a0®  4m
afa + 3B) B cz/f

ou y est la constante de Newton. Un accord avec I'observation des péri-
hélies impose :

12062 — By? + Saoy 12n
ale + 3p) -kt
Pour obtenir la courbure observée des rayons lumineux, il faut poser
vy 8n
% 2 x- (13)

Cette condition (13) est obtenue en supposant que les équations du champ
électromagnétique en présence du champ gravitationnel se déduisent du
principe variationnel

1
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ou v est une constante d’interaction entre le champ électromagnétique et
le champ gravitationnel.

Je désire exprimer mes remerciements 8 Mme M. A. TONNELAT, Profes-
seur a I’Université de Paris, VI, pour le probléme posé, et & Mlle S. MAVRI-
DES, Maitre de Recherches au C. N. R. S. pour les discussions.
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