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Probléeme de Cauchy
pour I’équation de Boltzmann

en relativité générale

par

Daniel BANCEL

Département de Mathématiques,
Université Paul Sabatier,
118, route de Narbonne, 31077 Toulouse-Cedex

RESUME. — On étudie, dans un cadre fonctionnel approprié au couplage
avec les équations d’Einstein, le probléme de Cauchy pour I'équation
de Boltzmann non linéaire.

ABSTRACT. — We investigate the Cauchy problem for the non-linear
Boltzmann equation by means of a functional analysis technique appro-
priate to the coupling with Einstein’s equations.

INTRODUCTION

L’objet essentiel de ce travail est d’étudier le probléme de Cauchy
pour I'équation intégrodifférentielle non linéaire de Boltzmann dans le
cadre de la relativité générale. La résolution locale du probléme de
Cauchy pour I'équation de Boltzmann est la premiére étape de I’étude
du probléme de Cauchy pour le systéme d’Einstein-Boltzmann : équa-
tions tensorielles d’Einstein avec un second membre donné comme
moment d’ordre 2 d’une solution de I’équation de Boltzmann. Ce systéme
représente I'évolution d’un ensemble de particules soumises  leur propre
champ de gravitation et pouvant interagir. Les résultats obtenus dans
ce travail permettent en utilisant les travaux de Y. Choquet-Bruhat
d’obtenir un théoréme d’existence pour le probléme d’Einstein-
Boltzmann.

Le chapitre 1 expose le cadre mathématique de la théorie cinétique
relativiste et rappelle les propriétés générales de I’équation de Boltzmann.
Pour la définition adoptée de ’opérateur de collision, utilisant les formes
de Leray, on démontre les résultats mathématiques nécessaires pour le
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264 D. BANCEL

passage de la description « microscopique » par une fonction définie
sur un fibré tangent 4 la description « macroscopique » par des fonctions
-4 valeurs tensorielles définies sur la variété espace-temps.

Le chapitre 2 établit un théoréme local d’existence et d’unicité pour
I'équation de Boltzmann non linéaire dans le cadre de la relativité géné-
rale. Le cadre fonctionnel est un espace de Sobolev « avec poids », le poids
-¢tant défini par la donnée sur 1’espace-temps de la classe des vecteurs
strictement temporels continus et bornés, dans un tel espace on établit
une intégrale de 1’énergie pour I'opérateur différentiel et des majorations
pour Vopérateur intégral qui permettent I'utilisation de généralisations
-des méthodes de Leray-Dionne pour I’étude des équations hyperboliques
~quasi linéaires.

Je tiens & exprimer ici ma profonde gratitude 4 Mme Choquet-Bruhat
«qui m’a suggéré d’entreprendre ce travail et m’a constamment fait
bénéficier de ses conseils et de ses encouragements.

1. THEORIE CINETIQUE
EN RELATIVITE GENERALE

1.1. Gadre géomeétrique

Un espace-temps est une variété différentiable de dimension n, V,,
-de classe C” (p > 1) munie d’'une métrique riemannienne hyperbolique ¢
~-de signature (4, —, ..., —) et de classe C7 (¢ > 0).

Un espace-temps (V,, g) admettant toujours un espace-temps isomé-
“trique (V,,, ¢°) tel que V), soit de classe C*, on supposera p = +o0.

L’espace des phases est le fibré tangent a V,, noté T (V,).

La métrique ¢ définit sur V, un champ continu de cones convexes
fermés C, d’équation dans 'espace tangent T, en x a V, :

9= (p, p) = 0.

On suppose que 'on peut définir globalement et contintiment sur V,
les champs de demi-cones C} (cone futur) et C; (cone passé), (V,., g) est
-dite munie d’une orientation temporelle.

Un chemin, c’est-d-dire une classe d’équivalence d’arcs paramétrés,
-différentiables et orientés de V, est dit temporel si sa demi-tangente
_positive est en chaque point x dans Cj.

Dans le domaine U d’une carte locale les coordonnées d’un point x
seront désignées par (x*),« =0, ...,n — 1, les composantes d’'un
vecteur de l’espace tangent en x dans le repére naturel associé seront
-désignées par (p*), les composantes du tenseur métrique par gag.

Une particule de masse propre m, m nombre strictement positif,
-est un chemin dans 1’espace des phases (xr étant la position et p 'im-
_pulsion de la particule) tel que la longueur de p soit égale & m? :

9= (p, p) = m?
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PROBLEME DE CAUCHY POUR L'EQUATION DE BOLTZMANN 265

si 'on suppose que les impulsions des particules sont au point x dans
le cone futur, la trajectoire d’une particule de masse propre m est dans
le sous-fibré de fibre P.nC}, ou P, est I'’hyperboloide d’équations
g (p, p) = m*. Dans un systéme de coordonnées adaptées au caractére
hyperbolique de la métrique, P.nC} est défini par

gup PP PP =m?,  p°>0.
Nous noterons P (V,) le fibré de base V, et de fibre en z, P.nCt.
Un élément de volume 6 sur T (V,) peut étre défini par
b=nAn

ou 7 et  sont des formes éléments de volume sur V, et T, données
en coordonnées locales par

n=lgl(Nd*z), B =|gP(A\dp)  (avee | g| =|det gog|).

Un élément de volume 0 sur P (V,) peut étre défini par
0 =9 A o,

ol w est une forme de Leray sur P,, c’est-a-dire une forme de rang n — 1
vérifiant
dF A\ o =, avec F:%gagp“pﬁ—m?.

Une expression possible de o est

12 R
w:—l%(/i\dlp) i=12...,n—1), avec pg = gga p*.

Une particule définit sur V, une équation différentielle du second
ordre, c’est-a-dire qu’il existe un paramétrage tel que sa trajectoire soit
tangente & un champ de vecteur X sur T (V,) du type

X = (p* Q%),
nous supposerons que Q% s’écrit :
Q* = — I3, p* p* + ¢,

les I}, étant les symboles de Christoffel de la métrique, supposée de
classe C' et ¢ un (champ de) vecteur vérifiant g. (4, p) = 0.

Dans le cadre de la relativité générale, n = 4, et dans le cas pure-
ment gravitationnel on prend ¢ = 0, c’est-a-dire que la trajectoire de
la particule est une géodésique. Si I'on suppose I'existence d’un champ
électromagnétique défini par une 2-forme F et si la particule a une
charge e on choisit ¢* = e Fg pB. On vérifie que dans I'un et I’autre cas
on a la relation ¢, (¢, p) = 0.
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266 D. BANCEL

Enongons quelques propriétés géométriques du (champ de) vecteur X
qui seront utilisées au chapitre 2.

LemME 1.1 :

(i) Le vecteur X est tangent a P (V).

(i) (théoréeme de Liouville) : La dérivée de Lie dans la direction du
vecteur X de la forme 0 (resp. 0) est nulle sur P (V) [resp. T (V.)].

(iii) La forme ix 0 (resp. ix 0) est un élément d’invariant intégral absolu
pour le systéme différentiel défini par le champ de vecteur X sur P (Vy)
[resp. T (Va)].

Pour la démonstration on utilise le théoréme de Ricci pour établir la
relation ix dF = 0 et ’expression de la dérivée de Lie d’une forme en
fonction de la dérivation extérieure et du produit intérieur :

lvax = ix d + di\(
(¢f. Y. Choquet-Bruhat) [1]).

1.2. Equation de Boltzmann

Une fonction de distribution est une fonction scalaire définie sur P (V..),
elle s’interpréte physiquement de la maniére suivante (n = 4) :

Soit ¥ une hypersurface de P (V,) de dimension 6 dont la projection
sur V, est de dimension 3. Le nombre moyen, au sens des ensembles
de Gibbs, de particules traversant X est donné par

fﬁx 6.

Si les particules, supposées de méme masse propre m, ne peuvent
interagir la forme fix 0 est un invariant intégral absolu pour le champ X
et f satisfait a I’équation de Liouville £x f = 0.

Si les particules supposées de méme masse propre m interagissent par
collisions binéaires et élastiques, on introduit pour tenir compte des
effets de collision un opérateur intégral que nous noterons J et appel-
lerons opérateur de collisions. La fonction de distribution satisfait
a I’équation de Boltzmann, qui s’écrit (A. Lichnerowicz et R. Marrot [2],
A. N. Chernikov [3]) :

Lxf=JFf

Dans la définition générale des opérateurs de collisions, linéaires et
élastiques, que nous donnerons, les quantités p et g (resp. p et q) s’inter-
prétent comme impulsions avant le choc (resp. aprés le choc), la relation
de conservation de I'impulsion relativiste totale s’écrivant :

P+a=p+1
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PROBLEME DE CAUCHY POUR L'EQUATION DE BOLTZMANN 267

Désignons par p, ¢, p, q, des éléments de P., nous noterons X I’hyper-
surface de (P.)" d’équations (p + ¢q) — (p + q) = 0. X sera appelée
« hypersurface de collisions ».

Pour un élément (p, g) [resp. (p, ¢)] de (P.)* nous noterons X;-
(resp. X, ;) ’hypersurface de (P.)* d’équation p + ¢ =p + ¢q.

Choisissons sur P, les coordonnées (p?),—, ..., »—1, p* étant une fonction
définie sur R*~'. La fonction p° appartient & I’espace C= (R*~') et ses
dérivées du premier ordre sont données par les formules

P’ _ P,
op’ Po
. . D@*+¢ ., .

Le jacobien A = — " 1 7 qui s’écrit :

! D@, q) ¢
_ P _Pi P & _ % _ T
Do Do Do Qo qQv '
A— 0 0
"1 1
0 0

est de rang maximal sauf aux points p' = ¢’
Les formules

EA (A @+ g9) =, Aoy,
EA (D A+ 7)) = o5 A o

définissent donc des formes de Leray presque partout sur 2, - et 2, ,.

Nous appelons opérateur de collision 'opérateur intégral, sur les
fonctions définies sur P (V,) :

en@n=[ [ I@nf@)—I@pfeol

Pz 2p, g

XA@p, ¢, P q)E N o

le noyau A (z, p, q, p, q) appelé section efficace de chocs sera toujours
une fonction mesurable positive vérifiant :

A (x9 Ds 4 Ds CI) =A (:II, P> ¢ D q)°

Le lemme 1.2 est une généralisation, pour la forme adoptée de I’opé-
rateur de collision, d’un résultat classique de Chernikov (Chernikov [3]).
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268 D. BANCEL

LemME 1.2, — Pour foute fonction mesurable positive ® définie sur (P.,)*
on a la relation

[ [ e@arp:nmnsy
P 2
*f( f ® (P, 0P DENwp A 0y
Py 'S,
Démonstration. — Des formules de définition des formes : et F,

il résulte que
EAEA(AAP*+ ¢ —P* =) =2 Aoz Aoy —Z A0 Ao,
donc en intégrant sur I’hypersurface de collision X on obtient

f‘b(p,q,p,q)*/\w A o —f<1>(p,q,P,q)c/\wp/\w«

soit le résultat énoncé d’apres le théoréme de Fubini.

Soit 1L le domaine d’une carte locale sur V,. Si p = (pY)i=, ... n-
est un élément de R»* définissons p° comme racine positive de I’équa-
tion gog p* p# = m?. La fonction p°, donnée explicitement par

_ [900m + (go: gox — oo gu) P* P17 — gor p*
Goo

pi)

est une fonction C* de (p’) e R*—! et (9*B). Si la métrique est de classe C!
la fonction p° appartient a I’espace C' (U XR*') et ses dérivées du
premier ordre sont données par les formules

o
% i |
@__pp<dx“> ap _ b

or* 2 p, ’ op' Do

L’application ¢ est une application de U X R*~* dans P (W) définie par
9 (z*, p) = (%, p%) (@=0,...,n—1;i=1,...,n—1)

Si f est une fonction de classe C' définie sur P (W) la fonction f; ¢
est une fonction de classe C! définie sur 1l X R*!, un calcul élémentaire
montre que

<pa()_z“ — l‘é;;.>fo<9 = (£x[)o 9.

Dans le chapitre 2 on se placera dans le domaine 4l d’une carte locale
et les fonctions de distributions seront considérées comme des fonctions
définies sur U X R*1, c’est-a-dire que l'on considérera la fonction f; 9.

VOLUME A-XvIII — 1973 — n~N° 3



PROBLEME DE CAUCHY POUR L'EQUATION DE BOLTZMANN 269

Nous appellerons opérateur de Liouville, 'opérateur différentiel
normal sur les fonctions définies sur Ul X R*~!, noté £ et défini par la
formule
7 t 9
o 9zt ' p° dpt

pi
dx“ +

1.3. Magnétohydrodynamique relativiste et équation de Boltzmann

A la fonction de distribution définie sur le fibré P (V.) correspond
une description du gaz relativiste a I’échelle « microscopique ». Les
équations de la magnétohydrodynamique, au contraire, utilisent des
fonctions, & valeurs tensorielles, définies sur l’espace-temps V, et qui
peuvent étre introduites comme moments de la fonction de distribution.

DEFINITION 1. — Le moment d’ordre n de la fonction de distribution
est le (champ de) tenseur

[re@rpo.

Le moment du premier ordre permet de définir la vitesse unitaire du
fluide par les formules

ru=ffpw, u, u* = 1.

Le moment du second ordre permet de définir le tenseur d’impulsion-
énergie :

T— (1@ po

Du lemme 1.2 et de la formule

Vafp“f=fﬁxfco

il résulte les équations de conservation
V. (ru®) = 0, Ve T =0

et également de théoréme H de Boltzmann.

Les différences entre les descriptions macroscopiques proposées par
divers auteurs proviennent essentiellement de la facon de définir,
a partir des moments du premier et du second ordre de la fonction de
distribution, les grandeurs auxquelles on attache traditionnellement une
signification physique. Notre objet n’étant pas de proposer une nouvelle
description nous nous contenterons de donner sur ce sujet une biblio-
graphie : L. Bel [4], A.N. Chernikov [3], Y. Choquet-Bruhat [5],
J. Ehlers [6], C. Marle [7], J. L. Synge [8], etc.
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270 D. BANCEL

2. PROBLEME DE CAUCHY
POUR L’EQUATION DE BOLTZMANN
EN RELATIVITE GENERALE

2.1. Introduction et hypothéses sur la métrique

On s’intéresse dans ce chapitre 4 la résolution locale du probleme
de Cauchy pour I'équation de Boltzmann, lorsque la métrique posséde
des propriétés de régularité et d’hyperbolicité. On se place dans un
ouvert Ul domaine d’une carte locale, les données de Cauchy seront
portées par w,x R*' ou w, est un ouvert borné d’une hypersurface
intiale S, dont I’équation locale sera z° = 0. Le théoréme d’existence et
d’unicité énoncé sera valable dans w X R*~! ol w est un voisinage de w,.

Pour les notions de géométrie hyperbolique utilisées dans ce chapitre
nous adoptons la terminologie de J. Leray [9] et Y. Choquet-Bruhat [10}].

On désigne par & un ouvert régulier, par exemple £ possedera la
propriété du cone (Agmon [11], p. 11), tel que QccU et par Q le
produit & xR,

Sur la métrique ¢ il sera fait les hypothéses de régularité et d’hyper-
bolicité :

Hyporuise 2.1. — Les fonctions g.g appartiennent a 3¢; (2) ou o
est un entier positif et 3¢, () '’espace de Sobolev des fonctions de carré
sommable sur € ainsi que leurs dérivées au sens des distributions
d’ordre < a.

On note :

| 9lc = sup || gas [z, @
@B

HypoTHESE 2.2. — La métrique (g.g) est uniformément hyperbolique,
les hyperplans z° = Cte étant uniformément spatiaux, c’est-a-dire qu’il
existe une constante a non nulle telle que

gOO é a, Qoo N a;
n—1 1/2
— gY@ Ep, VieR™, taIZ[Zfo]
i=1

si p = (pYier,..,n1 désigne un élément de R"~!, p° désigne la racine
positive de I’équation g. (p, p) = m?, p° est une fonction définie sur £2.

Pour la forme quadratique go3 £* £ nous utiliserons la décomposition,
introduite par Y. Choquet-Bruhat [5] :

Gag E* P = goo &) + gy €'+ 9 E) € + 9V E) — 9,97 97 )
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PROBLEME DE CAUCHY POUR L'EQUATION DE BOLTZMANN 271

ou les quantités ¢ sont définies par, la matrice (g*) étant la matrice
inverse de la matrice (gu),
’goi — gih Gon-

LemMmE 2.1. — Sous ’hypothése 2.2 on a la minoration
p° =m (g")"~.

Démonstration. — 11 suffit d’écrire la relation ¢, (p, p) = m* sous la

forme
m2

1 P o\ (P g
oy~ o) (5 +e)
LeMME 2.2. — Sous les hypothéses 2.2 et 2.1 avec @ > [g ], les fonc-
tions <%> appartiennent a L., (2).
=1, ..., n—1

Démonstration. — En utilisant les hypotheéses 2.1, on a

(5 <2 e+ ]

ce qui démontre le résultat en utilisant le théoréme d’inclusion de
Sobolev :

5, ()<L, (@) si o> [’2’J
REMARQUES 2.1. — Sous les hypothéses du lemme 2.2, on a :

a. Les fonctions g g iy 3 appartiennent a L, (Q), en effet il suffit
0

p(l
d’écrire p, = gag p® et d’utiliser le lemme 2.2.

b. 11 existe une constante N et pour tout nombre « > 0 une cons-

tante M, telle que
Nip|l<=p

pP=M.|p| pour |[p|xaq,

la premiére inégalité résulte du lemme 2.1, la seconde de la relation

l k 3
+ [(gw Jor — Goo Gix) | ppliJ — Gok II;T

[

Goo ‘lﬁ“‘ =

g T
pl “TpT

et de l'inclusion #¢, () < L. (L) pour ¢ > [gJ

2.2. Espaces de Sobolev réguliers pour les (champs de) vecteurs
temporels

Dans ce paragraphe, on introduit une classe d’espaces du type de
S. L. Sobolev, avec poids. Le poids est défini par la donnée sur’espace-
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272 D. BANCEL

temps (R, g) de la classe des vecteurs continus, bornés et strictement

temporels.
Soit € un ouvert de V,. Un vecteur v est strictement temporel

sur (2, g) s'il existe un scalaire non nul a tel que
g (0, V) > a2, Y zel.

NotaTioN 2.1. — a. Ko est la classe des vecteurs continus bornés
et strictement temporels sur 1’espace-temps (£2, g).
b. 0, désigne la fonction définie sur £ par la formule

Ov =V @

ol ¢ est 'application de Q dans P () définie au paragraphe 1.2 et »
la fonction définie sur P () par la donnée d’un élément v de Ko et la

formule
v (x’ P) = G« (U’ P)-

Sous les hypothéses 2.1 avec o > [g] et 2.2 on a les lemmes :

LemME 2.3. — Le vecteur o = (3}) appartient a Kg.
En effet, g (9, 0) = Goo.
LemME 2.4. — Si v el v’ sont deux éléments de Kq il existe deur cons-

tantes K, et K, telles que
0< Ki= gt ZK..

Lemue 2.5. — La fonction 65! appartient a L (2).
En effet, 03 = (p°)~"* appartient a L (&) d’aprés le lemme 2.1.

Nous supposerons toujours par la suite que o > [g]

Soient (h) = (h,) une suite d’éléments de R+, pweN—1, et s un entier
positif ou nul. La définition 2.1 est celle des espaces de Sobolev réguliers
pour les vecteurs strictement temporels, espaces K; u (Q).

Derinttion 2.1, — K, g () désigne I’espace des fonctions numé-
riques f définies presque partout sur £, ayant des dérivées au sens des
distributions d’ordres - s satisfaisant aux conditions :

@ Dtfel, (@) si |pl<s;
(ii) [ @)« | D flPdedp < +oo;
Qpzs

o v est un élément quelconque de Kg (ce qui a un sens d’aprés le
lemme 2.4).

VOLUME A-XVIII — 1973 — N° 3



PROBLEME DE CAUCHY POUR L'EQUATION DE BOLTZMANN 273

REMARQUES 2.2. — a. muni de la norme
1/2
1l =[ [ X oyeperra dp] ’
Q [l

espace K, s (2) est un espace de Hilbert, complété de C= (2) pour
la norme || . ||;,
b. en utilisant le lemme 2.5 on peut écrire I'inclusion algébrique et
topologique
Ks,(/tl (Q) s 3 (SA )

A

c. si f appartient a s¢, (2)n& (Q) alors fappartient a K, , ({2).

DEFINITION 2.2, — Désignons par o, I'intersection de Q2 et de I'hyper-
plan z° = ¢, par &, le produit w, x R*~'. D’aprés le théoréeme de Fubini

si f est un élément de K, 4 (22) la fonction de ¢,
1/2
[j Y (@) |Defde dp]
|7z

est définie pour presque toute valeur de #, nous la nommons quasi-norme
et nous la notons || f, {]]s.1x-
Un produit de dérivées des composantes du tenseur métrique g,
I D= g¢,, sera dit d’ordre (k, 1) si 3| a| =k et 2 1 = I, on supposera
A0
toujours que |« | Z ¢ <on écrit 2 1 = [ pour exprimer que le produit
A£0
contient ! termes d’ordre de dérivation non nu1>-

En utilisant un lemme de Dionne-Garding (Dionne [12], p. 22), on a :

LemME 2.6. — Si 1 < p < oo et si (I D* g),,) est un produit d’ordre (k, 1)
avec[k—a—l+1+g]<n_1

que

il existe une constante C (R, o) felle

| ID* gy [l = C (2, 0) | g5
si p = + oo le résultat subsiste pour k —l<<oc — 1 — [g]

Démonstration. — On utilise I'inégalité de Holder,
o1 1

[[IID* gy I, = N[ D* oy ', @ si — =
- Pa P

ANNALES DE L’INSTITUT HENRI POINCARE 19



274 D. BANCEL
I'inégalité de Sobolev,

[FID* gy [t ) << C (2, o) IL || goy [ e, 10
si

[|a|_0+12_1]<np—a1’ Y a.

LemME 2.7. — Si Ucw,c¥ ou U et ¥ sont des ouverls réguliers
de R~ et sous les hypothéses : 2.1, avec o>~ s — 1, et 2.2 il existe une
constante C (2, g), s) telle que pour tout élément de K, , (Q) on ait :

0 [y ID frdp=Cf i

si s> n, |v|és-—[’£§—l]etl_.éhPL pour

i<+ 52

(il [ @yiDrrdp=cifii
st 352[;—1] +1,|v|<Ls —<[gl + 1> et 1 = h, pour

slzipl<ivi+|g |+ 1
Démonstration. — On a, lemme 2.4,
[oyiorrap=c @)D rEdp
il résulte des expressions de Dv (p%), | .| < s, que la fonction (p*)”> DY f

posseéde [1i21] <resp. [g] + 1> dérivées au sens des distributions
appartenant & L, (&). En efet, Dw[(p?)" D[],

P[] 3]+

s’écrit comme combinaison linéaire a coefficients appartenant a L (.Q)
de termes de la forme (p°)/2 ¢ D¥+* f avec A = p et & étant un produit
d’ordre (k, 1) avec k—|p — 4| donc appartenant a L_ (Q) puisque,

lemme 2.6,
‘n+1 n .
k—léi' o) ]—1<s—[§J si s> n

<resp.k——lé[g]<s—[g] si 352[g]+1>~
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On a donc la majoration :

Joyiprrap=c [ ¥ IDH@Y DN Fdpda

"t
n—+1
=[]

(resp- foxiprrdpzc [ ¥ D@D Edp dx>,

Tz 4]

d’out le lemme en utilisant les hypothéses sur / et de nouveau le lemme 2.4.

2.3. Inégalité de l'énergie pour l'opérateur de Liouville

L’inégalité de I’énergie pour l'opérateur de Liouville sera établie
dans une classe d’espaces K; ; (2) correspondant a un choix particulier
de I'ouvert Q et de la suite (k). Pour ce choix de la suite (h), nous note-
rons K, (2) I'espace K, (), || . || la norme || . ||, etc.

Si p est un multi-entier de rang 2 n — 1, auquel est associé le symbole
de dérivation D* défini par

pIE]
Tzl ... 0zl dpin ... Opla

W

on note = (foy ++vs i, 0, ..., 0),
B =0(00,...,0, pn ..y Pans)
La suite (h) est définie par
hy =p+2|0]
p étant un nombre réel positif.

Ce choix est justifié par le résultat du lemme 2.8.

LemME 2.8. — Sous les hypothéses du lemme 2.7 avec

a—lésé[g—]—[—l, si |v|<=s,

TN AY v PPPMY
o1 (3] [ronv (575
s’écrit comme combinaison linéaire a coefficients bornés, uniformément en |,
de termes de la forme
@ D* o) () 1, 2 la| =7
[resp. L D= g, (P71, S| 0| = |7 | 4 1.
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[La suite { j, lien €st une suite tronquante définie par j, (p) =Jj (Ll)>
ou j est un ¢lément de C* (R*—') vérifiant

0=j=1, j() =1 pour|p|<=1,  j(p)=0 pour|p|=2
Nous ferons la convention j_ (p) =1, V peR"—‘]-

Démonstration. — Pour [ = - oo le résultat est une conséquence des
formules

__i<g>=1dyzp.p"*p“p_“. _"_<E> [Plp/+“z]l.
dx* \ p 2 dx* (p°)* po’ op; \p" p'p p

Pour 0 <I< + o0 on a

iOF=ZE)mea (e (5)

B

DV

en écrivant, lorsque |3 | > 0,

L (§)]-|(%)" ormi(3)]

expression nulle pour | p|=1, et en utilisant la remarque 2.5 avec
a=1,M, =M, on a

1 . | ¢ .
D (5|2 @ en# s 108 )|
pER

(rappelons que M ne dépend que de | ¢ |5).

Soit ,, un ouvert borné de I’hyperplan spatial 2° = 0. On désigne
par D~ (w,) [resp. D~ (w,)] I'ensemble des points x tels que tout chemin
temporel issu de = vers le passé (resp. vers le futur) rencontre w, en un
point et un seul). Notons D (»,) la réunion de D+ (wo) et D= (o).

L’espace-temps (D/?w(,), g> est un espace-temps globalement hyper-
bolique admettant », comme surface de Cauchy.

NoTaTION 2.2. — On désigne par @ l'intérieur de D+ (w,) £, U'inter-
section de  avec la bande ouverte 0 < x° < f, T est un nombre positif
tel qu’il existe deux ouverts réguliers Ul et @ de R*—! avec UCw,C¥V
pour 0 < x°* < T.

REMARQUE 2.3. — a. Si v, est régulier, c’est-a-dire posséde la propriété
du coéne, alors £, t > 0, est régulier.
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b. Désignons par d2, la frontiére de &,. Les ensembles «, et w, appar-
tiennent a dQ, et I'’ensemble 02, — (»,U»,) est engendré par des géodé-
siques isotropes pour la métrique g qui rencontrent 'hyperplan z* = 0
suivant 0Q,.

Nous établissons 'inégalité de I’énergie dans le cas purement gravi-
tationnel, c’est-a-dire lorsque Q' = — I“}+L p7‘ p%. On obtient un résultat
identique dans le cas général en choisissant sur les coefficients Q' des
hypothéses telles que les conclusions du lemme 2.8 subsistent dans le
cas [ = +oo, il suffit pour cela de choisir les fonctions J* dans une
algébre de Sobolev #¢.

TuEOREME 2.1. — Sous les hypothéses 2.1 ef 2.2 avec
n
o — 15352[§J+ 1,

il existe une constante C ne dépendant que de (22, g), o, s et T tlelle que
pour toute fonction feK,., (Q,) on ait I'inégalité 0 =t =T,

t
Ilf,iiliéC'[HﬂOH? -I—f {IIﬂTII.’:’-dT—HIﬁﬂTHi}dT]-

Démonstration. — Désignons par Q; I'image dans les variables (z%, p?)
d’un sous-ensemble de P (£2,) engendré par les trajectoires du champ X
issues de P (w,) et telles que 2° > 0. Le bord de Q! est la réunion de &,,
d’un sous-ensemble de &, noté &), et d’un «bord latéral » engendré par les
trajectoires du champ X.

Pour toutes fonctions h et ¢ réguliéres, on a

Joexmen) = [hotixo+ [ herixo.
O & o
D’aprés le théoréme de Liouville (lemme 1.1) :

Lx (ho*0) = £x (h) ¢* 0 + 2 ho £x(9) 0,

ce qui donne en choisissant h = (p°)"»—! p,, ¢ = D% f et en remarquant
que, sur &,, — hix 0 =| g | (p°)" dx dp,

1Dl @ryedz pndp = [ 1D @y de A dp

W, o

[ [ s @yt p Do
+ (Pl Def e (D%m] dz \ dp]-
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Le lemme 2.8 permet d’écrire :

1
po 3 (@)t po) || D¥ 2 = € (p)'e | D ]~

D’autre part :

r@p=pref= 3 (5)]o () o (o)
vy

Etudions les termes

' f s 07 (2) o (20Dl a dp

qui se majorent d’aprés I'inégalité de Schwartz par

I:[ (p")/".* I D= f]ﬁ dx dp]l/'z

p

X [fa | D <%> * | Do < %:) - dp]’”,

utilisant le lemme 2.8 nous considérons les termes :

[: | I D= P E (po)—~z|9|+/11*

Du—v g% ‘ dxdp avec Xa =13

sid|lal=|v|<s— [g], on a, en remarquant que
hy — 23] = hp vy
et en utilisant le lemme 2.6, la majoration par

C(lgl)==1IIA LI

si|v|>s— [g] on peut écrire, lemme 2.7 (i) :

[ (p*)'s— |91
L[> Rll-—l
car on a les inégalités

|v—v|és——|:n_£1:| si |v|;s_[g].
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Soit la majoration par

(JHﬁtHEJfIIID“gnLde

et en utilisant le lemme 2.6 <[Z Ja| —s—1 -|-g]<n ; 1> par

CIIA s (1 gla)==,

ce qui permet d’écrire dans les deux cas :

<p>Du—v<df>‘|Duf|dxdp40/ If <2 dr.

Pour les expressions
Q") v of ’
Dv Dy—v =L || D Y dz dp,
f@‘ <p(, opi| | D* 1P P

les calculs sont identiques, sauf pour les termes de la forme

(p")"

A d 2
f | LD gy, |2 (prys2(191-0 l Dy d_zl:i‘ dz dp
Q,

pour lesquels | 9| = set 2| | = s 4 1. On utilise alors le lemme 2 7 (ii)
qui permet d’écrire la majoration par

t
cf ||f,-r||f§dt‘/Q|HD°‘g7\p.|2dx.
0 .

L’inégalité établie par les fonctions f réguliéres est ensuite étendue,
par troncature en p puis régularisation, aux fonctions feK;., (£y),
en remarquant que

Wmiljif —fitls =0 si feK.. (),
12 Flls Z Lo f llse

Par des calculs analogues a4 ceux du théoréme 2.1 on a :

THEOREME 2.1°. — Sous les hypothéses 2.1 et 2.2 avec ¢ — [g] >s> [g]
on a l'inégalité de I’énergie

nﬁumécjﬂﬁmm+j*mﬂuﬁ+nﬂﬂTM}m]

pour 0 =t =T et feK,., (Qr).
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Le probléme de Cauchy pour Iopérateur de Liouville dans I’es-
pace K, (Q;) est le probléme de l'existence et 'unicité d’une fonction f

vérifiant dans Qp la relation £ f =g, g étant un élément de K, (Q)

et sur &, la donnée de Cauchy f = h, h étant un élément de K, (&,).
L’inégalité de 1’énergie, théoréme 2.1’, permet d’énoncer, pour le

probléme de Cauchy pour I'opérateur Liouville le théoréme d’unicité.

THEOREME 2.2. — Sous les hypothéses 2.1 ef 2.2 avec
a—léséZ[g]—}-l

si f est un élément de K, () satisfaisant a

£f=0 dans o,
f=0 sur &,
alors f = 0 dans Q.

En effet, choisissons s’ = [g] +1,o0n a

fGKs'+1 (SAZT)Q lvofEKS' (QT) et U—[g]>sl>[gj

d’out le résultat en utilisant I'inégalité de I’énergie du théoréme 2.1'.
Le théoréme d’existence s’énonce :
THEOREME 2.3. — Sous les hypothéses 2.1 et 2.2 avec
- — 1;352[%]4— 1

le probléeme de Cauchy :
£f=g dans &,
f=h sur &,

admet une solution dans K, (Q;) satisfaisant a linégalité de Iénergie :

2 f 2 ! 12 dr
Hf,tlls_éClllf,OHs-l—fo I g, nsd}

otr C est une constante ne dépendant que de (L, g), o, s et T.

Pour la démonstration on adopte la méthode classique de Leray-Dionne
pour les équations hyperboliques linéaires (Dionne [12], chap. IV) en
utilisant I'inégalité de 1’énergie, théoréme 2.1.

2.4. Probléme de Cauchy pour 'équation de Boltzmann

Dans tout ce paragraphe h désigne un élément de K; (&) et T un
nombre positif, 0 < T << co. On suppose satisfaites les hypothéses 2.1, 2.2

VOLUME A-Xvill — 1973 — ~N° 3



PROBLEME DE CAUCHY POUR L'EQUATION DE BOLTZMANN 28k

avec ¢ — 1> 5> 2 [2] -+ 1 assurant pour 'opérateur de Liouville les-

théorémes d’existence et d’unicité avec ’estimation de l_a solution donnée:
par l'intégrale de I'énergie (théoréme 2.3).
Sur l'opérateur J on fait I’hypothese :

Hyrotuise 2.3. — Il existe une constante I telle que

|3t =i

si0=t=T et feK; ().
L’hypothése 2.3 est en fait une hypothése sur le noyau A ([cf. [13])-

NotaTioN 2.3. — Soit « un nombre positif vérifiant « > C || A|[¥
et soit » un nombre positif vérifiant

CUAI; +nTa?) ZLa,
4CI2an < 1,
n < T.

Un choix possible du couple (a, n) est

1

a=2C| h|Z et <ICE[RE

THEOREME 2.4. — Le probléme de Cauchy pour U'équation de Boltzmann =
1 N
,E.’f:FJf dans .,
f=h sur @,

admet une solution unique dans K, (Q,) satisfaisant de plus a

sup || f, t]|§ < a.

[

Démonstration. — Les relations de récurrence
£fi =0 dans Qn’

f1 = Il sur 60,

£ fy =25 (f) dans @y,

fn =h
définissent une suite d’éléments de K, ({,), théoréme 2.3.
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D’autre part, si
sup || for L5 = 2,

0Ztzm *_
le calcul montre que

sup || fu L] < a,
0Lt L,

t
I o = fo U Z4CT o [ o = fomss 7 s,
0
soit
[ fosr = fulls Z[4 CL an] || fo — fuer I3

La suite { f, } admet une limite forte f dans K, ({,) et converge vers f
dans K, (&,) uniformément en ¢, 0 < < .

D’autre part on a

. 1 1 A
BEFJﬂ=FdemsKJ%)
donc
N 1
£f= o Jf.
ReEMARQUE 2.4. — La solution trouvée vérifie ’estimation

sup || f, L[|} Za

0=tz

d’olt en choisissant
, 1 0 .
@) = (2C] k2 3 €T 1)

et en itérant I'existence d’une solution dans K, (Q;) avec

1
S CI2I R
T<2CI | A

Si k est un élément de K, (@;), satisfaisant a la condition
2, It <
si J’ est la dérivée de Fréchet de 'opérateur de collision pl" J, Popé-
rateur J’ (k) est un élément de
£ (K (30, K (6))

de norme uniformément majorée en #, {€[0, T].
Nous appellerons équation de Boltzmann linéarisée I'équation

£f=uo(K).f
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REMARQUE 2.5. — Si 4 est un vecteur de Killing, pour la métrique,
strictement temporel appartenant a ¢, () on peut choisir k = e—*=¢,
On a alors les relations fonctionnelles £y (k) = & (k) = 0, dans le cas
gravitationnel.

TurEoREME 2.5. — Le probléme de Cauchy,

£f=3"()f dans Q,
f=h sur &,

admet une solution unique dans K, (Qy) satisfaisant a

sup || f, £} < + oo.

[Py e
Démonstration. — La méthode et les calculs sont identiques a ceux
du théoréme 2.4. L’estimation
R tu
”ﬁt+l _frnt[EéCKm’
ou

K= sup 119" ) e, 3w, (5
donne I’existence et I'unicité dans QT.

REMARQUE 2.6. — Cette remarque a pour but de justifier les hypo-
théses faites dans le chapitre 2. Si nous considérons le probléeme de
Cauchy pour les équations d’Einstein avec un second membre donné

par T = f f(®* p) w, la fonction f appartenant a X, il existe loca-

lement une solution unique appartenant & (3¢,,,)!*. Désignons par I
Vapplication ainsi définie I (f) = g. La résolution du probléme de Cauchy
pour l'équation de Boltzmann définie une application J (g) = fe X,.
Sous des hypothéses convenables, 'application 1o J posséde un point
fixe, solution du probléme d’Einstein-Boltzmann (cf. [13]), cette méthode
a eté utilisée par Y. Choquet-Bruhat [5] pour le systéme d’Einstein-
Liouville.
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