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RESUME. — On démontre que la théorie tensorielle et la théorie de
Rarita-Schwinger sont les « bonnes » théories dans I’espace-temps
courbe puisque ses fonctions d’onde, dans ’espace-temps de De Sitter,
engendrent des représentations irréductibles du groupe SO (1, 4), qui
joue le rdle du groupe de Poincaré. Les conditions nécessaires d’inté-
grabilité sont établies; elles sont nulles pour les spins 0, 1/2, 1, dans
tous les cas, et pour les spins 3/2, 2, dans le vide.

INTRODUCTION

Diverses théories ont été proposées pour les champs de spin élevé
dans Relativité restreinte, parmi lesquelles plusieurs sont généralisables,
d’'une maniére naturelle, dans la Relativité générale, par exemple :
la théorie des champs tensoriels pour les spins entiers et la théorie de
Rarita-Schwinger [21] pour les spins demi-entiers, d’une part, ou les
équations de Bargmann-Wigner [2] pour un spin quelconque, d’une
autre. Ces théories ne sont pas en général équivalentes dans ’espace-
temps courbe, et on peut se demander laquelle est la plus proche aux
phénoménes physiques. Etant donné qu’a l’état actuel des techniques
expérimentales il est impossible de répondre aux questions posées, par
des expériences physiques, on peut se borner & chercher quelles sont
les théories qui, dans certains espace-temps simples, ont des équations
avec des propriétés particulieres.
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D’abord on peut remarquer que si I’on considére la constante cosmo-
logique 2 2 0 [17] et on veut formuler une théorie de champs libres
(puisque cette théorie doit étre formulée dans un espace-temps vide),
on doit chercher I’espace-temps vide le plus simple : les espaces & courbure
constante parmi lesquels on peut choisir I'espace de De Sitter (I’espace
plan a un tenseur T;; ;2 0 pour 2 % 0).

D’ailleurs, toutes les théories mentionnées ont comme limite les théories
correspondantes dans I’espace plan, mais dans I’espace-temps de De Sitter
on peut penser que vraisemblablement les solutions des équations doivent
engendrer des représentations irréductibles du groupe SO (1, 4) de telle
facon que la masse et le spin soient fonctions des valeurs propres des
opérateurs de Casimir qui caractérisent chaque représentation. Le groupe
SO (1, 4) doit jouer un rdle analogue au groupe de Poincaré dans le cas plan.

Dans l’article [5] nous avons démontré que la théorie tensorielle
satisfait cette condition et nous allons démontrer, dans le chapitre II
de ce travail, que la théorie de Rarita-Schwinger a la méme propriété.
Ce n’est pas le cas pour les équations de Bargmann-Wigner, fait qui
peut nous induire a penser que ces premiéres théories sont les « bonnes »
théories dans Relativité générale.

Nous étudions ensuite, dans le chapitre 111, quelles sont les conditions
nécessaires d’intégrabilité pour les théories tensorielles et de Rarita-
Schwinger, puisque depuis longtemps on croit que ces conditions peuvent
jouer un réle important dans D'existence et la stabilité des particules
élémentaires. Nous allons démontrer que pour les spins des particules
stables 0, 1/2, 1, ces conditions sont identiquement nulles, dans un
espace-temps quelconque; tandis que pour les spins 3/2, 2, elles sont
nulles seulement dans un espace-temps vide; et pour les spins > 2 elles
sont nulles uniquement dans les espaces a courbure constante.

Dans le premier chapitre les principaux résultats relatifs aux spineurs
dans un repére quelconque (non orthonormal) sont déduits; il s’agit
d’une généralisation évidente des travaux ([1], [6], [8], [13], [14], [15],
[18], [19]); la base des semi-spineurs et la décomposition d’un spineur
symétrique dans les composantes de Poincaré sont introduits pour
établir une notation adaptée 4 la suite du travail.

I. — PRECIS ET REMARQUES
SUR LA THEORIE DES SPINEURS DANS V, ET E;

1. Algébre des spineurs dans V,

a. Considérons I'espace-temps V;, de classe C_, muni d’une métrique
hyperbolique normale, tel que dans un repére orthonormal le tenseur
métrique soit le tenseur avec diagonal principal (1, —1, —1, —1).

Nous notons 7, ’espace tangent 4 V, en le point x et { e’} une base de
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Ty Supposons que V, admet une structure spinorielle, on peut donc
définir dans chaque point x€V, et dans chaque repére un systéme de
matrices complexes de Dirac y; = (y%). (@, b, ..., h=1, 2, 3, 4
sont les indices spinoriels et i, j, ..., n les indices vectoriels) tel qu’on a
I’identité

(1.1 Vv = —(ViVigy)e,

quel que soit le vecteur V! (e est la matrice unité). C’est-a-dire que v,
se transforme comme un vecteur si on change de repére et que

(1.2) Y+ Y= —2g;e
Nous rappelons les propriétés suivantes :

1° Toute matrice 4 x4 qui commute avec les vy, est de la forme ae,
ou ae G;

20 Si | Ti } est un second systéme de matrices de Dirac vérifiant (1.2)
il existe une matrice réguliére S sur G telle que

1.3) Yi=S7v:S,

S est univoquement défini sauf une constante multiplicative;

30
.9 {det G)=1 Tr@)=0 Tr(iy)=0 pour iz},

Tr(uyjv) =0 pour i£j=k ...;

4° Les matrices e, vi, Y: Y/, Y:YjYb YiY; YeY: sont indépendantes
sur le corps complexe et engendrent l’espace vectoriel sur C des
matrices 4 x4 ().

On peut considérer les matrices y,% comme des matrices 4x4 d’un
espace vectoriel complexe S, (de base {¢,}). Si on pose S = (S%,) et
S—1 = (S%) on peut écrire (1.3) comme

1.5) Y&y = S5 1% Sy

Si, d’ailleurs, on considére S*, comme une matrice de changement de
base,
{ea}>{ew | = {2 S%}

les matrices de Dirac sont seulement des coordonnées dans différentes
bases d’'un méme « 2-tenseur » de I'espace S,. En conséquence, nous
appellerons S. espace spinoriel dans x€ V., { ¢, } base spinorielle et S,
matrice de changement de base spinorielle. Les vecteurs contravariants
de Sz : ¢ = (J“) [resp. covariants de I'espace dual S, : ¢ = (9,)] sont

Mi<j<k<l
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appelés spineurs contravariants (resp. covariants). C’est-a-dire qu’ils
changent d’une base a4 une autre d’accord aux formules

(1.6) Y =S¢; e = 89 ¢
(1 .7) Ci) = CP S_i; (Pal = (Pa Saal.

On peut dire que Y% est un « vecteur-2-spineur » de type (1, 1).

b. 1l est possible de définir une métrique dans 1’espace des spineurs S,.
L’équation (1.2) donne, par transposition :

(1.8) (=) (=1 + (=1 (1) = —2gye.
Donc il existe une matrice I' tel que
(1.9) —fi =Ty, T,

Si on transpose et applique encore la formule (1.9), 4 I'aide de la pro-
priété a, 1° on obtient I'! = ae. Puisque T est déterminé seulement & un

facteur prés, on peut adopter I'* = — 1. D’ailleurs, si on transpose
la formule (1.9), on trouve

T
(1.10) =T,
mais I’ =—1 et on a b= 4 1. Dans un repére particulaire, par
exemple le repére de Majorana, on peut constater que b = — 1 (voir [20])
et la métrique T' résulte antisymétrique. Nous appelons Iy, les coor-
données de I' et —I'#® celles de I', soit I'y, I'* = — &%, on peut écrire
(1.9) comme
(1.11) 1% = T 1a T® = P,

A Paide de T on peut identifier les spineurs contravariants et covariants
de la fagon suivante :

(1.12) Yo =Ta ¢’  §2=dp T

Maintenant nous pouvons, avec les régles (1.12), faire monter ou des-
cendre les indices spinoriels, mais on doit faire attention avec les compo-
sants mixtes du spineur I'. En effet, on a

T2, = Ty T2 = 0%,
(1.13) ; Tys = Ty, Iee = — 35,
Ainsi de I’équation (1.11) nous avons
1.14) Y =Yfa O Yiab = Yiba

c’est-a-dire que les v, sont symétriques.
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¢. On peut définir une application S de ’espace de p-formes dans
Pespace de 2-spineurs de la maniére suivante : A toute p-forme o) &
valeurs complexes faisons correspondre le spineur

1
(1.15) sa? = o1 Yoyral) .

Si « est une forme non homogeéne a valeur complexe on fait correspondre
le spineur :

(1.16) Sa=YySar s « =Y .
P P

A la forme élément de volume », par exemple, correspond le spineur :
(1.17) E=i8n= 77V v Y mee
Avec (1.2) on peut démontrer que

(1.18) e+ yE=0, p=1

A Paide de £ nous pouvons trouver une autre métrique I'' =T £, avec
des propriétés quelque peu différentes; en effet,

(1.19) Ji=T"y, T,

Avec cette métrique les y..;, sont donc antisymétriques.

d. Nous définissons I’anticommutateur

(1.20) byl =vevi — iy
De I’équation (1.14), on a

(1.21) Ty)' =Ty

de (1.21) et (1.17),

(1.22) ry'=-Tg;

de (1.20) et (1.21),

(1.23) T yvD* =T lvv))s
de (1.22) et (1.23),

(1.24) Tl = —Tnvlé
et enfin,

(1.25) , IT= —T.
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D’aprés la propriété a, 4°, on peut dire qu'un 2-spineur quelconque peut
s’écrire, d’'une maniére et d’une seule, comme

& 5
(1.26) ¢=2—1-ﬂ“---Y”’a‘if’.’..i,,=2$a‘”’
p:Dp p=0
= (0 e + Ti a;i) + %YtT/‘ ag;)

1, 1,
+gpr Y vt el oy Y v el

mais :
1.27) AP = niju 29,
ik = niju 2,
donc
(1.28) T = o T+ Tyiog? 4 T[] oy

+iTEy a® — i TE at),
On trouve ainsi une décomposition, dite décomposition en composantes
de Poincaré, de la matrice générique 4 x4 T'{ (16 paramétres) dans une
partie antisymétrique (a(") T avec 1 paramétre, —ia®* I ; avec 1 para-
meétre et i Ly, a®! avec 4 paramétres) et une partie symétrique
1 . .
<I‘ vl avec 4 parameétres et 1P[Tl Y]} avec 6 paramétres). On

peut calculer les «/» & I'aide de la propriété a, 3°, (1.4) et on trouve :
1

a0 = Try,
= — 1T (1o 0),
(1.29) ) = — éTr [revil )
= LTrEn),
==Lz,

2. Algébre des semi-spineurs dans V,

a. Soit B (resp. B) 'automorphisme de S, (resp. S.) défini par
@.1) B: ¢t  B: ¢—ok
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D’apres (1.18), B* = ¢, B admet les valeurs propres + 1 et S, peut étre
décomposée en somme directe Si @ S; de sous-espaces propres de B.
Un élément €S (resp. $—€S;) est appelé un semi-spineur positif
(resp. négatif), c’est-a-dire que

2.2 Byt =4+, By =—4¢-

On peut définir en conséquence les projecteurs

2.3) B+=%(e-|—B); B_=%(e—B),
d’oul

2.4) b+ =B.d, Y =B_¢ y=¢, +¢

On trouve des résultats analogues pour B, soit S/, = S+ Sy

Considérons maintenant une base de S.{¢,!|, dite base des semi-
spineurs. telle que : ¢, &, €S? et ¢, ¢, €S;, et notons les indices 3, 4,
avec la nouvelle notation 1, 2 (3 =1, 4 = 2).

A, B,...,H=1, 2 sont dits indices semi-spinoriels positifs et
A B,..,H =1, 3 indices semi-spinoriels négatifs. On a

Lpi = (q”i’ q”f—’ 0, O) = ((‘Pi’ 0))
b2 = (0,0, §1, ¢2) = (0, y4).

A T'aide des projecteurs (2.4) un spineur arbitraire peut étre décomposé,
d’'une maniére et d’une seule, en somme de spineurs de type pur,
Cest-d-dire d’éléments des produits tensoriels des espaces S*, Sz, S,
S;. Etudions le probléme seulement pour les spineurs contravariants,
car la métrique spinorielle permet de transformer un spineur quelconque
dans un spineur de ce type. Soit ¢ le 2 S-spineur :

(2.5)

(2.6) qj — kpal...azs.
A toute application p : $*— pu2, ¢ on associe les applications
41 4 14 s b1--bag

al...azs al
@n (M) <ty bty - S

ou I=1,2...,28S. En conséquence, puisque B, +B_=e, on a

(28) q'la]_...a2s =I] (B+I + B_l) q/al...a2s’

ANN. INST. POINCARE, A-XVI-4 21
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chaque composant de la décomposition cherchée se trouve dans le dévelop-
pement du deuxiéme membre. Par exemple, le spineur

25 28
2.9) gso=]]Bu I B-so.
I=1 J

=25+1

ot 0 s =S et s’ =8 —s, appartient aux espace (S})** ® (S7)*".

Pour la définition méme de base des semi-spineurs, dans telle base
les coordonnées de £ sont :

1
1
(2.10) £ = —1 >
—1
donc (¢ a les propriétés suivantes :
B = Jlsisn, I=1,...,2s,
By lsish = — lsi o), J=2s+1,...,28,
2.11) 25 28§
[ N | R
I=1 J=2s5+1

et toute autre combinaison de 2 S, B, et B_ appliquée a {/*;*) donne
Zéro.

On trouve ainsi que Yy appartient a I’espace (S ® S7) D (S: Q@ Si) :
iAB
2.12) yiab=< 0 @ >

giAB 0

d’ailleurs y/%* est symétrique, donc

2.13) giAl — gibis,
On appelle les ¢/AB matrices de Pauli. On trouve aussi que la métrique I'«®
appartient a l'espace (S; ® S;) P (S; ® S;) et puisque I'® = —Tta
dans les coordonnées des semi-spineurs I'** a la forme

0 a 0 O

w_[ —a 0 0 0

(2.14) Tab = o o o )

0 0 —b O
mais avec la condition I’ = —1 on trouve a* = > =1 et avec un

changement de base ¢'—> —¢! ou ¢ ——3'" on peut toujours écrire
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la métrique sous la forme :

gAB O Eap 0
(2.15) T“b=< 0 E‘.\ﬁ>; rab=< 0 E-->,

avec

(2.16) () = () = — (5,,)) = — (¢53) = <_0 1 (1)>

¢op (Tesp. &;;) est la métrique dans I'espace des semi-spineurs positifs

(resp. négatifs) et elle sert a identifier les semi-spineurs covariants et

contravariants avec des régles analogues aux équations (1.12). On a,
A A A, A A i

par exemple, &' = =—¢"; ¢ =0 = —¢; .

b. On peut maintenant trouver les formules les plus importantes de

la théorie des semi-spineurs. De I'équation (1.2) sous la forme :

2.17) 1% Yjbe + 7% Yie = 2 gij 0%,

on a
AB AB A
g, ajl'lc + a'j i = 2 gz‘/' a()’

(2.18) . . .
in AB —9q
% Yt + o Tt = 49, %
d’ou, par contraction :
Al — o AB —
2.19) oM O =0 = 2 9,

¢. Les matrices o; sont indépendantes sur le corps complexe et engen-
drent l’espace vectoriel sur C des matrices 2x2. En effet, on peut
définir un isomorphisme § de I’espace des vecteurs complexes sur ’espace
des 2-semi-spineur : A tout vecteur af, & valeur complexe, faisons corres-
pondre le 2-semi-spineur ¢, :

i

(2.20) ¢=Sa=da ou Y =0 %

d’aprés la relation (2.18) on trouve I'application inverse :

1 .
@.21) @ = 5o g,

De (2.13) et (2.19) il résulte aussi

(2.22) APy b =29V g ay,
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soit en substitution I’équation (2.20) dans (2.21),
(2.23) gV oAb g S0 — 2 Al ¢BD
formule que nous utiliserons.

d. Nous avons aussi que Y%, v/¢c appartient & (St ® St) D (S; ® Sz) et
précisément

giA, g/ 0
(2.24) iy I =< 3 ).
0 gih, g/ BE
3. Représentation spinorielle du groupe de Lorentz homogéne
complet

Si on prend la partie symétrique du spineur I' §, de I’équation (1.28),
on a

1 .
3.1 To =TIy o+ g T [y v/] o5

Avec les équations (2.12) et (2.24) on vérifie aisément que chaque
composant du spineur I' ¢ engendre, & chaque point de V,, les représenta-
tions du groupe de Lorentz homogéne complet [9],

m(%,%)@@(%,% et o, 0)@® O, 1)

Nous allons généraliser cette décomposition. Soit ¢ un 2 S-spineur
symétrique

(3.2) o =g "

Les 2S!/2s! 2s’] opérateurs qu'on peut obtenir par multiplication
de 2s B, et 2s’ B_ dans un ordre quelconque, appliqués aux ¢ donnent
le méme résultat & cause de la symétrie de ¢. Notons (B.)** (B_)**
la somme de ces 2S!/2s! 2s’'! opérateurs. Dans ce cas, la décompo-
sition unique (2.8) devient

28
(3.3) cPal...ags:_ Z (B+)‘.’.s (B_)Z(S~s) cpa1...ags.

25=0

a

Tl est évident que le spineur (B,)?* (B_)?* 9“1 “?% a seulement les
composantes avec 2 s indices positifs et 2s" négatifs non nulles, toutes
les autres composantes sont nulles. Alors le spineur symétrique
(B.)** (BL)** ¢ engendre la représentation irréductible @ (s, s’) du
groupe de Lorentz propre. La décomposition (3.3) est la décomposition
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en somme de spineurs qui engendrent des représentations irréductibles
du groupe de Lorentz propre. Si on appelle composante de Poincaré (%) :

3.4 ¢ = [(BL)*s By + (B (B-)“] o,

ou S=s 45" et s=s’, on trouve la décomposition :
g

3.5) ® =E¢P(s;8—s)
$=0

<si S = ni¢me entier ¢ = %S, si S = n'*m°c demi-entier ¢ = %S — i)

Chaque composante de Poincaré ¢!¢? appartient & un espace vectoriel
que nous notons & (s; s) et engendre la représentation du groupe de
Lorentz complet @ (s; s') @ @ (s'; s). (3.5) est la décomposition
d’un spineur symétrique quelconque en composants qui engendrent
représentations irréductibles du groupe de Lorentz complet, et la géné-
ralisation de (3.1). La décomposition (2.7) est unique et, par suite, la (3.3)
et la (3.5) sont des décompositions uniques.

4. Connexion spinorielle

a. Si TY; est la connexion riemannienne de I’espace-temps Vi, les
dérivées covariantes des champs des vecteurs sont

Vi Vo= di v/ + I‘l/‘ Uk,

4.1
( ) V,v;:d,v,-——l‘i"l.v,,.

Nous avons défini aussi, en chaque point de V, et dans chaque repére
un systéme de matrices de Dirac. Supposons d’ailleurs que ce champ
de matrices de Dirac est de classe C.. En chaque point de V, on peut
définir des spineurs, nous avons donc la possibilité de définir des champs
de spineurs dans V,, que nous supposons toujours de classe C.. On peut
maintenant définir les dérivées covariantes des champs des 1-spineurs,
contravariants et covariants :

Viv =0y + G,

4.2
“2 Vig =0dig —9C,

ou C; est une matrice 44 dite connexion spinorielle. Les dérivées des

(*) Dans le cas s = s’ on pose simplement

(3:%) s s
3.4) 97 = (BB

et la représentation correspondante peut étre irréductible



304 M. CASTAGNINO

n-spineurs, et des tenseurs-spineurs sont définies avec la généralisation
naturelle des équations (4.1) et (4.2)

b. La connexion riemannienne est univoquement définie par la condition
V:g;x = 0. De la méme facon nous allons voir qu’on peut définir la
connexion spinorielle par les deux équations :

(4.3) Viy;=0; V,T=0.

Soit Sy... un tenseur-spineur, nous notons S;.. ,; sa dérivée covariante
calculée comme si S fit seulement un tenseur, par exemple :

“.4) Ty =05 Yo — I Yo

Avec cette notation, I'équation (4.3,) est :

4.5) Yin + Gy — 1 G =0.

Selon Loos [16] cette équation admet comme solution :

4.6) C = }-1(1 PNy §A3>y,~,,,-~(i Fae=0C+tae

ou A, est I'opérateur linéaire sur les matrices 4x4, M :

*.7) AM —

et ol a; est un vecteur arbitraire qui peut étre déterminé par
I'équation (4.3,) [12]. (Remarquons que la premiére composante

de C;, que nous appelons €, a une trace nulle, de telle facon que
Tr C; = 4 a;.) Définissons la dérivée ¥; comme la dérivée obtenue avec
la connexion €, On doit satisfaire

4.8) Vil =0T —C'T —TC =0.

Dérivons 1’équation (1.9), mais puisque, (61 *T(,> = (¥, Y,-)T =0, on
déduit »

4.9) 39T =—9¢Iyy= -V,
d’ou
(4.10) %)y =71(9,T).

D’aprés la propriété 1.a, 1° on a

“.11) V,IT =K1,
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de (4.6), (4.8) et (4.11)
4.12) V,Ir=¥,T—2aq;T=(k;, —2a,)T =0.

L’équation (4.3,) est satisfaite si I’'on pose

(4.13) a = %ki

et la connexion C; est complétement déterminée.

c. De (4.3) et de sa définition on a aussi

(4.14) Vii=0.

d. On peut trouver aussi ([13] ou [14]) :

28
(415) (Vl V/' _ Vj Vi) ¢a1...a23=zpﬁll,ij ¢a1...a1_1ha1+1...a28’
I=1

ou

1
Pey = — g Rhvyy (e Y%

e. Un certain changement de base de 1'espace spinoriel S, détermine,
si on impose la condition que les y; restent invariantes un changement
de base orthonormal dans 7,. On trouve ainsi les isomorphismes de
I’algébre de Lie SO (1, 3) avec I'algébre de Lie spin (4) ou I’algébre de
Lie sl (2) (si on utilise les changements de base de l’espace des semi-
spineurs). Ce fait a conduit quelques auteurs (Cap [6], Ogievetsky et
Polubarinov [18], etc.) 4 essayer de trouver une correspondance entre
un changement de base quelconque de =, et un type particulier de change-
ment de base dans S.. Nous adoptons, au contraire (comme Dowker [8]
et Pagels [19]) un point de vue différent : les changements de base de S.
et 7, sont, en général indépendants. On peut donc parler de changement
de base vectoriel { e; } > { Alr e; ]}, produit ou non par un changement
du systéme de coordonnées, {z'}—> {x'}, Ay = g—;i, et indépen-
damment du changement de base spinoriel { ¢, } — { ¢, S%- }. Les spineurs
purs restent invariants dans un changement de base vectoriel, on peut
donc aisément trouver, d’aprés les équations (4.1) et (4.2), les changements
de coordonnées des connexions I et C :

(4.16) ; I = A" AJj AR T + (05 Al) AYyy

Ci’ = A.li’ C.[
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Dans les changements de coordonnées spinorielles les vecteurs restent
invariants et on trouve

lk = Ctﬁ
(4.17) ,
C1 =S Ci S + S (d, S_l).

Les formules pour un changement des deux bases sont (4.15,) et

(4.18) Co = A% [SC; S~ + S (0 S)].

5. Algébre des spineurs dans E,

Considérons un espace pseudo-euclidien E;. Nous rapporterons, pour
le moment, E; & un repére orthonormé | e, }, les coordonnées cartésiennes
de ce repére seront indiquées {x*} (ou «’, B, ...=0,...,4) et le
tenseur métrique 7, g est le tenseur diagonal, avec diagonal principal
1, —1,—1, — 1, — 1). Introduisons un systéme { y.- | de cinq matrices
4 x4 de Dirac, a des éléments complexes, telles qu’on a :

(6.1) Yo Yg + V8 Yo = — 2726

ou e est la matrice unité. Ainsi y.- et yg anticommutent pour o' = 3’
et y2. = — naor €. On peut rapporter I'étude de ces matrices aux cas
précédents, car si on ajoute aux matrices y, de I'équation (1.2) (dans le
cas orthonormal g¢y; = ny;; i’y j, ...=0, 1, 2, 3') la matrice :

(6.2 T =—5

4 l'aide des équations (1.18) on trouve un systéme de cinq matrices
satisfaisant (5.1). D’aprés (1.17), on a

6.9) P Y = e e
ety =iy"y"yYy,

d’out

(5.4) i Yo' Y1r Yo' Y3 Yot = 6 i-TO' Yi' -Y‘z' Ya' YA’ = e.

Ou bien introduisant la 5-forme élément de volume gapryde

= —7475“‘”“ YB Vv Y Te
5.5)

i g
=51° BV Yo v Yy YO Yo

De la méme facon que dans le paragraphe 1, on peut définir des spineurs
covariants et contravariants avec des lois de transformation (1.6) et (1.7)
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et dire que y.% est un vecteur-2-spineur de I'espace E;. On peut enfin

identifier les spineurs covariants et contravariants a’aide d’'une métrique T,
la matrice antisymétrique I =T ¢ de I'équation (1.19) car de cette
équation et de la définition (5.3) on peut déduire

(5.6) Yoo =Ty, T,
d’ou
6.7) Yo =T va T,

Au contraire, on ne peut pas trouver une métrique avec la propriété
(1.10), Avec I'" on peut faire monter et descendre les indices spinoriels
selon les équations (1.12).

Nous n’avons pas besoin d’introduire une connexion spinorielle dans
E;, car E; est un espace plan. Dans les coordonnées cartésiennes la
dérivée covariante est la dérivée ordinaire et I",- + = 0. En général, on
choisit les y.- constantes, par simplicité, alors on a aussi dq g =0cet
Co = 0. On peut obtenir une équation analogue a (4.18) dans cing
dimensions. D’aprés cette équation, on trouve que si on change le systéme
des coordonnées cartésiennes { z* | dans un autre systéme quelconque
{z*}, et la base ¢, dans une autre base &, = ¢, S, avec la matrice
S = Cte on a aussi Ca =0 et la dérivée covariante est simplement
Vo ® = @®,,. Ceci est le changement le plus général que nous utiliserons
et en conséquence dans E; nous avons toujours C, = 0.

II. — CHAMPS SPINORIELS
DANS L’ESPACE-TEMPS DE DE SITTER

6. Espace-temps de De Sitter. Systémes de coordonnées

a. Dans T'espace pseudo-euclidien E; est défini I'espace-temps de
De Sitter V, comme I’ensemble de points «  » de E; satisfaisant :

6.1) e 8% E8 = — 2,

Dans les voisinages ouverts de V. on peut introduire des systémes de
coordonnées quelconques { '} (i, j, ..., n =0, 1, 2, 3). Nous ajoutons
a { z'} une nouvelle coordonnée « radiale » z*, telle que les formules de
passage au systéme des coordonnées { z* ! sont

6.2) ¥ =z I (2", 2!, 22, 2°).
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{x*} (2 B, ... =0, 1,2, 3, 4) est un systéme de coordonnées, dans E;,
que nous appellerons « coordonnées polaires » 8 = (z* r)~ xB est le
vecteur radial unitaire, pour les points de V, on a x* =1, pour ces

points le vecteur £# est orthogonal 4 V,, et o8 4 Eu £P est le projecteur
2. sur l'espace 7, tangent & V, en z. On appelle ¢ tenseur-spineur
« physique » quand la projection sous tous les indices tensoriels est
2.y =, c’est-a-dire toutes les coordonnées de ¢ avec un indice ten-
soriel o = 4 sont nulles. Logiquement tous les champs 4 étudier sont
« physiques ».

b. Nous désignons avec un super-indice « 0 » tous les objets de V. : Z, §:/,
Vi’ A’ ivjk’ '?i; Ri}'kl, Riia R’ ete.

Nous avons ainsi pour le tenseur métrique de E,, reporté en coordonnées
« polaires » :

6.3) 9 = @) §j;  gu=0,
gu=0; Qu = — I3

et pour les symboles de Christoffel des coordonnées « polaires » de E;

- . 1
I‘i]‘i= i/‘j; Iy, =T}, =§6],°';
6.4) -
I‘;j=F_,§ij; I‘:izl"‘ =I‘ffs=r2h:0'

je

ou I'y; sont les coefficients de la connexion riemannienne de V,. Finale-
ment, pour les tenseurs de courbure de V, nous avons :

. 1 4. o
! Rii’kl= ﬁ(aig/k - 81& gil)’

Y

(6.5) ~ Ry = — 59
( R= -2
\ r-

¢. La dérivée covariante dans V, est, pour les tenseurs :
(6.6) VoaT =2V, T.

Si on considére des champs de tenseurs « physiques » avec des coordonnées

Tﬁi B,“l‘”“q fonctions homogénes, de degré n, des coordonnées
. Bp




CHAMPS SPINORIELS EN RELATIVITE GENERALE 309

{ 2%}, la formule inverse est

6.7) V“Tﬁlmﬁpﬁ..-yq:éanl.“BpTlu,{q
+’12 *"EaTﬁ ﬁYl'“Yq
rx 1By
»
+§EﬁIT§1...;&I_1mIH...(spTl'"Yq

q
15 Y1 Y5—1 Y41 Yg L,

La dérivée du champ 28 est

g 1 s
(6.8) Vaif = 2 (0 + & 2P).

7. Le systéme des 7’ et la connexion spinorielle (' dans 1'espace-
temps de De Sitter

a. Le changement de coordonnées cartésiennes en coordonnées polaires
{2¥ ) — { z* |, induit dans chaque point de V; un changement de base
« vectoriel ». Alors dans les coordonnées { z*} nous avons un autre
systéme de cinq matrices de Dirac v, :

oz
(7.1) Voo = a;;}a'-

ol v sont les cinq matrices de Dirac définies par (5.1). Les y, sont
constantes mais les y, sont variables a cause du changement de coor-
données. Les v, satisfont a la relation (1.2) et pourtant on peut les
prendre comme un systéme des quatre matrices de Dirac en chaque
point x de V,. La matrice v, joue, a peu pres, le rdle de £ [voir (5.2)].
De (5.5) et (1.17) on a

(7. 2) Th= — 4L! 7+ BYde YB Yy V5 Ye
L g1 1,
Y \/WJT Yy ey = — 2
et
Yo =Tk,

De (6.2) et (1.17) on obtient

1
(7‘3) 09, T = o Yis Js Yo = 0.
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Nous avons maintenant & notre disposition des champs spinoriels de E,,
la restriction de ces champs & V., et un systéme de matrices de Dirac
{Y:}, en chaque point de V,. En général, si d’'une fagon indépendante
un champ spinoriel et un systéme de matrices de Dirac se sont présentés
dans un espace quelconque on peut se demander si tous les deux sont
reportés & un méme systéme de coordonnées spinorielles. Ce n’est pas
le cas pour les restrictions 4 V. des champs de spineurs de E; et les { v, }.
Si I'on veut que les équations d’onde issues des méthodes générales de
la théorie des groupes aient comme limite pour r— oo, les équations
ordinaires de Dirac et Rarita-Schwinger, nous devons correspondre aux
spineurs de E; (considérés aussi comme spineurs de V,) le systéme de
matrices de Dirac [7]

(7 . 4) ‘?i == Y; Yi-

~ ]

Les y; sont, en effet, un systéme de matrices de Dirac ear les équations (1.2)
sont satisfaites par eux. Nous postulons que les ¢! et les champs de E;
sont rapportés 4 la méme base spinorielle.

b. On peut calculer  :

(7.5) b= it Tt
i
41

| 1
n'!"‘r—,, Y YiVs YiTs YeYa Y1 =E = —r¥y* =Y

¢. On peut calculer aussi la connexion spinorielle C! correspondante
aux { ¥'}. D’abord nous avons déja remarqué que dans E; :

(7.6) dq_l 'n;l = 0,

et aussi que la connexion spinorielle dans E; est nulle. On a donc

@.7) Vays =0,
soit
(7.8) Vit =0y, — e —Tiva =0,

d’ou pour le systéme des v; considéré comme un vecteur-2-spineur de V,,
on a

AR
(7.9) Vit =Ty Y = 55 §i; Yo

On peut écrire les ' comme

.

° 1
(7.10) Yi = ﬂ(’]ﬂ Yi — Yi YA)s
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puis on peut dériver et, a 'aide de (7.9) et (7.3), il vient

. i
(7.11) Y= 57001 = 7))
ou bien :

. oo o8
(7.12) Y= g7 G Te— Tt

On doit résoudre 1’équation
i

713) Y+ 63— 7.6 = o7 (it — 11+ Ci7i—1:C =0,

et on peut appliquer la formule de Loos (4.6), mais dans ce cas une solu-
tion est évidente :

2 i.
(7.14) & =— 5=t

Nous allons démontrer que ceux-ci sont les coefficients cherchés, car
la dérivée covariante de I' est nulle avec cette connexion. La métrique I'
est définie par

(7.15) $ o Ty e,

la métrique spinorielle dans E; est I'” et elle satisfait a

(7.16) =Ty, yg=tynly, D=—y

d’aprés la définition (7.4), on a I' =I", puisque I' satisfait (7.15).
Mais remarquons que I' est une matrice constante, car I est constante,
alors d’apres (7.14) :

@17y VT =00 — 16— & T =5 (03, +71) =0,

ce qui démontre que C; est la connexion spinorielle correspondante
aux Y.

8. Champs de spin 1/2

a. D’une fagon analogue aux méthodes développées dans I'article [5]
pour les représentations de spin entier du groupe SO (1, 4), nous allons
trouver les représentations de spin 1/2 et masse p. Soit A% la matrice
de la représentation de spin 1, dite représentation naturelle :

@8.1) geSO (1, 4) — eu = AP () eg.
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La matrice A (g9) qui satisfait I’équation
(8.2) A (9) T A (91 = AP () Yo

appartient 4 une représentation particuliere de spin 1/2. Soit p*g un
générateur de la représentation A (¢g) et soit A le générateur correspon-
dant de la représentation A (g), ils sont liés par la relation :

(8.3) W — ¥k =Py,

qu’on peut déduire aisément de (8.2) (voir [13], [14] ou [15]). Cherchons
4 résoudre I’équation (8.3) avec une solution de la forme (voir [15]) :

8.4) A=kprg vy 1#,

il vient

@8.5) Ry — b=k (e Y Y — 1 e )

or, a I'aide de (5.1),

(8.6) Yo TP — 1y = — 2y g+ 24P 3,

il en résulte que (8.3) est satisfaite si k = — 1/4. Les dix générateurs
de la représentation A (g) sont

(8.7) (Sm’ﬁ’))\'p.’ = 6)"‘1/ Y)ﬂvp.l —_ 6)‘,‘3/ T)alp_y’

alors les dix générateurs de la représentation A (g) sont
1
(8.8) hap = — z[Ywvp):

Soit 92 (r) un champ spinoriel de E;, nous allons démontrer que la
transformation :

8.9) 9° (1) > 9= @) = A% (§) 9°[g @),

engendre toutes les représentations de spin 1/2 et des différentes masses.
Les générateurs de la représentation sont

(8.10) Xalpl = Lalﬁl — lalﬁr,

ol
La’ﬁ’ = — Xy dﬁ' + xﬁr dar.

On trouve immédiatement que les X, commutent avec I'opérateur
d’Euler z2*d,, alors les représentations irréductibles doivent étre
engendrées par des fonctions homogénées des x*' du degré n, désormais
nous considérons seulement une de telles représentations. Les X,
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commutent aussi avec l'opérateur de Klein-Gordon r? I = %L“'ﬁ' La'gr

(c’est-a-dire I'opérateur de Casimir pour les champs de spin 0), on peut
aisément calculer que cet opérateur a comme valeur propre :

8.11) rl,=rA—n@+3),

pour les représentations irréductibles avec fonctions homogenes du degré n.
On peut calculer aussi I'opérateur de Casimir de second degré :

8.12)  PL= X Xep=rA—n@+3)+Q -2

ol

1. o
(8.13) Q= 3L %] Lug.

D’aprés (8.12), on déduit que Q doit étre aussi un multiple de I'unité
dans une représentation irréductible. Dirac, dans I'article [7], démontre
que :

8.14) QQ—3)=—r*A+n(@n+ 3).

Par suite, (8.12) peut s’écrire :

8.15) rl=—(Q—2)y +g-

On peut calculer aussi I'opérateur de Casimir de quatriéme degré
—_— " 3 3 5

8.16)  rPL=-—V Vr_—1<Q—i><Q_§),

oil

R
Vo' = gE“pT5° X(i'Y' Xirere

b. Tous les calculs précédents ont été faits en E;, envisageons main-
tenant I’espace physique V,. Dans les coordonnées polaires et pour
=1, Lyp est

8.17) L, =0, Li;=r0,

et l'opérateur Q devient :
(8.16) Q=nryyod =iryo.

Pour avoir la dérivée covariante on peut introduire la connexion C! :

®8.19) Q=iry(V,—C) = ir?t<\% + Q‘-ﬁ,) =irP +2,
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ou P=¢! V. est l'opérateur de Dirac. Mais Q est un multiple de la
matrice unité dans les représentations irréductibles, alors P a la méme
propriété :

(8.20) Po=7'Vieg=meo.

Le spineur ¢ doit satisfaire I'équation de Dirac dans les représentations
irréductibles. D’aprés les équations (8.12) et (8.19) on peut écrire
Topérateur de Casimir I, comme

(8.21) L =P 40 2L.

L’opérateur de Casimir n’est pas égal a P?, nous avons donc deux possi-
bilités pour la masse : la masse de Dirac m ou la masse de Casimir p.
(I, = p2) liée par la formule (voir aussi [3]) :

3
(8.22) pr=m ot g

D’apres la formule (4.15) (voir [13] ou [14]), on a

(8.23) Pr—K+R
ou

A=— ViV,
d'ott, & Taide de (6.5,),

3 1
(8.249) L—3—o=8+gh

Dans l'article[5] nous avons démontré I'identité de 'opérateur de Casimir I,
et le laplacien de De Rham-Lichnerowicz pour les tenseurs; si I'on
étend ce critérium pour les spineurs ¢ on doit poser qu’en général dans
tous espace-temps courbe le laplacien pour les spineurs est

(8.25) 5=5+%R.

c. Si I'on prend les valeurs des opérateurs de Casimir I, et I, pour les
. 1
représentations irréductibles unitaires de l'article [11] pour e =S = 5’
on a [voir aussi [10]) :

173
Lm e o= — B[ 310D 2]

3

(8.26) .,
L——gs(e=3)(e=3)=—guf 0= 1.
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de ces équations et de (8.19) nous obtenons
8.27) rm=:Fi<f—%>-

Toutes les représentations de la série Ct/,, p sont trouvées. Dans
cette série nous avons d’ailleurs

1, .
(8.28) f=2+1p, 0<p<oo.
On doit prendre le signe « — » dans (8.27) pour avoir des masses positives,
et on trouve :
3
(8.29) rm=p, ry=\/§-|-p?.

9. Champs de spin demi-entier

11 est facile de généraliser la théorie du paragraphe précédent a tous

les spins demi-entiers. Soit ¢ = cp”)i"‘xé' (z) un champ spineur-S’-tenseur

de T'espace E;, nous allons démontrer que les transformations de ce
champ engendrent toutes les représentations irréductibles unitaires

pour le spin demi-entier S = S’ + % Considérons la transformation :

©.1) (?axi.__xg,, (x)—»c’p“i“"é' @)
= Aa, (¢) A"y () .. AMy, (F) "M [g @)].

Si a toute application p. : »* — u*g 8" on associe les applications

aai...ag @ o1 R . T ag bB1... By
. =0 0,...0,, , 0, ... 0 ,
©-2) (f? ) b H it B Br+1 gy ¥

et a l'application p : v*B" — p*®.; Y% les applications :

©.3) pu (o771 %%)

I S TUUE D eSO e eSO e R
b B Bi—1 Bi+1 Bi—1 Bit1 By B1 B3
(ou I, J,... =1,...,5) les générateurs de la représentation (9.1)
sont :
sr
9.4) Xap = Lag — hag — X Swp,

I1=1

olt Logr, Awp: €t Sergr sont définies dans les équations (8.10,), (8.9) et (8.7).
Pour les mémes raisons que dans le paragraphe précédent dans une

ANN. INST. POINCARE, A-XVI-4 22
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représentation irréductible le champ o doit étre une fonction homogéne
des z*. On peut calculer I'opérateur de Casimir I, :

S!
9.5 PL= X% Xyg = ' A —n(n +3) — 28" + 2 (" op)
I=1
7I:J 5
+2< Byr = o0 6>+Q QE(YY-I-B)

1£73 I=1
ou

1. .. 4
Q = 3[1* 1¥] Lag-

Soit maintenant ¢ un spineur-S’-tenseur « physique », si I'on veut
que la représentation soit irréductible dans le sous-groupe SO (1, 3),
¢ doit étre aussi symétrique dans ses indices tensoriels, et avec trace
nulle dans chaque couple d’indices tensoriels. En conséquence, on

trouve :
~ !
gy —
Z Gugug 0,
I#£3

Sl
MO e . M o
Zaﬁapﬁs& 1); 123 =S
=1

I£3

D’ailleurs on peut constater que l'opérateur

rzA_n(n+3)—2s'+22 2 p)i— S’ (S — 1),

I=1

c’est-a-dire la partie tensorielle de l'opérateur de Casimir commute
avec tous les générateurs et, par suite, dans une représentation irréduc-
tible, on a

SI

’

A ary.. g al] .. g
9.6) 3 (2 o) g — TS
I=1
Par contraction avec 2 on obtient
(97) x)‘s x)\é df-’-’J c?al"],.‘--}".;--ﬂ"é' =0,
d’ou
9.8) oy @M1 — 0,

11 est évident aussi que la part spinorielle de I'opérateur de Casimir :

rZA—-n(n+3)+Q—g,
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commute avec tous les X.g, on voit ainsi que I'opérateur Q est un
multiple de l'unité dans toutes les représentations irréductibles. En
conséquence, toutes les parties de (9.5) sont multiples de I'unité dans
de telles représentations, d’ou

.
(9.9) ¥ <,{7‘f 7,Ml,>lcpui R g,

I=1

. I .
Par contraction avec z™°, on obtient

-~ ’ ! ’
Ay L SRR KRR o' (.
©.10) T Y Yy 9 =0,
!
mais &, 7 = Y ¥ = — r* v*. Si on multiplie par y,, puisque v, y* =1,
il vient
9.11) .‘,p‘;c?l-lln-wml*s' = 0.

Résumant : on a

9.12) r’L=r2A—n(n+3)—S’(S’-|-2)+Q_g,

soit, a l'aide de I’équation (8.14),
9.13) rl = ——(Q—-2)2+g—S’ (S + 2).

Mais d’une facon entiérement analogue au paragraphe précédent, on
trouve

9.14) Q—2=1irP,
d’ol
(9.15) rl=r P2+g—S’ ' + 2).

On peut trouver les auto-valeurs de l'opérateur de Casimir I, dans
Particle [11]

(9.16) PlL=—[ee+1)+f(—1) —2]

si I'on pose e = S’ + % de (9.15) et (9.16) on trouve ’autovaleur de P;

en effet, d’aprés (9.14), P est un multiple de I'unité dans les représen-
tations irréductibles, nous appellerons sa valeur propre, m « masse de
Dirac »

9.17) rP=—i<f——%>=rm.
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L’opérateur de Casimir I. conduit aux mémes résultats. Les champs
envisagés donnent toutes les représentations irréductibles unitaires de

- o 1 A . .
la série CU7) ou e=S + 5 doit étre un nombre demi-entier et

f =1 +1ip, 0Zp < oo, dolt rm = p. Les champs doivent satisfaire
2 e P

les équations (9.7), (9.11) et (9.17); que dans le systéme de coordonnées
polaires sont

S i

iy iy
ViJ(?I J LY 0,
(9.18) ? ?i_, (Pl'l...iJ...is, —o,

i eiyeiy i dpee
Vo / V] ¢ =mge s
c’est-a-dire, les équations de Rarita-Schwinger (voir, par exemple, [20])
généralisées aux espace-temps courbe. Si l'on appelle l'autovaleur,
racine carrée positive de I'opérateur de Casimir I,, masse de Casimir p,

d’apres (9.15), on a

(9.19) w=m2+<3>2_5(5+2),

2r r
et en conséquence les deux masses sont différentes et elles sont liées
par cette équation.
Nous avons maintenant un champ tensoriel ou spinoriel pour chaque
représentation irréductible unitaire du groupe SO (1, 4) de spin entier [5]

ou demi-entier (c’est-d-dire, sauf pour la série Df7 ol e f 5

e — [ = n'*™° entier, ou série des spins continus). Il reste a étudier
seulement les représentations équivalentes qu’'on peut obtenir avec des
spineurs « purs »,

Il sera utile de calculer aussi I'opérateur de Casimir I, en fonction
du laplacien ordinaire A. D’aprés ’équation (6.7), on a

9.20) Vo 1T = §, gt

avy... Yy
_niaq) 1 8

+

rxt

s
_I_EEYI (P"Yl Ti—1 , Tr41-7g

1=1

by Yy

+ Q%,‘le’(lab (P ’
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avec une nouvelle dérivation et contraction on trouve :
9.21) rPA¢g=r?A¢+n(n—3)9—irPe—(S+1)g,

et 4 I'aide de (9.5) on a

3

9.22) PL=r8—8(+3) -3

10. Champs de spin 1

Pour avoir une théorie alternative a celle de 'article [5], pour le spin 1,
considérons un champs de 2-spineurs

(10.1) Y =%,
qui se transforme selon les équations
(10.2) Y@ > d@=A () slg@IA (9,
soit
Yo (@) > a (@) = A% (g) A% () b [g @)

Les générateurs de la représentation sont

(10.3) Xa!ﬁl = Lalﬁ/ _ )Lzlﬂl —_— Za/@/,
ou (8.10) définit les L.-g et ol
1
Ao b = — zlva vpl
(10.4) 1
Ropd = g4l vel

¢ doit étre, comme toujours, une fonction homogéne de degré n et ’'opé-
rateur de Casimir I, devient

(105) r? I; q) = Xa’B'leﬁr&P
=rAy—n@+ Y+ QY+ QY
a5 | 1 [ 1819 — 267 191 Y [y 191

+ Iy T v vel s
ol
| S
Q= 0¥ P1Lap ¢,
(10.6) .
QY = — 3 Qap P [y 1P
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Il est facile de voir que Q et Q commutent avec tous les générateurs X, g,
d’ailleurs nous ferons la démonstration au paragraphe 11 pour un cas

plus général. En conséquence dans une représentation irréductible,
on a

(10.7) Qv=q¥ Q=g

D’aprés (8.17), il en résulte

(10.8) Qb =rvyidy =iryio.

Nous définissons, d’aprés P'article [13] les deux opérateurs :

(10.9) Py=1Vig;  Py=—Vipi,

il en résulte :

(10.10) ird (Vig — Gy +4C) =g,

soit, d’aprés (7.14),

(10.11) TPy =@ -2~ 741

et d’une maniére analogue,

(10.12) irPl=@G—2¢—#¢n
Selon l’article [13] on peut définir les opérateurs :

(10.13) M:%(P—f—l_)), M’=;(P—P’),

nous avons alors

Uoins
(10.14) My=md+ i
._MIL!J:m"‘!,’
ou
i 7 ’ i .
m=—go@+q—4; m=—5(-7

Mais, d’accord toujours au méme travail [13], on a

(10.15) MM’ = M'M = 0.

Si 'on multiplie (10.14,) par M, on a : m' =0, ¢ =g, Q¢ = Q¢ et
(10.16) M’ = 0.

Dans le cas plan r -» oo (10.14,) et (10.16) sont les équations de Petiau-
Duffin-Kemmer pour le spin maximal 1, mais on voit que ces équations
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ne sont pas valables, dans la généralisation naturelle, en Relativité
générale 4 cause du terme ¥'{ §; de 1’équation (10.14,). Calculons ce
terme pour chaque composante de Poincaré de ¢ :

-?i 41(0) '?l = —4q%e = —4 q)(UJ,
g T o= = (e 28 =200,
(10.17) )V Ti= «F Y+ 290 T 15+ 28f) =0,
T §, = — li g a = — 92 P,
LY S = —4if e =440

soit, en général,

(10.18) % Py = (= 17 (p — 2) Y2,

Nous avons aussi que (voir [13)) :
o o= 55D — (= 1) d+ (1 + (= 1) 3] a®
\ 2

p=0

(10.19) . R
M’ ir = %;SZ [+ (—1»)d+ 1 — (= 1)») 5] atr,
p=0
D’aprés (10.14,) :
4 4 4
(10.20) MZ Y») = m 32 alP) ;{z ;52 alr) 5,
p=0 p=0 p=0

de cette équation et de (10.19,), il vient :

0= <m — 2—l> alo)
r

dal?) — <m + _> ()

o~

r
(10.21) da) = m al?),

dalt) = <m — ;) al),

dat) = <m + 2_l> als),
r
car la décomposition en composantes de Poincaré est unique. Analogue-
ment, d’aprés (10.16),

5 dal®) = 0, dalt) = 0, da?) = 0,
{

(10.22)
dal®) = 0, dat*i = 0,
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On voit qu’en général » = 0, et que les parties symétriques ¢t et 4
et les parties antisymétriques ¢ et {* ont des systémes d’équations
indépendantes et, en conséquence, la représentation est réductible.
Puisque nous nous bornerons a obtenir pour chaque valeur de e et f
une représentation spinorielle pure, nous nous limiterons désormais
aux spineurs symétriques.

En conclusion, les équations trés simples P ¢ = P ¢ = m ¢ de Kemmer-
Petiau-Duffin ne sont pas valables dans I’espace-temps de De Sitter et
doivent étre substituées par le systéme (10.21). Par suite, les équations
de Bargmann-Wigner ne sont pas valables et nous allons voir, au para-
graphe 12, comment les corriger.

11. Champs de spin quelconque
a. Soit maintenant un champ d’un 2 s-spineur symétrique :
(11.1) 9 @) =" (@),
avec la loi de transformation :
11.2) ¢ (z) C9Pb1...112s(x)
b

= A", (§) ... A", (§) ¢ " [g @)

Nous adoptons une notation analogue a (9.2) et (9.3) pour les indices
spinoriels. Les générateurs de la représentation sont

28

(11.3) Xap = Lag — X dap,
) =1
ou
Lal g = — Xy dﬁ! + .’prr dar,
et
Ay gy = — 1[ vg']
o' B'1 | Yo YB'J1e

Les représentations irréductibles sont engendrées par des champs homo-
génes de degré n, et I’opérateur de Casimir I,, il vient

11.4) P 1 = ) X*F Xug

28
=rA—n(+3)+X2Q+ 3%2 D P e velo
I=1 ;3
ol

1 oo
(11.5) Qi = 4 [1* ¥l Luge
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Nous allons étudier chaque terme de (11.4).

b. Q commute avec tous les Xq . En effet, le commutateur des X, g-
. 1
(et aussi des Lo g et des — 1[ya: m]) est
(11.6) [Xug, Xya]l = nao Xy + gy Xasr — nwy Xgror — ngra Xy
et alors
1 , ,
(11.7) Qi Lys —Lya Q= 5y vl Loy — vy v* T Laa)
. 1 1 10
= —Qzlyel + gl el Qo
d’ou
11.8)  Qu(Lys + 2l vol) = (Lys + &
: {Lva + gl el ) = (Low + glvy val) Qu

Mais, évidemment :

(11.9) QY }im' Yol = <2 i[w Yr:']:> Q

1) 1#7
et, par suite,

(11.10) Qi Xy = Xy Qu.

On en déduit que pour les représentations irréductibles, on a

(11.11) Qo =qo,

mais dans ce cas ¢ est symétrique et alors Q, = ... = Q,s = Q et
¢ =...= ¢s = ¢, et nous avons :

(11.12) Qo =gq9.

c. Le dernier terme de (11.4) est
A1.13) N P hlve vel =1 1Pl [ra 6l
;3 I;d

=BT VBE Tl + 85 fu )

I;J
Notons :

(11.14) ('},’ia.[b )l<?ian )Jq)u.bx“.b‘... =
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Dans le systéme de coordonnées des semi-spineurs, nous avons :

(11.15)

soit, d’aprés (2.21) :

(11.16) d)...AxH..\J — 2€AIAJE|'; " (?"'“I"'HJ — 0’
17
Al AJ ,_.AI \J BI BJ
@ 2: -inEnl ¢
— 2CP Ay ‘.‘I"' —-_9 (P""\I"‘AJ ,
et analoguement
ARy CAp A
(1) I J = — 2q) 1 J R

PR Y

Soit maintenant o (s, s’) une composante de Poincaré engendrant la
représentation @ (s, s') @ @ (s',5), S =5+ s’, on a d’apres les équa-
tions précédentes :

(11 17) Z'ﬁ ‘\:'“ (,?(*';-") — — 16 ss’ c?(s;s');
143
28
B e = —8(s + 8) 9,
I=1
et, par suite,
(11.18) D g = — 8 (s + 8" + 255 g1,
L3
Les formules (10.17,;) sont des cas particuliers de (11.12,) pour
s = 3), s’ =% et s =0, s’ =1, respectivement. La méme méthode

conduit aussi & I'équation bien connue :

1.19) B VRl g ) == 64[s (s + 1)+ (" + DI o
LI )
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L’équation (11.13) & I'aide de (11.18) et (11.19) devient;

(11.200 P Phlys 1pli o) = — 64 (S* + 2 ) ¢,

LI
et en conséquence le spineur ¢ somme des composantes de Poincaré
ol*i%) telles que s 4+ s’ = S satisfait la méme équation.

d. Retournons aux opérateurs de Casimir (11.4) et, d’aprés 8.11),
(11.12) et (11.20), on a

(11.21) rZI,=—<Q—g—S>2+2—S(S+1),

identifions cette valeur propre avec celles calculées dans l'article [11]
et faisons ¢ = S [formule (9.16)], on trouve aisément

(11.22) Qo= (S+5+1F4)e—0av

Ainsi les champs des spineurs symétriques satisfaisant aux équations
d’onde linéaires (11.22) engendrent toutes les séries des représentations
unitaires (sauf toujours la D}y7); cette équation est 1'équation la plus
générale et simple, d’ailleurs elle est applicable & un spineur symétrique
générique, mais elle fait intervenir I’espace E;. Nous allons voir que si
I'on veut écrire (11.22) dans l’espace-temps physique V; on trouve un
systéme d’équations, puisque chaque composant de Poincaré de ¢ satis-
fait une équation linéaire différente. Ce systéme est la généralisation des
équations de Bargmann-Wigner.

e. D’aprés (8.17), on a
(11.23) Qe=ryiyivio=irfide,
et, d’aprés (7.14), on pose
28
(11.24) irP,cp=ir\j"f?,-cp=ir~?§<d,~—%2?;>cp,
d’ou
1 28
(11.25) Qe =irPio — 5 Miitue
=1
(pour r > o0, ¢ = irm, on trouve les équations de Bargmann-Wigner

P.q:a:mcp).

Si I'on additionne sur les I

. 1IN -
(11.26) 28Qo =irMe — 5 ¥ Hiug,
LI
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ol
28

(11.27) Mo =P

I=1

On peut décomposer le spineur symétrique ¢ en composantes de Poincaré
selon (3.5), nous allons voir quel est le résultat d’appliquer M sur chaque
composant. Nous avons.

(11 .28) é] P] = — P[ é],
d’otlt
(11 .29) Bf- P[ = P] Bl_; Bl— P[ = P] B?-,

et alors de I'équation (3.4) on a
1 1 1 1
(83 57) — sz Zy8 — ).
(11.30) Mg eé’»(s 5 s +2>@6<s+2as 2>

Nous décomposons M ¢ #:¢" en
(11 _31) M q;(-f; $7) -+ M+ CP(s;s') =M (P(s;r)’
ol

M_ q‘s;"lec;(s — %, s+ %>,
1 1
{53 57) Soog ).
M.g¢ 65<s+2, s 2)
De (11.25) et (11.22) on déduit

i 1N s
(11.32) Mo=— ;<2Sq-‘.— 227“'”> 9.
Ly

D’aprés la décomposition unique (3.5) et I'équation (11.18), on a

(11.33) . CP(S_;_;s,+;) -~ (P(H;-,ya;)

21 , "ofes o
= Tl[@ —q) (s + ) + 4ss ol
Mais remarquons que s < s’ et que

(11.349) M ¢S = M, ?‘0;5)65(%; S — %)
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et, par suite,

(11.35) M_ ¢%8) = 0.
Si S = n entier,

ar.se)  MolvH) p ofF S)e¢;<§__ +

N w2

DI =t
S——

1
i)

[\

et, en conséquence,

(57)
(11.37) M,o\?'2/ =0.
Si S = n*me demi-entier,

(3-33+1) _./S 3.8 3 S 1.8 1
(11.38) Mg\? ¥ ‘es<§—1,§+1>@5<2——1,§+1>

et, en conséquence,

S 1 S 1 \
qu;(? Z—+3)€¢; §_§;§+§ ,
27427134
(11.39) ¢ s
M (»‘*7**2)65 §_1.§+1 )
+ ¢ 271374

On trouve ainsi les systémes des équations :

S = n entier,

1,41 .
M. <P<§'b = ?(2 — @) S,
M_ ¢liS—1 M, g9
21 1 Ls—1
= Ze-os+2(s )],

(11.40) .................. A N
M—-q’ : ﬁ)+M+<P<

21[(2 —qS +4<__ %) (g + %>]CP(3_3§+1>’

M o) 2 g 4 gy (8)



328

M. CASTAGNINO

et S = n'tm¢ demi-entier :

gt 1
M_ q,(n’s }) 27’(2 — ) S g,

N‘[~ q)(l;S—-

1 + ].\/I+ (P(";S)

~Ze-os+2(s-})]eto),

(11.41) <M_ (
21

-

S

M4_<;><2

_2i

T

) S 1\/S 1 (2-2:-4»%
(2_‘])‘|‘4<§—1><§+1>]<{’ .

Ces systémes sont la généralisation des équations de Bargmann-Wigner
pour Pespace-temps de De Sitter.

12. Equivalence entre les différentes théories

Nous allons maintenant montrer I'équivalence de la théorie développée
dans le paragraphe précédent, pour les spineurs purs, et la théorie de
Rarita-Schwinger [éq. (9.18)], pour les spins demi-entiers, et la théorie
S-tensorielle pour les spins entiers. Les équations de cette derniére
théorie se trouvent dans le travail [5] et elles sont :

pATL

(12.1)

S e+ D)+ —1) =2 T

e,,. ,I,/‘iz...iS - O,

Jig .o 4,
T/ =0,

oit T1 ' est un tenseur symétrique et oil

(12.2)  Aras

S & iy el
— VG T
s
o i By .o d ari s
—|—-2R‘,.T1 1—1"1 418
I=1

s iy iy iy rip e fpqlip pqeeedy
—>»RLT

I£3

-1, Til...is:_[z _ ;S S + 2)],1,1'1...15

est le laplacien de De Rham-Lichnerowicz.
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a. Nous commencons a calculer quelques formules : Soit ¢ le spineur
du paragraphe 11 d’aprés (4.15) et (6.5) :

(12.3) Pto =11 ViV, o=5HH+H MYV, 0

1

1, o s -
al Yo vis e

S & X | P
+ oW (ViV; =V, %) o = Ao + [T 1]

~ o
K
I

On peut calculer aussi A¢, le laplacien dans E;. On a

28
. £o - n i .
(12.4) dug=Ddig—dg=Fag— =274 L¥s
I=1

de la méme fagon on peut calculer Vg d, ¢ et trouver

28
% . Iw. .
(12.5) rl¢=rBo+n(@+3)9—iryPio+ 7 i, 1,9

I=1 LJ

Sil’on substitue dans I’opérateur de Casimir (11.4), les équations (11.13),
(11.25), (12.3) et (12.5), on obtient
28
= 1
(12.6) Lo=( —S)A<p+§ZP? 9.
I=1
Avec des petites modifications on peut démontrer que cette formule
est aussi valable pour les spineurs antisymétriques et que c’est la seule
formule qui permet de trouver I'opérateur de Casimir I,, en fonction
d’opérateurs valables dans lespace-temps V,, pour un spineur pur
quelconque.
b. On voit, tout de suite, que dans le cas S = 1, (12.6) prend une
forme trés simple :

(12.7) Lo =1 (Prg+Prg) =Py,

car dans ce cas P2 = P2 [13], et en conséquence S = 1 est I'unique spin
ot I, = P2 Du systéme (10.21) et (10.22) on trouve d’ailleurs que
Iopérateur de De Rham sur la forme a(*) est

(12.8) Aatt) = (3d + d8) otV = 3d a = dm o) = m <m n ;) alt),

mais de (10.14;) et (10.16) :
(12.9) m=—1(—2),
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d’ou
r:Rall= (— ¢* + 5q — 6) an.

Avec la théorie purement spinorielle on peut calculer ¢ 4 ’aide de I'équa-
tion (11.22) pour S =e =1 et on trouve

(12.10) rRat) = — f(f — 1) ai),

c’est-a-dire la valeur obtenue de (12.1) pour S = e = 1. D’autre part,
dans l’article [13] on trouve que si ¢ = § a, il vient

(12.11) Py =S Aa.
Résumant : on a les équations équivalentes suivantes :
(12.12) L =P ) = $Aa) = — f(f — 1) Y1),

qui lient les deux théories pour le spin 1,

c. La derniére équation est, en effet, une conséquence du fait que les
champs 1) et «!!) engendrent des représentations équivalentes du groupe
SO (1, 4). D’apres I'équation (1.28), on a

(12.13) P = 4, at,
Nous allons démontrer que

(12.14) Xarpl K.IJ“) ] 'i’l- X‘ZIB’ a(’)l’

soit

{ Xy i = 12 Xy alt,

(12’15) { Xui gl)“) = ‘?k X vk,

Les générateurs du groupe SO (1, 4) pour les tenseurs sont
S
(12.16) Xag = Lug — D, Siaps
I=1
ou
Log = — 2o dg + g 9,

~ 7 r ’
A I I
(Slwp')u,i = 61’ 7)6,9_1/ —_ Sﬁ, na'}"[“

Dans le systéme de coordonnées { x* }, ces générateurs sont (voir [5]) :

Ly=0; Liu=raV:;

12.17
(12.17) S0 (S = 0.
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Le générateur L,; pour J est [voir (8.17)] :
(12.18) Ly 4 = 120, $0) = 12 (F4,50 a0k 4 4 Va0,

A Taide de (7.12), on a

(12.19) X, ¢ = L, ¢ 4 }1[*;,. Y — iw [vevil

ir,. . -
+ o (ile—Ta ) ot

= Y Lag ol
+2,» .144"— “4’( )'b i —i’kX!pia(l)k
En plus, puisque L;; J1V =0,

(12.20) X i = 1 v v — 1 \Jm[yl v
= 5 [8% Gu— of g‘A] alhk
= - f’/l (Si/')h/\‘ altlk = ‘)h (Xz/)/lk alk,

(12.14) est démontrée, c’est-a-dire que les représentations ) et aft)
sont équivalentes, et par suite :

(12.21) I 0 = $ I, at) = SAal),

c’est-a-dire I'équation (12.12).

d. On peut, tout de suite, démontrer que les représentations corres-
pondantes aux S-tenseurs sont équivalentes aux représentations engen-

drées par les composantes de Poincaré o' (7 ) Soit "' un tenseur
symétrique sans traces. On peut définir une application S de I’espace
des S-tenseurs dans l’espace de 2 S-spineurs de la maniére suivante :

(12.22) o= S sah sa" S_wa,

ay b

ot le symbole S signifie la symétrisation totale sur les indices a et b.

a, b
Avec la méme méthode on peut obtenir

(12.23) Xug ¢ =38 Xyp a,
les deux représentations sont donc équivalentes et on a aussi :

(12.24) Lo=sLa=35Aa

ANN. INST. POINCARE, A-XVI-4 23



332 M. CASTAGNINO

Cette derniére équation peut étre aussi démontrée directement a
partir des équations (11.18), (12.2), (12.3) et (12.6).

e. De méme les représentations engendrées pour les spineur-S’-tenseurs

sont équivalentes aux représentations correspondantes aux composantes
S 1,8 1

de Poincaré. ¢\ ¥ E+Z). Soit a”"'¥ un spineur-S'-tenseur symétrique
sans traces vérifiant I’équation (9.13,). On peut définir une application
de I’espace des spineur-S’-tenseurs dans I’espace des S-spineurs de la fagon
suivante :

(12.25) o= gt a T g,

i tolig
a,b

S est la symétrisation totale. Nous avons aussi

a, b

(12.26) Xog o =8 Xup a,
et

(12.27) Lo=35Ia

Cette derniére équation peut étre aussi déduite directement de (9.22),
(11.10), (12.3) et (12.6).

11I. — EQUATIONS D'ONDE POUR LES SPINS ELEVES
ET CONDITIONS NECESSAIRES D'INTEGRABILITE

Nous avons établi que les équations de Bargmann-Wigner ne sont
pas valables en Relativité générale. L’¢élection plus simple et générale
pour les équations de champ est : les équations de la théorie S-ten-
soriel (12.1) pour les spins entiers, et les équations de la théorie spi-

neur—(S — %)-tensoriel de Rarita-Schwinger (9.18) pour les spins demi-

entiers. Cela posé nous allons étudier les conditions nécessaires d’inté-
gration de ces équations, car la non-commutativité des dérivées covariantes
secondes impose des conditions supplémentaires (ou conditions nécessaires
d’intégrabilité).

13. Conditions supplémentaires dans la théorie de Rarita-
Schwinger et dans la théorie S-tensoriel

a. Soit d’abord les équarions (9.18), nous avons tout de suite :

(13.1) 1 (Vl. v, —V, Vi) CPil...iJ...is, =0,
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qui, avec I'équation (4.15), devient

1 1 . 1.0 igr
(13.2) [ER ity @ AN FR R _ZiR//‘:iil (1 Y9 0 s] —0.
Mais selon l'article [13] :
(13.3) Y/ Y Rjkas, = — 2R v/,
d’ot

(13.4) <2 RY, , g/t b1/ % R, ¢ is,> o,

(13.4) sont les conditions supplémentaires.

b. A partir des équations pour les spins entiers (12.1), on a

(13.5) (A — Ad)a =0,
soit
(13.6) (Vi A — AViJ) Qdl s,

d’ou avec l’équation
3.7 (V= V;V)ar ~2Rkl,a CELE

il vient
S

(13.8) Y (V4 R? )at i—vort —E(WRW) SIMRYTPTS

J=2

l\ﬁm

(V RII-T> 1/ J—l""J+1-~~is= 0.

I
I;

Tt

2

Mais a I'aide de l'identité de Bianchi on trouve
(13.9) Vi R7 5, = V'R, — V; R,

d’ou (13.8), il vient

s
(13.10) Z (Vl.1 LV Rle — VJRq/) iy qree

=2

L =

fp i\ fpeedpq iy g iy Kigyqeeig
(Vile Ay 1—1 /41 —1%41 I =

I
I;

Y

J

~

2

c’est la condition supplémentaire pour les spins entiers.
23.
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14. Les conditions supplémentaires dans le vide et dans les espaces
a courbure constante

a. Le tenseur de courbure peut étre décomposé en somme de trois

parties qui engendrent des représentations irréductibles du groupe
de Lorentz complet [4] :

(14.1) Rby = AV + By + Cliy,
ol
(14.2) Al = %8{2 'R,

est (si R = Cte) un tenseur égal au tenseur de courbure d’un espace a
courbure constante, en particulier I'espace-temps de De Sitter;

(14.3) Biiy, = 2 3} Bf,
ou B/; est le tenseur de Ricci de trace nulle :

1
(14.4) Bji =Ry — 3 Rgu;

et Gy est le tenseur conforme de Weyl. La décomposition (14.1) a les
propriétés suivantes :

(Aiz =Ai/'il=}1R5’.l; A=A =R;
(14.5) (B,-l —BU, — R/, — }13 3; B=B/,=0;
C/y = CVy =0, C=0;=0.

Dans le vide ol le tenseur d’énergie-impulsion est nulle on a

(14.6) R = (%R — 7\> Gijs
d’ott
(14.7) R=—4% e B;=0,

ol 2 est la constante cosmologique. Dans un espace-temps de courbure
constante, I'espace de De Sitter ou l'espace

(.’L‘”)? + (xl)z — (x2)2 — (1123)2 . (xk)-z = —r2

on a
(14.8) R:_4)x, BU:O, Ci/];ZZO.
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b. On peut substituer dans (13.4) R¥/;; par sa valeur selon (14.1),
et on a

s
) i 1 5 1.
(14.9) yi [2 (C 3 iy 25,JBﬁl —3 a,.;B/i)

J=2

% cpil...iJ_ljz:_,_,_l...is. . %Bnl (?il...isr:l —0,

car ¢ a toutes ces traces nulles. On peut substituer aussi R¥;, dans (13.10)
et il vient

s
i i i 1. 1
(14.10) E (VilBJl- + V/BJil — VJB/-,-1 + 1—16; oy R + 18;’ d; R>
J=2 S
~ ail.., i1 i —E(Vil CiljiJk) ail... LRI SERN Y TR 0.

I£T
I;I=2

Par suite on a que dans les espaces & courbure constante les conditions
supplémentaires sont identiquement nulles, et dans le vide sont sim-
plement :

(14. 11) Yi CU |i2ii1 (Pi1i2|i3"'is') _ 0’

(14.12) (Vﬁ C(il.2klil> al2islieis) _ o

On trouve ainsi que les conditions d’intégrabilité sont identiquement
nulles, dans un espace-temps quelconque pour les spins

S=0, 1/2, 1,

car on doit avoir au moins un indice tensoriel pour écrire (14.9) et deux
indices tensoriels pour écrire (14.10). D’ailleurs, les conditions supplé-
mentaires dans le vide pour les spins

S=3/2 2

sont identiquement nulles, car on a besoin au moins de deux indices
tensoriels pour écrire (14.11), et trois indices tensoriels pour écrire (14. 12).

Les conditions supplémentaires pour les équations de Bargmann-
Wigner sont établies dans le travail [12], ou ’on arrive a la conclusion
que, pour un espace-temps générique (y compris les espaces a courbure
constante), seulement les champs de spin — 2 peuvent exister, puisque
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les champs de spin > 2, qui satisfassent les conditions supplémentaires
sont identiquement nulles. On peut penser que ce résultat est trop res-
trictif.

15. Nombre des équations indépendantes

Nous allons calculer maintenant le nombre des équations indépen-
dantes de chaque condition supplémentaire.

a. Tout S-tenseur symétrique a % (S + 1) (S + 2) (S + 3) composantes,
I’annulation de toutes ses traces implique I'annulation d’un (S— 1)-tenseur
symétrique, c’est-a-dire, % (S — 1) S(S + 1) équations indépendantes.

Par suite, un S-tenseur symétrique avec toute ses traces nulles a
1 1
15.1) C+HE+YE+3) - g —-DSE+D=6E+1),

composantes indépendantes.
Un spineur—(S — %>—tenseur de la théorie de Rarita-Schwinger,

cp”il"'is' est symétrique par rapport a son indice tensoriel, sans traces
et en plus il satisfait aux équations (9.18,). vy, g s = 0. Cette derniére

équation implique I'annulation des traces puisque
(15‘ 2) “{12 Yll c?lllz'“ lsl - glll2 CP1112... lsv — O.
Les composantes de ¢ sont :

dEHDE +DE +3)

La condition (9.18,) implique I’annulation d’un spineur-(S’ — 1)-tenseur
symétrique, c’est-a-dire %S' (S’ + 1) (8’ + 2) équations indépendantes.

Le ¢ de Rarita-Schwinger a par conséquence :
2 ! ! ’
(15.3) %(S’ FH)E +YE +) -5 E +DHE +2)
=2 +1E +2),

composantes indépendantes.

b. La condition supplémentaire (13.4) implique I'annulation d'un
spineur-(S’ — 1)-tenseur; nous allons voir que ce spineur-(S’ — 1)-ten-
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seur est un spineur-tenseur de Rarita-Schwinger, c’est-a-dire, il est
symétrique et satisfait (9.18,), donc toutes ses traces sont nulles. D’abord
la symétrie est bien évidente, et on peut vérifier aisément que

Sl
i iy i i j i codgr 1 iqig ... 1lgr
B ; l. iyig...iy__1/izaq- _ 1 y 19 g _
15.49) v,y <ZRJM!'1‘P12 Vi1 2R“1? >_~ 0.
J=2

On voit que le nombre maximal des équations indépendantes dans la
condition supplémentaire (13.4) est 28" (S8 4 1).

Pour les spins entiers la condition (13.10) implique I'annulation d’un
(S — 1)-tenseur, évidemment symétrique, et puisque :

(155) 9"213 Z (2 Vil Ri.]/ - Vi.] Ri]_/') ai1 sy qfiggn i
J=2
S
— 2 (Vil Rill‘i‘,k> ail"'il—liil+1"'iJ—l“J+1...8 —0.
1=£J
d5d=2
On déduit que le nombre maximal des équations indépendantes est S*.

¢. Enfin, nous allons voir que dans certains cas le nombre des équa-
tions indépendantes atteint le nombre maximal 2 S’ (S’ 4 1) [resp. S?]
pour les spins demi-entiers [resp. entiers] (*). Choisissons une base de
semi-spineurs ou les matrices de Pauli soient hermétiques [1],

(15.6) (eip)* = g
On peut écrire le tenseur de Weyl générique [4]
(15.7) Cix = giAE g BF gk E6 g1 DH 5 (i ¢¢b Teren T Cor Son Libin)s

ou T, .., est un 4-semi-spineur symétrique arbitraire et T; ;. = (T, )%
On peut aussi écrire le spineur-(S — %)-tenseur de Rarita-Schwinger

générique :

. i g . . N .
aiy...ig 1 i, igr, ltAlu.AszlA..l;S
(15.8) ¢ —<§ g A]nl...a AS'BQ'CP .

(") Pour le spin S = 1 les conditions supplémentaires sont toujours identiquement
nulles (voir § 14.b).
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Byr
¥ et

sont symétriques dans tous ses indices. (15.8) est la
transformation inverse de (12.25).

La condition (9.18,) est équivalente a dire que 'l "1

AAl e Agr Bl BS'

Nous considérons d’abord le cas du vide (s > 2). Des équations (14.11),
a Paide de (15.7) et (15.8), résulte :

g TB"O“]“g sl;(cl C?51..‘lis'li()151l5211;3.‘. “s') —o,
(15.9) )

BC| Ay...ALB BB, |B,...B
se s o A 1 s’ "0
(Tmsonln2¢ ( ¢ 1 2| 3 s

On peut prendre, par exemple, T,;;; = 1; Teess = 1 et toutes les autres
composantes de T nulles. Envisageons une équation particuliere du
systeme (15.9) avec p indices positifs 1 et ¢ indices positifs 2
(p + g =7S8" —1). La symétrisation comporte une somme de (p + ¢q) !
termes, chaque terme correspond a une permutation des indices CB;. . .Bs,
il y a, pl(p 4+ q —1)!] permutations qui commencent par 1 et
q[(p + ¢ — 1) 1] qui commencent par 2. En conséquence, (15.9,) devient :

p+2 q p q+2

Ry oA e O SR T LOURN P IO
(15.10)  poi1fs — qottts =0,

et analoguement pour les équations de (15.9,). Si I'on écrit maintenant
la matrice du systéme (15.9) on voit immédiatement que la caractéris-
tique de cette matrice est 2 (S’ + 1) S'.

Pour les spins entiers on doit trouver une expression pour la dérivée
du tenseur de Weyl. A T'aide de la méthode de l'article [4] on peut
écrire :

(15, 11) Vi1 C = gl’Allh . a-}.&sus (8

ioiyiyis is 1A, “RA, T..'\, By By By B, B

o T est un 6-semi-spineur arbitraire mais symétrique dans les indices
positifs et T, ;¢ <« o — (Tix a0, A,)%- Puisque le deuxi¢me membre
de (15.11) a toutes les symeétries du premier, il a les propriétés de symétrie
de C, il satisfait I'identité de Bianchi et il n’a pas de traces. On peut

écrire aussi tout tenseur symétrique sans trace comme :

(15.12) o1 — (%>ng151“1 gt g

oll ¢ est symétrique dans ses indices positifs et négatifs. (15.12) est
I’application inverse de (12.22). A Taide de (15.11) et (15.12) I'équa-
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tion (14.12) devient
ByDy A, Gy A,y AC
15.13 g 17171717372 75738 e e e e g
( ) Bydy (Ag|ds]d4|4s
X@a o oy .
?L1L2(,3[L4‘..(,3)1)1321341)4...1»5
A;6; ByD; B,D, BD
Al PPy B3Pg BpPy
+ ,\1 Bl("2l 133[ B4| 115
=0,

CPL1A2A4C4...L501I)2|l)4...D5)

ou les symétrisations indiquées sont faites sous les indices positifs et
négatifs libres, c’est-a-dire non contractes. On peut prendre

Ty; =T, ;=T; ;=T; ;=1

11...1 12... .1

et toutes les autres composantes de T nulles. De méme que dans le cas
précédent, I'équation avec p indices positifs 1, ¢ indices positifs 2, p
indices négatifs 1 et ¢ indices négatifs 2 devient

(15.14) POG—1Doe(P—24¢+3,pqg+1)
—§@@—1Doe(@P+3,¢—2,p,q+1)
+4d@—Doe(@P+3,¢d—2,p+1,9
+pp—Do(@,¢+1,p+3,9—2)
—q@—1Doe@,¢+1,p+3,9¢—2)
—pp—Doe(@P+1,4,p—2,9+4+3)
+9@—1Doe(@P+1,¢,p+3,9—2)=0,

ol
‘P(p’qsp’q)=<P.

p 4 pr g
1..

T R e T
200021001202

et ou
P+qg=p+¢=S—1

Nous pouvons maintenant écrire la matrice du systéme (15.13) et
voir que la caractéristique est S2.

d. Nous allons considérer maintenant les spins S = g, 2, hors du vide

puisque les équations (14.9) et (14.10) sont nulles dans ce cas. Pour

S =g I’équation (14.9) devient

(15.15) 7By o/ = 0.
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On peut écrire :

— s AC o CD
B, =00 T g

(15.16)

(Pa/ J— chf«‘ C?aﬁi‘,
et I'équation (15.15) devient
(15.17) T

ach — T itn = 0,

ackh @ icsn @

qui est un systéme de quatre équations indépendantes. Pour S = 2,
Péquation (14.10) devient :

1 1 .
(15.18) (Vi By + V;Bu — ViBy + 306 0: R + 5 gu9; R> ai = 0,

qui, dans le cas R;; = f (z) g;; devient
(15.19) 0:R) a/ = 0.
On peut écrire :

(15.20) [oR=2oMTy,

ij  — giAC g/BD ..
la SN

et I'équation (15.19) devient

TCD g 0,

Achd =
qui est un systéme de quatre équations indépendantes.

e. En résumé : pour les spins entiers S (2 1) nous avons un champ
avec (S -+ 1)2 composantes et S* équations supplémentaires indépendantes.
Le champ n’est pas déterminé par les conditions supplémentaires et
nous avons (2S 4+ 1) composantes du champ indépendantes. Pourles

spins demi-entiers S = §' —}—% nous avons un champ de

28 + 1) +2) =2 (s + %) <s + g) composantes
et
' 1 1 .
25 (s +1) =2(S - Q) S + i) équations
supplémentaires indépendantes. Le champ n’est pas déterminé et ilya
4(S' +1)=2(2S + 1) composantes de champ indépendantes. Mais

tandis que les équations de Rarita-Schwinger sont un systéme d’équations
de premier ordre, les équations de la théorie tensorielle sont de second
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ordre. Il est donc raisonnable d’avoir le double de variables dans le premier
systéme. Plus précisément ,le spineur—(S — %)-tenseur (9.1) peut étre

décomposé comme simple spineur en ¢+ et ¢— d’accord aux formules (2.4).
Puisque ¢ anti-commute avec y!, 'équation (9.18,) devient :

Por=mog,
(15.21) { P o = m o~

Par conséquent, on peut prendre les 9* comme variables indépendantes
et déduire les ¢— avec les équations (15.15). Les ¢*+ indépendantes
sont (2 S 4 1), d’ailleurs elles doivent satisfaire un systéme de second
ordre.

Nous avons (2 S + 1) variables indépendantes dans les deux cas.
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