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Sur les conditions globales

du probléme des conditions initiales du cas extérieur

par

Alice CHALJUB-SIMON

RESUME. — On commence par rappeler les différentes formulations
du probléme des conditions initiales, et les solutions globales déja trouvées
lorsque la variété initiale est compléte. Dans ce cas, il existe une solution
unique, & condition de supposer la métrique « faiblement gravitation-
nelle », et avec des conditions a I'infini précisées. On étudie ensuite le cas
ol la variété initiale V; est compacte sans bord. Le systéme des conditions
initiales se raméne & un systéme de trois équations aux dérivées partielles
du premier ordre et une équation elliptique quasi-linéaire du second ordre.
A Taide du noyau élémentaire d’'un opérateur elliptique associé a cette
derniére équation, on se rameéne a la recherche des points fixes d’une
transformation intégro-diftérentielle dans C! (V;), et on trouve des condi-
tions pour l'existence de solutions du probléme des conditions initiales.

1. POSITION DU PROBLEME

Le probléme de Cauchy pour les équations d’Einstein se décompose
en deux problémes distincts : probléme des conditions initiales et probléme
d’évolution (Y. Choquet-Bruhat; Gravitation, Witten, chap. IV). Le second
de ces problémes a été résolu dans les travaux de Mme Choquet-Bruhat [3].
Apres avoir rappelé les résultats globaux du premier probléme déja obte-
nus, on étudie le cas d’une variété initiale compacte sans bord. On obtient,
en particulier, la condition d’existence et d’unicité de la solution du pro-
bléme dans le cas statique.
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Le probléme des conditions initiales se formule ainsi : étant donnée
une variété initiale & trois dimensions, section de I’espace-temps de la
relativité générale par I’hypersurface { = 0, trouver deux tenseurs symé-
triques Q et g, dont les composantes Q;; et g;; vérifient les quatre équa-
tions :

M Vi@ =g Ky =0 o
2 R+K—H=0)""
avec

( K = g le:
©) | H? = Q4 Q/.

Dans le cas particulier statigue ( = 0), le systéme (S) se réduit a
I’équation
“) R =0.

On peut obtenir une autre forme du systéme (S). Supposons les coor-
données harmoniques [i. e. les quatre équations :

1 .
®) F = v,—_;d;. (V=gg*) =0

sont Vériﬁées]-

Un tel choix est toujours possible. Le systéme (S) s’écrit alors dans
une carte locale (y, U) :

(6) gij di/, Goo _ 2 goi dl,/, G/’o — goo dio Gio — Hoo
) gV 0 G = ¢ 9,y G — 2 g% 0y GO — HY
‘ G = \’/_—g 9°%
| Ho* — Ho= (Goac’ 0; Go:z)_

[ s,

On se donne sur V; les fonctions G, d, GV il s’agit de déterminer les
quatre fonctions G°*. Le systeme (S,) est un systéme de quatre équations
aux dérivées partielles du second ordre elliptique, et qui n’est ni fortement
elliptique, ni quasilinéaire. Dans une carte locale de V., (S,) est équivalent 4

®) G/ 0;;G* —2Gid,; G/ = — G d;; G/ — \/ — g H
9) G/ 0;; Gt = 2 G' 0;; G/* + G° 0y, Gt — \/— g H*

(S.) est un systéme quasilinéaire; mais il n’est pas associé a un opérateur
différentiel linéaire sur V;; en effet, I’expression :

G 0;; ne définit pas un opérateur différentiel sur une variété, car les
fonctions G/ ne sont pas les composantes d’un deux-tenseur, mais d’une
densité tensorielle.

(So).
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2. RESULTATS DEJA CONNUS

Depuis les travaux de Lichnerowicz [5], on sait que le probléme de
Dirichlet relatif au systéme (S) a des solutions dans un ouvert suffisam-
ment petit de V; (solutions locales) ou dans un ouvert de diameétre quel-
conque, moyennant des restrictions sur les données. Le probléme est de
savoir, si ce dernier type de solutions peut étre étendu a toute la variété.
La premiére solution globale de (S), définie sur toute la variété initiale,
a été donnée par Araki en 1959, dans le cas statique [1]. V, est supposée
compléte, et homéomorphe a R*; 1a derniére hypothése simplifie notablement
le probléme, a cause de l’existence de coordonnées globales sur V.

Le systéme (S) se réduit a I’équation (4). Suivant une méthode due a
Lichnerowicz, on se donne une métrique ¢ sur V;, et I'on cherche la
méirique inconnue sous la forme (c¢f. Araki [1], A. Vaillant [7])

(10) g, = @ g

L’équation (4) devient :
11 AQ—%R@:O.

Le résultat obtenu par Araki est le suivant : supposant la métrique
donnée g réguliére, et asymptotiquement euclidienne, il existe une fonc-
tion ® unique, dans C? (V;), tendant vers + 1 a l'infini et satisfaisant
a (11); il existe donc une métrique réguliére asymptotiquement eucli-
dienne unique, solution de (4); 4 toute métrique g, on peut donc faire
correspondre une solution unique du probléme des conditions initiales
du cas statique, et donc un espace-temps extérieur unique au voisinage
de V..

Dans le cas général, non statique, le systéme (S) est difficile. Les sys-
témes (S,) et (S:) semblent plus indiqués a I’étude dans un ouvert de V,,
ou sur une variété complete homéomorphe a R*. Des résultats généraux
ont été obtenus par I'auteur (A. Simon-Vaillant [8]). Dans un ouvert de V,,
ou sur V,; homéomorphe a R?, (S;) est équivalent a (S;). L’étude de (S,)
permet d’arriver au résultat suivant : donnons-nous des fonctions G¥,
d, GV satisfaisant a4 une hypothése de « faible gravitation », et telles que
les fonctions : (G¥ — %) tendent vers zéro exponentiellement a I'infini.
Alors il existe une solution unique du probléme des conditions initiales
« faiblement gravitationnelle » réguliére (G*3}e€C>”*(V;)), telle que
(G*3 —5*%) tendent vers zéro exponentiellement a I'infini. Ces résultats
sont obtenus grace au noyau élémentaire de I’opérateur elliptique injectif :

(12) Pi=GVoy —k (k> 0)
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et 4 I'aide des théorémes classiques de points fixes (Schauder). Mais ces
méthodes ne peuvent pas s’étendre a I’étude effective sur une variété
compacte pour les raisons invoquées plus haut.

3. ETUDE DU SYSTEME (S)
SUR UNE VARIETE INITIALE COMPACTE SANS BORD

Soit V; une variété compacte sans bord.

L’équation (2) se traite par la méthode de la métrique conforme [cf.
équation (10)]. Supposons donnée une métrique g* définie, positive,
réguliere. Cherchons la métrique inconnue sous la forme :

13) g = e g

Nous choisissons ici comme facteur de conformité e® a la place de ®@;
en effet sur une variété compacte sans bord, aucune condition ne vient
remplacer la condition de comportement & l'infini (par exemple, si V;
est une variété compléete, on impose la condition : ® tend vers 1 a I'infini).
On démontre I'existence d’une solution de I’équation transformée de (2)
a 'aide d’'un théoréme de point fixe, et il n’est pas facile de décider si les
fonctions obtenues sont non triviales (® = 0). Sous la forme (13), cette
difficulté disparait, mais on obtient une équation un peu plus compliquée
pour déterminer 0.

La courbure de V; dans la métrique conforme (13) est donnée par
(cf. Avez [2])

(14) 2" R = R¥* — 8¢ 012 A% (ef)/-z).

(Les éléments relatifs a la métrique g* sont affectés de *.) L’équation (2)
devient

15) 8e 2 A* (e — R* —L2e =0,
ou
L = K — H.
Dans une carte locale (y, U), (15) s’écrit :
.00 0b
* ke 97 R¥ T2 p20 —
(16) 47%0 +2¢ j(x)d'/,idx,- R L2 e — 0,

avec

8 =0o7%.
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Soit S I'application non linéaire (C* (V) — C (V;)) définie en coordonnées
locales par
— . .00 06
SO @ = g* (@)5— 5—
@ =9 @5 5

Le systéme (1)-(2) est équivalent a
17) 4A%0 +2S(0) — R* —L2e® =0,
(18) V; (QJ — ¢/ K) = 0.

Dans le cas stafique, le systéme (17)-(18) se réduit & :
(19) 4A%9 4 2S5 (0) — R* =0.

L’équation (19) est une équation elliptique quasi linéaire. Dans le cas
général — non statique — le systéme (17)-1(8) est composé d’une équation
elliptique quasi linéaire du second ordre en 0, et de trois équations aux
dérivées partielles du premier ordre en £;;. On connait des solutions
de (18) (cf. Perés [6]). Nous nous proposons ici, d’étudier les solutions
de (19) définies globalement sur V, et plus généralement les solutions de
I’équation elliptique quasi linéaire sur V, :

(20) AO + %S %) = }lf(e).

(On a supprimé le signe *, pour des raisons évidentes de simplicité.)

Pour démontrer I’existence de solutions de (20), nous construisons
Iinverse de l'opérateur elliptique bijectif P, = A — &2 (2 >~ 0) sur Vs,
et nous avons ensuite & chercher les points fixes d’'une transformation
intégrale.

Remarque. — L’équation (20) est équivalente & (Lichnerowicz [5])
@0) Mg —gRg—Lior =0 (o=,

A toute solution de (20) correspond une solution de (20), et récipro-
quement [la solution ¢ = 0 de (20’) correspond & 6 = — oo, et ne fournit
pas de solution du probléme des conditions initiales]. Les équations (20)
et (20') étant elliptiques, le principe du maximum s’applique.
Or : (20) s’écrit : F (8, 6, 8) =0,
(20") s’écrit : G (94, 91, 9) = 0.
Le principe du maximum appliqué a (20) donne la propriété suivante :
si Fy = —2L2e0 est strictement négatif sur V;, il existe au plus une
solution de (20) réguliére sur V;. On a donc au plus une solution réguliere
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de (20), c’est la solution triviale. Donc si L? est strictement positifsur V;,
I’équation (20) ne possede pas de solution réguliére sur V..

Dans le cas statique, on a les deux équations équivalentes :
(19) A0 4280 —R =0,

, 1
19" Aq—ng9=O.

Le principe du maximum appliqué a (19’) donne I’existence d’au plus
une solution réguliére sur V, entiére si R > 0 sur V;, c’est dire que le
probléme des conditions initiales du cas statique n’admet pas de solution
réguliére sur V;, si R est strictement positif sur V,.

4. THEOREME D’EXISTENCE
DE LA SOLUTION ELEMENTAIRE DE P,

A partir de maintenant, nous fixons un recouvrement ouvert fini
de V; (74 Uy). Soit (¥,) une partition de 'unité subordonnée au recou-
vrement précédent.

DeFINITION. — On dit qu’une fonction f (V. — R) est dans C»% (V,)
(p entier positif ou nul, 0 < h < 1), si pour toute carte locale (y, U),

la fonction fo 7y est dans Cr* (y (U)). [On rappelle que si & est un

ouvert de R”, I’espace C7-" (Q) est le sous-espace de C? (L2) des fonctions f,
telles que
(20) | f(x) _ f(y) |

EET 1O

8w
o

—

u
€
€

~

[
i~

Cr % () est un espace de Banach.

On montre que C7* (V,) est un espace de Banach, et on peut définir
sa topologie par la norme

1) Ul = 2 £)o 7 lepi aiian
Si fC! (Vs), on posera :

@) Sle=Max Y [, () L (65 @

1C(/a(Ca)
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Soit g la métrique elliptique donnée sur V;; nous verrons’ plus tard
qu’elle ne peut étre choisie de maniére arbitraire.

Les hypothéses de régularité sur g seront exprimées par
gi;€C> (V3) (h donné dans ]0, 1]).
Alors on démontre le :

TaeoREME 1. — Il existe ay > 0, tel que pour o > a,, lopérateur
différentiel P, ait pour inverse un opérateur intégral dont le noyau
— Gq (x, y) satisfait aux conditions :

(i) —Pu.(Gaf)=[ pour tout feC"" (V,);

. Cte 1
oo (i) I ) 6@ @y | =g x Tl
pour tout feC (V;);
Cte 1
) @ | f Ga @ O] =gy G
pour tout f €C (V,),
ou :

v = inf [det g/ ()]; 0 < B < 1.
ZEVy
— Cte désigne une constante ne dépendant pas de «, mais dépendant
de g.
— La notation H, ou (x, y) = H (z, y) est un noyau sur V; désigne
Popérateur intégral associé a ce noyau, i.e. :

Hf@) =] H yfQ@) dy.
Vs
Nous employons les notations de Courrége-Durand [4].

Nous ne donnons que I’ébauche de la démonstration. Celle-ci un peu
technique sera publiée & part. La construction du noyau élémentaire de
Popérateur P, se fait par analogie avec les travaux classiques de Levi-
Giraud, relatifs aux ouverts de R

Soient (®;) des fonctions (®; : V;xV, — R), telles que :
s Sup (®,) CU,; x Uy,

( 2 ®; (x,y) =1 au voisinage de la diagonale de V; X V.

J
ANN. INST. POINCARE, A-XVI-3 16
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Désignant par H (z, y) une paramétrix de I'opérateur elliptique induit
par P, sur Pouvert U;, on définit une paramétrix de P, sur V;xV;,
en posant

(26)  Hai(y) =%, (@ y) H (z; @, 1 @) 97 @)~

Posons :
(26)’ K. (@, y) = P, H. (2, ).
On démontre que l’on a alors :

—P.(Hsf)=f—Ksf, V[feC(Vy).

Cherchons le noyau élémentaire de P, sous la forme :

27) Gy, (@, y)=H. (@ y + | Ho(z, 2) ¥ (2, y) dz.

Vs

Pour que le noyau défini par (27) satisfasse a la relation :

—Pa (G f) =1,
il faut et il suffit que W (z, y) soit solution de I’équation intégrale :
28) v — K, ¥ =K,

Or, on peut choisir « > «,, de maniére que
| Kallgewy, cvpy < 1.

o étant ainsi choisi, I'équation (28) a une solution unique, et le noyau
élémentaire de P, est donné par

@)  G@y=H.(@y+ f H, (z, 2) K¢ (2, ) dz.

nx1 3

Les majorations (24) et (25) s’obtiennent de maniére classique.

5. APPLICATION A LA RESOLUTION
DE L’EQUATION (20)

L’équation (20) s’écrit :
(30) Pa=—20—250) + [ (O).

Associons a (30) la transformation T : (§ > T 6 = W) définie par

G) Y@=[Gep|r10 +35060 - 170 6w
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Soit 2 la boule fermée de C! (V;) de centre O et de rayon m.

Si E et F sont deux espaces vectoriels normés, et A une partie ouverte
de E, on appellera Lip (A, F) I'ensemble des applications lipschitziennes
de A dans F. On peut alors énoncer le :

TrEorEME 2. — Si f €Lip (C (V3), C('V3)), on peut choisir la métrique g
sur V; de maniére que T soit une contraction de & dans lui-méme.

LemMe. — Se€Lip (2, C (V).
L’opérateur différentiel S est défini par son expression dans une carte
locale : si e,

- /= L -
SOo;Z(z):gZJ(Xi(z)):—dziE (0
Appliquant la définition (21) :

S0, — S0,

o= D[ Wa (7o) X (S 010 %a — S 02 0 %2) leznwan

(avec 0] = 0,0 753 i =1,2). Or :
e 002 062\ 062  06% (d@’; 063)].
A =g (% @) [<W o Tz,-)d_z,"- AV

On obtient alors la majoration :

(32) |S6, —S6, |, < Cte(m, g)| 0 — 0: ]

comme : |0 ], <[ 0][;,, pour tout 9e€C*(V;), on obtient I'inégalité :

(33) S0, —S 6., Cte (m, g) || 6, — 0. ||,

ce qui démontre le lemme.

Démonsiration du théoréme 2. — On suppose qu’il existe une constante
k (m) > 0, telle que

(34) IO = FO) llo =k (m) [| 6 — B2 [lo. s
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Or, d’apreés la définition de la norme de C! (V,) :

T8, — T 0l = [| Wy = W [ =3 sup [ W (7 @) X (¥s — Wa) 0 72 () |

+ Max sup

ko zelQ,

| e G @) (. — W) ()
—Cte | ¥, — W,y + | ¥, — W, |1].

D’apres les inégalités (24), (33) et (34) :

(35) 1| Wy — W o = oo ) #1102 — 0 o + Cle (m, )16, — 02

+k(m)le1—ealo}

D’aprés (25), (33) et (34)

Cte 1
36) ¥, —¥.|, < = 0-P =
2219, — 02 [Jo + Cte (m)[| 0, — 0. [,
k (m) . Cte
+ 4 16, —B: o << ——'—‘——Y a—23

X%{a‘z+K(m)}|]e1_02”1}.

Rassemblant les inégalités (35) et (36), on obtient finalement :

C (2, m)

37 1 ="l <3

j I 00— el

ou C (a, m) est une constante, qui dépend de la métrique choisie g par
Pintermédiaire des bornes des fonctions (g;) et (¢%/) sur V,.

Pour que T soit une contraction de 2 dans lui-méme, il suffit que

C (a2, m)

ra-p ="

(3%

L’inégalité (38) est une condition & imposer a la métrique g. Si cette
condition est vérifiée, alors T est contractante.



PROBLEME DES CONDITIONS INITIALES DU CAS EXTERIEUR 233

6. APPLICATION AU PROBLEME
DES CONDITIONS INITIALES
SUR UNE VARIETE COMPACTE SANS BORD

On montre par un raisonnement classique, que le point fixe de la trans-
formation T est, en fait un élément de C>”* (V;). L’équation : 6 =T 6
est alors équivalente a I’équation (20), dont on a construit une solution
réguliére.

Cas stafigue. — f(8) = R. La fonction f satisfait aux hypothéses du
théoreme 2, avec k (m) = 0. Sila métrique ¢ satisfait a la condition (38),
alors ’équation (19) a une solution unique dans toute boule £ de C* (V;).
Or le probléme des conditions initiales, dans le cas statique, est entie-
rement exprimé par I’équation (19). On peut donc énoncer :

TuéorEME 3. — Soit V; une section spatiale de U'espace-temps, compacte,
connexe, sans bord. A ftoute métrique définie, positive, réguliére, donnée
sur V, satisfaisant a (38), on peut associer une solution unique réquliére
du probléme des conditions initiales du cas statique, et donc un espace-temps
extérieur unique au voisinage de V.

Cas général (non statique). — f(8) = R + L?¢e*%. Donc :
fO) =) — L2 (% — &%) =12 (" — &) (" + ),

d’ou
| f () —f () [lo <sup|L2|[2e™][ 08, — 0,

f satisfait donc a I’hypothése du théoréme 2. On obtient le résultat sui-
vant :

TutoreEME 4. — Soit V; une section spatiale de U'espace-temps. A toute
métrique elliptique réguliére sur V,, satisfaisant a (38), on peut associer
une solution unique de I’équation (17).

Pour obtenir un résultat plus complet sur I’existence et 'unicité du
probleme des conditions initiales sur une variété compacte sans bord,
il faut encore étudier les solutions globales du systéme formé par les
trois équations (18).
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