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Dérivations, formes et opérateurs usuels
sur les champs spinoriels des variétés

différentiables de dimension paire

par
A. CRUMEYROLLE

Université Paul Sabatier,
118, route de Narbonne, Toulouse

RESUME. — L. Cet article fait suite a [4, a] et [4, b]. Le but poursuivi
est d’introduire les notions de dérivation covariante et de dérivation
de Lie pour les champs de spineurs et de tenseurs-spineurs, en évitant
le lourd formalisme matriciel presque exclusivement utilisé jusqu’ici
dans la littérature.

Nous montrons d’abord comment I'impossibilité signalée par
E. Cartan [1] d’étendre naturellement aux spineurs les techniques
classiques riemanniennes se rattache & celle de réduire en général le
groupe structural du fibré des repéres orthonormés a I'un des groupes
que nous avons appelés dans [4, b] « groupes de spinorialité » Cette
difficulté disparait sur une variété a structure spinorielle. Nous retrou-
vons « naturellement » sur une telle variété tout le formulaire classique
par un procédé qui, a nos yeux, présente ’avantage d’étre direct, concret
et intrinséque.

IT et III. Dans le méme esprit les deuxiéme et troisiéme parties
sont consacrées au développement de certaines notions bien connues
dans le cas particulier de I’espace de Minkowski de la Mécanique quan-
tique ou elles sont traditionnellement exposées par le biais des repré-
sentations matricielles, dans un cadre local et purement algébrique.
Ici nous avons surtout cherché a expliciter une nouvelle méthode
d’approche qui nous parait plus simple, plus générale et mieux structurée
que la méthode classique, et que nous appliquons a la définition et a
I'étude de formes et d’opérateurs sur une variété réelle de dimension
paire, munie d’une structure spinorelle.

Rappelons que dans I, II et III il s’agit de structures spinorielles au
sens de [4, a] et [4, b]. La projection p de Pin Q sur 0 (Q) étant la projec-
tion usuelle, non « tordue » p () () = vy
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1. DERIVATIONS DES CHAMPS DE SPINEURS

1.1. Dérivations dans 1'algébre de Clifford d'une variété pseudo-
riemannienne

V est une variété paracompacte connexe de dimension n = 2r sur R,
munie d’une structure pseudoriemannienne (ou, en particulier, rieman-
nienne). Q est la forme quadratique fondamentale, ¢ la forme bilinéaire
associée, g (X, X) = Q (X) pour tout champ de vecteurs X. V est une
connexion sur V. Nous rappelons d’abord deux résultats énoncés et

établis dans [4, a].

ProrositioN 1. — Pour que la dérivation covarianfe « passe au
quotient », c’est-a-dire de Ualgébre tensorielle de la variété a son algébre de
Clifford, il faut et il sufft que la connexion soit euclidienne.

ProposiTioN 2. — Pour que la dérivation de Lie Ly atfachée a un champ
de vecteurs X de V « passe au quotient » il faut et il suffit que Ly (Q) = 0,
c’est-a-dire que X soit un champ de Killing.

Si la variété V est pseudoriemannienne quelconque, on sait que la
dérivation covariante euclidienne ne s’étend pas naturellement aux
champs locaux de spineurs : siles 4%, a =1, 2, ..., 27, sont les compo-
santes locales d’un tel champ, il est en général impossible d’écrire

Vade =0,92 + A%, a=1,2...,n,

a partir de la connexion euclidienne V par passage au quotient dans
I’algébre de Clifford et restriction aux spineurs, étant entendu qu’un
spineur en x €V est un élément d’un idéal & gauche minimal de ’algébre
de Clifford en x. Ce résultat signalé et établi par E. Cartan [1] se démontre
facilement dans notre approche [4, a]. On pourrait faire des remarques
analogues pour la dérivée de Lie des champs de spineurs quand Ly (Q) = 0.
Nous allons précisément expliquer de maniere détaillée 1’origine de cette
difficulté et essayer de la surmonter sans recours a la technique des
revétements utilisée par exemple par Lichnerowicz dans [7, b] et [7, c].

1.2. Connexions « spin-euclidiennes » propres

Sur la variété V soit U un ouvert, domaine de définition d’un champ
de repéres de Witt (i, Tax), x =1, 2, ..., r, pour le fibré pseudo-
riemannien complexifié. Désignons par wj, i, j =1, ..., n, les compo-
santes locales de la forme de connexion V, ¥ est dans tout ce qui suit,
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et sauf spécification contraire, euclidienne réelle. Un calcul facile
montre que
5 wé* + wg* == 09
3%
mg—j—w'l*:(), a,3=1,2,...,r1

8
(‘)g* + wi =0,

)

et on peut résumer (1) en

. " ..
0 + o =0, Lj=1,...,n; *=+4r.

Supposons que V admette une structure Pin Q-spinorielle, elle admet
alors a fortiori une structure Pin Q’-spinorielle, ou Q' est le complexifié
de Q [4, b]. Localement un champ de repéres Pin Q’-spinoriels, au-dessus
d’un ouvert AL de V sur lequel est défini le champ (z,, z.+) précédent
et un champ de r-vecteurs isotropes f = 0 7s... N est représenté
au point x appartenant & U par I’ensemble

{ Zoye oo Zay V[ s <o <., <o, T,

ol Y. est I’élément, choisi contintiment dans Pin Q’, qui se projette sur
la transformation orthogonale envoyant un repere de Witt (£, 7igs«).
sur (T, Tox)o. (On se rapportera a [4, a] et [4, b] pour les détails.) Mais si
on se restreint & un groupe de spinorialité de 0 (Q’), celui-la méme qui
correspond a f, on a

‘\l,f——— :I:f= + Tix Tox. . . T [4, b],

et le champ local de repéres Pin Q’-spinoriels peut étre choisi comme

Iensemble {x,,...Z,, ... T+ |. Ces repéres seront utilisés également
pour la structure Pin Q-spinorielle de V, ils pourront étre qualifiés de
« canoniques ». Dans ce qui suit, nous définissons localement f par
f=2ZxXx... T a partir du champ également local de repéres de
Witt (xa, T3+).

Rappelons que nous avons défini dans [4, ] un groupe & de spino-
rialité comme l'image, par la projection p de Pin Q sur 0 (Q), du sous-
groupe H de Pin Q dont les éléments v satisfont 4 v f = 4 f. On voit
immédiatement que Hc C+ (Q) et que V est orientable.

L’algébre de Lie £ (H) de H est constituée par les éléments u de
lalgébre de Lie £ (Pin Q) de Pin Q tels que uf = 0; u peut s’exprimer,
avec un léger abus de notation par

1
u = a**xr, r3« + 3 D% Lo 3, b B* = — b
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« et 3 variant librement de 1 &4 r. Notons que la condition 3 (1) + u =0[3]

r

entraine que Z a*** = 0.
1

Selon un processus classique pour calculer les formes de connexion,
il faut considérer ad u et former ur, —z, u et ux,» — xy» u. Il vient,
aprés un calcul facile :

ury — Ty U = 2 a*7 2y + 2 b 2aa,
ULy — Typ U = — 2 a7 Tys.

Ecrivant ici w’ pour o} (X), ol X est un champ de vecteurs de V,
on a donc

{ mg — 2(113*,
0 \ Wit = — 2 g2B*,
@ 2 W= 2 b
| wg =0

et on obtient, pour exprimer que les formes de connexion sont a valeurs
dans l’algébre de Lie de £ (&) le systéme de conditions :

3 Z wx = 0;
1
@) wix = 0.
Observons que nous pouvons écrire
o) u= }1&%% B + }lmg:a:a*x?* + }lwg*xz*xﬁ = %w’/ z; 2/,

ou nous avons élevé certains indices.

Ainsi, en résumé, si le groupe structural du fibré pseudoriemannien
est réductible 4 un groupe de spinorialité on peut affirmer selon [4, b]
que V admet une structure Pin Q-spinorielle. Il existe alors selon un
résultat classique une connexion euclidienne dont les formes satisfont
aux conditions (3) et (4). Une telle connexion sera appelée connezion
spin-euclidienne propre.

1.3. Dérivation covariante des champs de spineurs relativement
a une connexion spin-euclidienne

Soit 4 f le champ de r-vecteurs isotropes défini au signe prés sur V,
nous prendrons localement

f: Tix Loke o« o Trske
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ProrosiTioN 3. — V étant une connexion euclidienne, on a Vf =0
si et seulement si V est spin-euclidienne propre.

En effet, d’aprés la proposition 1,

Vf:Z Wl Tike v o The v o Tpa —I—Z L% Tk o Tix. . . T,
ax Zox x* Do

ou on a mis en évidence le facteur manquant xax.
Ainsi
Vf=2w;;*x1*...x)\...x,*—]— wia f.
¥ Qz* ok

Pour que Vf soit nulle, il faut et il suffit que %, =0 et Ew; =0,
&
donc que V soit spin-euclidienne propre.

CoroLLAIRE 1. — Si la connexion est spin-euclidienne propre, elle
induit naturellement une dérivation covariante des champs de spineurs.

En effet, Ax wf = sf, w, s€ Cy (Q'), puisque Vf = 0. Etudions comment
opére V sur les éléments d’'un repére spinoriel. Nous écrivons encore
par abus o’ pour o} (X), X étant un champ de vecteurs de V, et V
pour Vy,

V(@s,... 22, f) =2 0% Taye oo Xie o Loy, |

ael ia
o I = (ay, a2, ..., @)
Montrons que

2&)&-’1711.. . xg oo Loy, =E %ngﬁ jo 2 RPN (:1::1,,--- xlh)f'

2el Iﬁcx a=1

En effet : Si «¢], To anticommute avec x,, ..., T, et traverse le
produit x, Z,,...Z,,, multiplié par f, il donne O.

Si a€l, « =a;, 1 ZLiLh, dans le produit z,...ZTy...Ts, Tox
anticommute avec les éléments précédents x,, par produit par z,
comme

Ty Loy = — Ty, Tyx + 2

on obtient deux termes, dont l'un contenant Tox donnera 0 avec f.
Faisant ensuite glisser x3 a la place de x,, on obtient le premier membre
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de I’égalité considérée. De méme, nous montrons que :

r
3% 1 g«
Zw-z Toye oo T3 .. Ty, =sza 3% Tox (Ta,- -« Tay) [
xel jl x=1

Si a¢ I, c’est comme précédemment.

Il reste donc, compte tenu de w>* = — 0§

%Z 02 L3s Toux (Tay. - - Ta) [-

55
Si o =0y 1 Z1ih, x« anticommute d’abord comme précédemment
et donne encore deux termes, xg+ est alors amené a la place de z,,.
Donc le deuxiéme membre est

2 O Ly .. Tgw. .. T, f-

xel
a3 £z

Quant au premier membre, si 3 < «, zg« anticommute avec les facteurs
a sa droite et donne O par produit avec f.

Finalement, posant ¢ = (z4,... %y, f), on a

vy=> gmg’x@ x*) b+ }12 0 Tge Tax Y
a=1

a=1
Bk 1 ak Bk |
= @™ 23 Toux + Qb T X | b =1,

ou u est I’élément de 1’algébre de Lie £ (H) qui est associé naturellement
par p a I’élément de I’algébre de Lie de 0 (Q), défini par les formes de
connexion o’ [u est plus précisément une forme & valeur dans £ (H)].
Ainsi nous avons obtenu :

ProposiTioN 4. — Si la connexion V de forme w est spin-euclidienne

propre, et si u = 411”11 x;.%/, alors pour tout élément L de la base spino-

rielle locale, T,... %y, f, Vo =ud.

GROUPE DE SPINORIALITE ELARGI ET CONNEXION SPIN-EUCLIDIENNE
AU SENS LARGE. — Nous avons déja observé que I’élément général de
I’algeébre de Lie de Pin Q s’écrit (en laissant ici de c6té les conditions
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de « réalité ») sous la forme :

1 1
V= @z, T3k + 5 b**3* Ty T4 + 5 P xy 23 + d,

avec
i — p—B*2* et B = —cB* et B30 +v=0,

condition qui implique

2a“*+d=0 ou 2&)2:—2d.

Le sous-groupe de Lie K de Spin Q, constitué par les éléments v tels
que v f = A f, ke G* (4 variable) est intéressant, son algébre de Lie £ (K)
est constituée par les éléments v de Pin Q tels que vf = kf, k variable
appartenant 4 C. p (K) sera appelé groupe de spinorialité élargi.

Examinons maintenant une réciproque possible du corollaire 1. Pour
que la connexion V induise naturellement une dérivation covariante
des champs de spineurs, il faut et il suffit que Vx f soit de la forme sf,
s€Cy (Q'). On aura alors nécessairement

Vi=Y oif et wj=0.

Revenant aux considérations du paragraphe précédent, il vient donc
¢*3 = 0 et la proposition suivante :

ProrosiTiON 5. — Pour qu’une connexion euclidienne induise naturel-
lement une dérivation des champs de spineurs il faut et il suffit que ses
formes soient a valeurs dans U'algébre de Lie d’un groupe de spinorialité
élargi.

Une telle connexion sera appelée spin-euclidienne au sens large. On a
alors Vf:Z o f. On observera que ng définit une 1-forme a

e

valeurs scalaires sur V, ce qui peut aisément se vérifier par un calcul
local, utilisant évidemment uniquement des repéres Pin Q’-spinoriels
canoniques.

1.4. Dérivation covariante des champs de spineurs sur une

variété a structure spinorielle associée a une connexion
euclidienne quelconque

Soit w la forme de connexion euclidienne. Il lui correspond par
isomorphisme des algebres de Lie une forme u A valeurs dans £ (Pin Q).
Si u (X) est la valeur de cette forme pour un champ de vecteurs X de V,
nous définissons une dérivation covariante D en posant : Dx & = u (X) ¥,
pour ¥ = T4,... x4, f, ce qui est loisible.
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Si la connexion de forme  est spin-euclidienne on a donc D = V.

Dans le cas général, D est I'unique connexion qui étend la connexion
spin-euclidienne, selon un résultat classique exposé en détails par exemple

dans ([5], p. 79). D n’est plus alors obtenue par passage au quotient dans
Ialgébre de Clifford, cependant l’existence des repéres canoniques sur V
nous permet d’assurer I’existence globale d’une telle connexion.

La connexion D sera encore appelée spinorielle, mais sans autre quali-

ficatif. On observera que Dy f =E o2 X)f.

Remarque. — Si ¢ est un spineur de la forme z;,... z;, ¥, ot Y est un
élément d’une base, comme précédemment, on aura encore

Dy (. ..z, V) = u (X) (x,,. . .2, L),

car, par réduction, on obtiendra une combinaison linéaire d’éléments ¢
de la base canonique avec des coefficients constants. On aura I’occa-
sion d’utiliser cette remarque plus bas.

Pour illustrer notre méthode, nous I’appliquons a la détermination
du tenseur de courbure de la connexion spinorielle.

LE TENSEUR DE COURBURE. — U étant élément d’une base spinorielle
canonique

Vxb=uX)d, uX)er (PinQ);

Ve d= V@ (Mo, avee X, YeD(V),
1o, 4
X oy e ume.

Introduisant comme plus haut la projection p
p: £ (PinQ)— £ (0(Q),
il vient
AN =NV =17 X (Y) = Yo X))+ ' [oX), o] b
4(VxVy — Wi — V)b =p"1Xae(Y) — Yo X)
+ o (X), 0 (V)] —o[X, Y]y
=5 (R, Y)Y
=R X, Y)zi 2/ 4,
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ou R est le tenseur de courbure de la connexion V. Si on pose
ViVy — WV —Vuy =P X Y),

ou P (X,Y) est considéré comme opérant linéairement sur les champs
de spineurs, il vient

P (X, Y) () = RS (X, V) ma/ (§),
PX, Y= ZRif X, Y)z: o/,
\
formule que l’on trouve dans ([7, b], p. 43) (le changement de signe
est di & des conventions de définitions différentes pour I'algébre de
Clifford).

1.5. Dérivation covariante des cospineurs et des tenseurs-
spineurs de tout type

Nous avons considéré jusqu’ici des champs de spineurs « contra-
variants ».

C (Q') f=, écrit par abus C (Q') f, admet pour dual fC (Q’) selon une
propriété que nous allons rappeler ici.

3 étant l’antiautomorphisme principal de 1’algébre de Clifford, on
peut poser

B f) (wf) = B (of, wf).f,
écrit encore parfois
B (v, w).f, ou B (v, w)eC.

B est une forme bilinéaire non dégénérée qui nous permet d’iden-
tifier fC (Q’) au dual de C (Q') f, puisque 3 (C(Q)f) =fC (Q’). On se
reportera 4 [3] pour tous les détails concernant la forme bilinéaire B.
On y trouvera ce résultat, que I'on peut d’ailleurs établir immédia-
tement sans aucune difficulté, que B est invariante par l’action du
sous-groupe G, des éléments de Pin Q de norme spinorielle 1
B y=1siyeG] ().

B est défini globalement sans ambiguité de signe s’il existe sur V
un champ f de r-vecteurs isotropes, on supposera donc ici que V est munie
d’une orientation temporelle, c’est-a-dire que le groupe structural du
fibré pseudo-riemannien est réductible au groupe orthochrone.

Pour étendre la dérivation covariante aux champs de cospineurs,
on procéde comme en algébre tensorielle, ’endomorphisme (Vx). est

(') On établira plus bas (p. 198) que DB = 0.
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remplacé par — ‘(Vx).. Ainsi si & et » sont des éléments d’une base
locale de C(Q")f, et u(X) un élément de £ (Pin Q) nous avons a
chercher la transposée relativement & B du produit & gauche par u, or

3(@.-@y) =3k uli,

trivialement, de sorte que 3 (v) étant un élément du repére cospinoriel
local, la dérivée covariante transforme 3 (v) en — 3 (¢) u et cela résout
complétement le probléme pour toutes les connexions spinorielles déja
considérées.

On peut alors étendre la dérivation D aux champs tensoriels, spino-
riels, spino-tensoriels. Sur la variété s (V)xV, ou § (V) désigne ici le
fibré spinoriel de fibre C*, on définira

Dy =Dy ® L) + (r ® Vy).

Nous avons déja traité cette question, dans un contexte un peu diffé-
rent [4, a].

Remarque. — En Physique théorique on est conduit a considérer un
« tenseur-spineur » fondamental dont la dérivée covariante spinorielle
est nulle. Ce résultat apparait ici trés simplement. Soit ¢ élément d’une
base canonique spinorielle.

Posons x! = ¢/ x;, avec les repéres canoniques spinoriels
=z} *=4r).

z! définit un opérateur linéaire noté ' dans l’espace des spineurs et
on peut écrire

Dy @) = u (X) @ ) = Dx (@9 = s ) @) + = (Dx ¥),
d’ou 'on déduit
u(X)zt — 2 u(X) —Dx & = 0;
or u (X) zu — Ts u (X) = whaxy, d’aprés les résultats rappelés au para-
graphe 1.2 et, de plus, sachant que wix = — wj :
uX)rt —ruX) = — 0 = — o/ = — Vx 2l

Ainsi : f)x %' 4 Vxx' =0, ou encore, si on appelle v, I'élément de
C@Q)f-® (CQ)f)*R® T que définit X, Dx vi = 0. C’est 'ensemble

des +* qui représente chez les spécialistes de Physique théorique le
« tenseur-spineur fondamental ».
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I est facile de vérifier que D\ vt =0 se traduit encore par
Viaz;— Dy & = 0 ou si I'on préfére par

A Al e i
GeTip — Gp Tye — C')z! x/'b - O’

en désignant par [[of || la matrice de connexion spinorielle et ||z, ||
celle de Z; (les indices a, b, c¢ sont relatifs au repére spinoriel) [7, b].

Remarques diverses. — Une connexion spinorielle D étant choisie,
on obtient toute connexion sur le fibré des spineurs en ajoutant a la
forme}Lm; ;% = ¢ qui définit D un champ de 1-formes & valeurs
matricielles ou, ce qui revient au méme (4 un isomorphisme prés), un
champ de 1-formes a valeurs dans le fibré de Clifford de V.

En particulier, prenant une l-forme & valeurs scalaires de compo-
santes locales o; (i =1, 2, ..., n), on obtient une connexion telle que
la dérivée covariante du « tenseur-spineur » fondamental soit encore
nulle. II existe une réciproque facile de cette propriété [4, a]. Le champ
de formes locales ¢; a été proposé par certains auteurs (Schrodinger)
pour représenter le potentiel électromagnétique, quand V est l’espace-

temps.
Observons que la 1-forme g, obtenue pour une connexion spinorielle

associée naturellement a une connexion euclidienne fournirait peut-
étre dans notre théorie un autre candidat a la représentation d’un
« potentiel-vecteur » électromagnétique ou quelque chose d’analogue ?

1.6. Dérivée de Lie des champs de spineurs

Soit X un champ de vecteurs de Killing de V. Nous avons signalé
en 1.1 que Ly, dérivée de Lie attachée a X passe « au quotient », de
I’algébre tensorielle a 1’algébre de Clifford.

Considérons sur V une connexion V dont la forme » est a wvaleurs
dans £ (0 (Q)) et qui soit sans torsion. Alors :

Ly(Y) =XV Y — YAV X, V YeD! (V)

Lx (f) = Z L. . . Lx (171*). oo Trxe

ak—1

Posant Lx (Txx) = dix ;, on voit que la dérivée de Lie passe naturel-
lement au quotient, puis a une dérivation spinorielle si et seulement si
1
a, =0 ef on a alors

Ly (f) =D af.

ANN. INST. POINCARE, A-XVI-3 13
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Ly est alors un élément de £ (§ K), ot
p: £ (PinQ)— £(0(Q)).

La dérivée de Lie de f est nulle si et seulement si Lye £ (S) (il s’agit
ici de la restriction de Ly aux champs de vecteurs). Supposant cette
derniére condition réalisée, nous considérons une connexion spin-eucli-
dienne sans torsion; ¢ a le méme sens qu'en 1.3

Ly (§) = X @y XEViZan o T [ — D Ty Va X 2o, f
el 2 xel £
o4 X

avec I = (xy, a3, ..., a4).
Le premier paquet de termes se transforme comme une expression
trouvée en 1.3 et donne

HOTS PEIURS & A

ou les I';; sont les coefficients de la connexion V et
VoX = (Vo X) a2 = Vx 2, — Lx (2).

L’application qui a Y associé Vy X, X fixé, est donc un élément de £ (S).

Transformant comme en 1.3, le deuxiéme paquet de termes donne
1 ix, )
— Z(V/X) x; x/ .
Finalement, on trouve :

1 ) .
) Le (§) = X4 (Ved) — 4 (V, X) 227 4,

formule qui a été donnée dans [6] mais dans un contexte trés différent.
On y observera aussi un changement de signe lié aux conventions de
définition de I'algébre de Clifford. Le deuxiéme membre de (7) s’écrit
encore

@) .
Il apparait la multiplication 4 gauche par 1’élément de £ (H) qui corres-
pond & I'élément Ly de £ (&), car

Ly (331) = af Ty
et on a trouvé

L) = ;@ n2) 4,
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formule identique dans sa forme a celle que 1’on a obtenue pour la dérivée

covariante.
Comme plus haut, on peut maintenant considérer X, champ de Killing
quelconque de V et définir une dérivée de Lie, attachée & X en posant

Ly () = i(aﬁf /) si Lyx () = af zx;

i(a’} zr 2/) définit comme on I'a vu, un élément de £ (Pin Q).

Cette dérivation n’est plus maintenant, en général, naturellement associée
a la dérivée de Lie dans 'algébre de Clifford.

Si X est un champ de vecteurs quelconques, on peut, utilisant une
antisymétrisation, définir une dérivée de Lie pour tout champ (cf. [6]).

Pour passer aux dérivées de Lie de champs de cospineurs, on procéde
comme en 1.5; si 6 est un champ de cospineurs on trouve immédiatement
a partir de (7) et de 1.5 que

Lx () = XtV 6 + }L(Vi X 0 x; 2/,

formule que I’'on retrouvera dans ([6], p. 63). C’est ensuite un travail
de routine que d’étendre les dérivées de Lie a tous les types de spineurs
et de « tenseurs-spineurs ». On posera :

Ly = Lx ® L) + (I> ® Ly),

a la facon de ce que I’on a fait en 1.5 pour la dérivée covariante et avec
un léger abus de notations.

1.7. Généralisation

Examinons 4 quelle condition une dérivation D de I'algébre tenso-
rielle de V qui conserve le type, passe naturellement aux champs de
spineurs. Elle doit d’abord passer a I’algébre de Clifford, donc conserver
Iidéal & engendré par les éléments de la forme X @ X — Q (X).
Un calcul fait dans [4, a], dont l’extension est immédiate, montre
que Dy = 0 est la condition nécessaire et suffisante pour que D passe
a l'algébre de Clifford.

On en déduit aisément que la restriction de D aux champs de vecteurs
définit une isométrie infinitésimale. En conséquence dans les repéres
canoniques, la matrice D’ de la restriction de D aux champs de vecteurs
est telle que D3, =0 et cette condition est visiblement suffisante.



184 A. CRUMEYROLLE

Donc pour qu’une dérivation D de I’algébre tensorielle de V, qui conserve
le type, induise naturellement une dérivation des champs de spineurs, il
faut et il suffit que sa restriction auxr champs de vecteurs induise une
isométrie infinitésimale dans Ualgébre de Lie d’un groupe de spinorialité
élargi.

L’action de D, de matrice D%, sur les champs de vecteurs se traduit
alors sur Y, élément d’une base spinorielle privilégiée par

b Dymand,

comme dans les deux cas déja étudiés.

I est alors possible d’étendre D comme plus haut, quand D} repré-
sente seulement une isométrie infinitésimale, et de passer ensuite aux
champs de cospineurs et tenseurs-spineurs.

2. OPERATEURS SUR LES CHAMPS DE SPINEURS.
ETUDE DE DEUX CAS PARTICULIERS

On suppose connue la notion de conjugaison complexe.

Au pseudo-champ f, défini au signe prés, déja introduit sur la variété V
connexe, a structure Pin Q-spinorielle, associons par conjugaison le
pseudo-champ noté f. Selon un résultat établi dans ([3], chap. III, p. 71]

et que nous avons déja utilisé, fff = % f, ou 4 est a priori une fonction
a valeurs complexes définie sur V. La connexion spin-euclidienne V,

telle que Vf = 0 est aussi telle que Vf = V[ = 0, donc 2 est une cons-
tante absolue sur V. De plus, cette constante est réelle, car on déduit de

fff=1f,
que
fff=1%f, rff=72ff A= i
Donc deux cas seulement se présenteront :

a. ff=0, sur tout V : On rencontrera en particulier ce cas si Q est
d’indice maximal et f défini par des vecteurs réels. Si F’ et F’ sont les
s.t.i.m. de fet f, FF = F donnera f = af, f = af = a af, donc a = ¢,
0 réel, constant sur V, en raison de la relation V f= 0.

On observera cependant que ff= 0, n’équivaut pas a F' =TF
on reviendra sur ce point plus bas au paragraphe 3).
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b. ff=0 sur tout V : Alors fff = L, ). réel, constant sur V. ff est en

général distinct de ff, donc le champ ff n’est pas réel. % f f est un idem-
potent de l'algébre de Clifford de V. Selon un résultat établi dans
([3], chap. III, p. 79) fff 0 équivaut & F'nF’ = 0.

Dans le paragraphe 2, nous ne considérerons que le cas a avec f = e f
et le cas b.

2.1. Structure hermitienne sur les champs de spineurs

Cas a. — Nous rappelons I’existence locale sur V du champ de formes
bilinéaires non dégénérées B (§ 1.5).

Si uf est un champ local de spineurs, nous lui associons uf et cette
correspondance est semi-linéaire, bijective.

Nous formons B (uf, vf), noté encore B (u, v) par abus. On sait que

B(f)=-cf, avec ¢ = (— l)i—(r;l)- 11 est alors loisible d’écrire :

8 (uf) of = kae (u v)f,
ou nous pouvons choisir k de maniére que 4€ soit une forme hermitienne.
if i
Un calcul facile montre que k = 4 e?sic =let k= 4 ie*>sic = —1.

Par définition, nous poserons donc

if
e*Buf)of =2 (mv)f, sl e=1,
M 0
ie*B@f)vf =2 (,0)f, sioe=—1.

Comme B, 3¢ est non dégénérée et invariante par G, (immédiat).

Cas b. — Comme nous l’avons signalé dans [4, b], uf — uf f est ’équi-
valence des représentations spinorielles dans C (Q’) f et C (Q’) f respec-
tivement. Cette correspondance est donc bijective, la correspondance
réciproque associant a uf f I’élément 2 uf. La forme bilinéaire B étant
non dégénérée, il en résulte que si I'on pose

@ 3 (uf f) of = 3¢ (u, v).f,

3¢ est une forme hermitienne, non dégénérée, invariante par Go.

Localement, le probléme est donc résolu; du point de vue global on
observera que f n’étant défini qu’'au signe prés pour une structure
Pin Q-spinorielle arbitraire, dans le cas a il y a ambiguité sur le signe
de ¢ (u, v).
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— Si f = af, on supposera de plus que le groupe structural est réduc-
tible a p (Gy) N S. Alors la norme spinorielle est 1 dans le groupe consi-
déré. 5 est bien définie globalement.

— Si ff+# 0, le changement de f en (— f) ne donne aucune ambiguité
de signe sur 3¢ (u, v).

En résumé, nous avons obtenu :

PropPOSITION 1. — Si ff+£0, il eviste un champ de formes hermi-
tiennes ¢, défini globalement sur la variété V a structure Pin Q-spinorielle
de pseudo-champ f par

(uf, vf) — 3¢ (uf, vf) = 3¢ (u, v),
avec

ac (u, v) f = 3 (uf f) of.

— Si f=ef, il existe un champ de formes hermitiennes 3¢ défini
globalement sur la variété V a structure Pin Q-spinorielle de pseudo-
champ f par

(uf, vf) — % (uf, vf) = 2¢ (u, v),

avec

@0 f= e 8()of, s (—1 T =1,

rr—1)

if
@ f=ie 3(uf)of, si (=1 * =-1
si le groupe structural est réductible a I'intersection du groupe orthochrome
et du groupe de spinorialité.
Dans les deux cas 3¢ est non dégénérée, invariante par G.

L’étude du cas b et la formule (2) se trouvent dans [2], mais dans un
contexte purement algébrique.

2.2. La conjugaison de charge généralisée

Cas a. — Si f=ePf, nous considérons l’application ¢ qui a uf
associe e U f, o réel quelconque, ¢ est une application antilinéaire
et ¢ = Id. On voit aussi que

& (e (uf), vf) = = 3 (€ (vf), uf).

Cas b. — ff#0. fff=1f, ) réel constant.
On pose maintenant :

e (uf) = uf .
V \
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C est antilinéaire et

= 1Id, si A>0,
e = —1d, si A<<O.

De plus, 2e (e (uf), vf) = ¢ ¢ (€ (vf), uf), comme on le vérifie immé-
diatement.

2.3. Adjonction de Dirac généralisée

On cherche & définir @&, appliquant I’espace (C (Q') f). des spineurs
en x€V, dans I’espace des cospineurs en x, telle que & o C = b, b étant
Papplication linéaire fondamentale déduite de B qui envoie uf sur 3 (uf).

— Si f=-e"f, on a la suite d’applications :

uf S exafS B (uf),
donc

a: uf—>p(€@uf))=e*3(@f).
— Si ff#0, on a la suite :
e e — a
uf S S0l 5 (af)
et on voit immédiatement que

a: uf»f/;;ﬁ(u_ff), s A>0,

puisque & € (uf) = 3 (uf) et
a (uf) = a (e e (uf)) = 5 (€ (f).

Si 2 <0, on aura

ei:z I
a@yf) = — — u .
(uf) W?( ff)
Faisant opérer ¢ dans (fC (Q’)). par transposition,
Co KB = @ o C,

un calcul facile montre que & o ¢ = €o & dans les deux cas.
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3. FORMES ET OPERATEURS USUELS
SUR LES CHAMPS DE SPINEURS.
CAS GENERAL

3.1. Préliminaires algébriques. Le spineur pur yf

On se place d’abord dans l'algébre de Clifford standard. Au r-vecteur
isotrope f associons le r-vecteur isotrope conjugué f. Si f = Zx Zox. . . Zyx,
il existe v appartenant a Pin Q' qui « applique » Tox sSur Z,« :

Tox = YV Lo "{_1, a¥* = 1*, 2*, .o ey r¥,
Nous avons alors v f = fv, v [ appartient a I'intersection de I'idéal a
gauche engendré par f et de I'idéal a droite engendré par f. Nous
dirons donc que c’est un spineur pur ([3], chap. III). Il est loisible de
supposer que N (y) = 1, c’est-a-dire que ye€ G, (Q") (cf. [4, a] et aussi
[3], chap. III, p. 81).
Si ¥’ est un autre élément de Pin Q’, tel que N (') = let f =y fy",
on obtient

=G 0fC= 0
égalité qui équivaut [4, b] a
(' f==%f puisque N@)=N()=1

v'—t v appartient donc au groupe appelé H' dans [4, b]. Donc y' = yr,
treH et tf=4+f.

I y a une autre ambiguité de définition de vy, f étant fixé.
Sif = Zix Tox. . . X)x, il existe un élément o de H' qui applique Z,x sur x«
respectivement (¢ f=:¢"f, ¢” = 4+ 1) et I'on voit, aprés un calcul
facile, que I’on doit remplacer v précédemment choisi par 7vyo—! = ¢’
avec N(v) = 1.

Nous définissons enfin o =7y et de f=7"'f7 nous déduisons :

[}

pf=¢f &=+1L
1l est fondamental pour la suife d’observer que &' f ne dépend pas du
choix de v tel que f= v fv'.

En effet, si 7y est remplacé par v = vz, ©f=:"f(:" £ 1), Ty est
remplacé par Y=~ < et l'on a

Al
oYl

S= r3 N v "nS=f nn S F ’
,,,_.\,Tf:; V‘r‘ff:c VTfv=2:"3"5% f"— o f =z f
i i i ' RO i h (T = Tr=1

-2
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’

De la méme maniére, si v/ =7y,
vV =e"ayf=¢"fv=Cfr=11,
d’ou résulte facilement
¥Yf=17f
Remarque. — On peut éventuellement comparer le signe de ¢’ et celui
de 2.7# 0 tel que fff =2 f introduit au paragraphe 2.
Posons ff= k< f, ke C, puisque f[ appartient a l'intersection des
idéaux C (Q) f et fC (Q) ([3], chap. III).

Il1 vient alors aisément :

k
f=;fo,

k.- ki -
frr=51f=5kvf,
. kk _=
f=7“(xf’

kk=2x1¢

Donc 2 et ¢’ sont de méme signe.
il
Sif=-elf, de vfy—t = e® f on déduit utilisant [4, b], que Y f=€*f
et Yyf=Ff donc ¢ =1.
Cette remarque nous permettrait de faire au besoin certaines vérifi-
cations.

PRroOPOSITION 1. — Le scalaire réel ¢’ tel que o f =<' f (v =0, f=v 1),
ne dépend :

(a) ni du choix du s. t.i.m. ¥’ de f,

(b) ni de la maniére de factoriser f en produit de r vecteurs isotropes
linéairement indépendants.

(b) a déja été établi.

(a) est facile a vérifier.

Sif'=ofo![avec N (o) = 1],

fr=Gr) I Gy

On peut prendre v’ = 7 yz—! (modulo un facteur appartenant au groupe
tel que H’ construit avec f’) et il est immédiat que ¥’ y' f' = ¢’ f".
¢’ ne dépend donc que de la dimension n = 2 r et de la signature de Q.
Nous nous proposons de déterminer explicitement un élément v,

une fois choisie la factorisation de f de s. t.i.m. F".
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LeEmME 1. — Si v f est un spineur pur définissant ¥’, pour que x appar-
tienne a F, il faut et il suffit que x~ f = 0. Réciproquement, si ~ appar-
tient a@ Pin Q' et si v f = 0, pour fout x appartenant a F’, alors + f est
un spineur pur définissant F'.

En effet, si zeF, zyf=zf~ = 0. Inversement, siz~ f =0, reEg,
écrivons x =umx, +x,, ot r,€F et 2, a un sous-espace isotrope
maximal F, tel que F, @ F' = E¢. (r, +,)f=0, donc 2, f =0, ce
qui implique que z;, = 0. 4

Réciproquement, si xv f=0, V xeF’, vePin Q’, alors = fy—* = 0.

Posant f'=+vfy!, on a zf' =0, ce qui entraine que x est dans
le s.t.i.m. de f’ (utiliser une décomposition de Witt) : les s. t.i. m.
de [’ et de f sont confondus; or f’'y =y f assure que v [ définit
le s.t.i. m. de f".

LemMmE 2. — Si g (y, J) = O pour fout y appartenant au s.t. i. m. F',
on a g (j, x) = 0 pour fout x appartenant @ F’ et F' = F'.

Appliquant I’hypothése & y 4+ x et & y + iz, on voit immédiatement
que g (J, ) = 0. F’ est donc orthogonal 4 F/, F’ étant unss. t. i. m. F’ = F".

LemME 3. — Si ¢ (y, J) 2 0 pour tout y non nul appartenant a F',
on peut construire une base de Witt (xi, Zs, ..., Zrs Y1, ..., Yr) telle que

Ji=dr, (=41, i=12...,r e FnF =0.

On choisit y, € F’, et on pose z; = + 7,; si H, = (z,, y,), H, est non
isotrope, on choisit y, dans F'n(H,)L, et il est possible d’obtenir z,
tel que x, = 4 y, de sorte que (z,, T, Ui, J») = H, soit non isotrope
et g (x, y,) = dij; on choisit y, dans F'n(H,)L, etc. Finalement on

obtient une base de Witt du type indiqué avec F' = (zi, @ ..., T,)
et ¥ =y, Y -.., J-). En raison de la continuité de g, g (y, ) réel
garde un signe constant sur F' — | 0 }. ette propriété entrainera que ¢
est indépendant de I'indice i.

ProposITION 2. — Si F’ est un s.t.i. m. de Uespace complerifié Eg,
avec dim (FFnF)=r—h:

10 On peut construire une base de Witt

(T1, Tos « o s Trs Yis + -5 Yr)

telle que les vecteurs isotropes y, Y., ..., Y- engendrent F', avec y.,,
Unsss .., Ur constituant une base de F'nF’, et

Uy = 0T, vees Yy = o0Z, (5 = -+ 1)
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20 Si v f est un spineur pur représentant F’, on peut choisir

v — <x1 +y1> <x2 -I-yg)m <xh +yh>_
' V2 V2 V2

Si h = 0, le lemme 3 donne le 1o.

Supposons donc h > 0. D’aprés le lemme 2, il existe y, € F’ tel que
g ., J) = 4 1. Soit H, = (yi, §1), H, est non isotrope, (H,)L également
et de dimension n—2. g restreinte a (H,! est non dégénérée.
Si F), = H)LnF', F, est de dimension (r—1). Si g (y, J) = 0 pour
tout y appartenant 4 F,, on a F, = F,, on peut construire une base de
Witt avec 2, = & 7, et U, U, ..., yr€F, nF, = F'nF’, le résultat 10
est établi.

S’il existe y, appartenant a F, tel que ¢ (y., J.) = -+ 1, on construit
H. = (ys, Y>> s> J=) non isotrope et on se retrouve devant la méme
situation, on continue. Le lecteur verra ensuite aisément que i, - - -5 Yr
constituent une base de F'nF".

Il reste a montrer que 6 = -+ 1 ne dépend pas de 'indice i =1, ..., h.
Supposons que y, = %) et y»—, =—2,—,. On peut construire z;, =y, + 2 y»r—,
tel que AA=1, Z, =2, — 251, d0U ¢g(z1, 2) =0, et z, tel que
2, = Yr— A Yr—; alors l'espace F, de dimension r—h + 2 (2, 2z,
Ynsts - - - Ur) satisfait aux conditions du lemme 2 : c’est l’intersection
de F’ avec le sous-espace K non isotrope orthogonal a l’espace non
isotrope (Ti, ..., Tr—s Yis - - .5 Ys—s). On peut appliquer le lemme 2 a la
restriction non dégénérée de ¢ & K. On a F, =F,, donc F'nF’
contient F,, ce qui est impossible puisque la dimension de F'nF’
est r—h.

Pour établir le 20 il suffit d’utiliser le lemme 1. On vérifie que pour
tout z appartenant 4 F/, zv f = 0 : il suffit de s’en assurer pour

L =121y «ous Thy Uhits «+os Yre
Or
T (@ 4 Y0). (@ + YR Yi Yoo - Yr
=X Tae . Zh Y1 Y2...y- =0 (i=1,...,h
et

gi@ +y)...@n + Yy Y- -Yr

=M@ +y)...@+ Y)Yy (=h+1...,0.

Ir+1
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Observons que (y2)" v f s’écrit localement :
T Lo . =71 Y2 -Ja Y1 Yau . Yre

La proposition (2 bis) ci-dessous n’est autre qu'un raffinement de la
proposition 2. Elle se démontre & partir du lemme 4 suivant :

LemME 4. — Si W est un sous-espace vectoriel complexe, de dimension h,
du sous-espace totalement isotrope maximal ¥, tel que W = W, on peut
trouver une base de W : y,, U, ..., Y, telle que y, =1g,, ..., Y = Y.

Considérons z,€W. Si z =12z, 2€G, 2=e® nécessairement,
i0
prenant y, = e? z, on a 71 = y.. Si, au contraire, (z;, z,) est un systéme
libre, on forme
=2z + Z,
Yo =1(z, — 71)
et

=Y, =10

Supposons donc que nous ayons obtenu le systéme libre yi, y», ..., Us
tel que yy = Gi, ..., Ys = Js» S < h. Considérons z,,, n’appartenant pas a
I’espace des s premiers vecteurs. Si le systeme y., ..., Js, Zss1, Z541 €St
libre, nous posons

Ys+1 = Zsqy + Zotas

Ys+2 = l'(ZS_H — E.H—i)-

Si, au contraire, le systéme est 1ié, il est loisible d’écrire

§
B =St iz, 2 0,

1

et nous prenons

s
Zovs =250, — Y A y;
s+1 §+1 2 yz,
1

qui est différent de O.

En choisissant les a’ de sorte que

ala+t — @ 4 2l =0, alors Z,, = 2,
1a+1

et nous retrouvons une situation déja examinée.
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ProposITION 2 bis. — Si F’ est un s. t. i. m. de U'espace complexifié Eq
avec dim (F'NF’) =r—h, on peut construire une base de Witt

Ty, T2y MRS ] Try y‘l, LIRS ] yr

telle que (yy, ..., y-) engendrent F' avec :

(a) Yh+1 = yh+1’ Yhio = !?h+z, ey U= Z]r;
@) y.=0%, ..., Yo =07, (0 = £+ 1);
(C) Thyy = i}z—!—i, ceey Lp = :Er-

En effet :

(a) résulte de la proposition 2 et du lemme 4;

(b) a déja été prouvé;

(¢) se démontre en s’inspirant de la méthode de construction bien
connue d’une base de Witt :

Si on a déterminé les 2 h premiers vecteurs d’une base de Witt du
type indiqué dans la proposition 2, on choisit ensuite g1 = Jir1 et Tpta,
on a alors

9 @nv1s T) = g Tns1, J)) = 9§ @rr, Yy) =0 pour i=1, ..., h
g (i/z—v—u yz) =9 (§h+1, iz’) =49 (x;m, Ii) =0 pour i=1, ..., h
q (ilz—i—h y/z+1) =9 (x/z+1, ?]h+1) = g (Thtt1s Ynw1) = 1.

Thi1 + Thia
2

Remarques. — Dans tout s.t.i.m. F’ de I’espace complexifié Eg,
muni de la forme quadratique complexifiée, on peut trouver yi, iy, ..., y-
totalement isotropes et linéairement indépendants et les compléter
par z,, &, ..., &~ de maniére que ces 2 r vecteurs constituent une base
de Witt « réelle » au sens que nous avons donné plus haut. Il suffit de
se référer a la proposition (2 bis) (cf. aussi le paragraphe suivant).

Si la forme quadratique Q est définie, on aura ff = 0 et FnF = 0.
Si on transporte cette remarque a la variété V de dimension 2 r a struc-
ture spinorielle complexe, on voit qu’il existera sur V des champs de
sous-espaces totalement isotropes maximaux supplémentaires F’ et F';
cependant on ne pourra pas en déduire nécessairement 1’existence d’une
structure presque complexe [cf. (4, b) 4 ce sujet] ().

On peut remplacer x,., par et on poursuit.

(*) Dans le fibré tangent complexifié de groupe 0 (Q’), on n’a pas nécessairement
une décomposition en somme de Whitney de deux sous-fibrés conjugués avec des
fonctions de transition conjuguées.
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CoNSEQUENCES. — (a) Dans la décomposition décrite par la propo-
sition (2 bis), h =k —r, ou r—k, ot k est le nombre de carrés positifs
de la décomposition de Sylvester de g. ff = 0 équivaut a Q définie.

Si 6 = 1, on forme la base de Eg, d’éléments réels :

ei:'x—i—_|:—xj7 el‘=M7 j=1’2"-~:h’

\/2 J \/’Q
fizxi_'gﬂ, f}:_x/’_;yi, j=h+1,...,r1
v \%

@r=1 =1 (¢@r=1 (r=—1

La décomposition en carrés de g dans cette base réelle orthonormée
contient 2h + r—h = h + r carrés positifs et r— h carrés négatifs.
Si k est le nombre de carrés positifs de la décomposition de g: k = h + 1,
h=k—r.

Si ¢ = —1, on procéde de la méme maniére et on obtient h -+ r carrés
négatifs et r — h carrés positifs. On a donc h =r — k.

On voit donc que toute décomposition de Witt de I’espace complexifié
peut s’écrire a ’aide d’une base de Witt « réelle » au sens donné dans [4, b].
On voit ensuite que f [ 0 équivaut a Q définie (prop. 2 et 2 bis).

(b) Calcul de <’ tel que Y~ f= ¢’ f. — Nous utilisons la proposition 1
et le (a) précédent.
v [ peut étre choisi égal a

1
@ Y @YD G Y =2 2,

(vV2) .

V2)
1

;7~ff=g@ig...ihxlxg...th.

=2

@, + o). ..(Tn + o),

—

Si 0 =1, g a k carrés positifs, k>~r, h=k—r,

(k=n (k—r—1) k—r) (k—r—1)

(k- (k—r—1) k—r) k—r—1)
vrf=(=1D  * L f=(=D = f.
Si 0 =—1, g a k carrés positifs, k <r, h = (r —k),
(r—Fk) (r—k—1 k—r)(k—r—1)

Tif=(=Drh (=) T f=(=1)  * f.
Donc :

Si k est le nombre de carrés positifs de la décomposition de Sylvester de

la forme quadratique réelle g,
k—r)(k—r—1)

(
d=(=1)
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Par exemple :
si k =2 (forme g neutre), ¢’ = 1;
si k = 2r (forme définie positive)

rr—1)

d=(=1) * =g

sik=1r=2, ¢

=—1 s
k=3 r—2 = 1 } (Relativité générale).

3.2. La forme hermitienne fondamentale

A (uf, vf) on associe 3 (uf ) vf et 'on peut écrire, avec un léger abus,
selon une remarque déja utilisée [3] :

5 (uf ) of = aze (u,v)1f,

oll a et 3¢ (u, v) sont des scalaires, y étant choisi comme au 10.

#¢ est une forme non dégénérée (immédiat) et on peut choisir a de
maniére qu’elle soit hermitienne.

En effet, si nous formons 3 (of ) uf :
B(of)uf =aze @ uf,
d’ou
78 (of ) uf = a e (v, u)f.
Appliquant 3 et la conjugaison complexe :
B(uf)of7=cas @ uf,
B(uf)of =cad@ wyf
=cax @y f
=cc'ax @ uyf

et #¢ sera hermitienne si et seulement si :c’ @ = a. Sion se borne a a = e®,
on aura a®> = z&'.

Nous conviendrons donc de poser :
B(uf) =ase(uf,vf)vf, avec a =z,

(2 =":f,
L3vf=¢T,

et nous écrirons souvent #€ (u, v) pour 3¢ (uf, vf).

si
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La définition de 3¢ ne dépend du choix de 7 que par son signe (on peut
remplacer v par v/ = v5, teH’, =f = 4 f, elle est indépendante de la
factorisation de f, cf. préliminaires).

Toutes ces considérations sont encore jusqu’ici purement algébriques.
Si nous introduisons maintenant la variété a structure spinorielle nous
supposons de plus que le groupe structural du fibré pseudoriemannien
se réduit & p (G))N S, de sorte qu’il existera par V un champ f de

r-vecteurs isotropes.

F’ étant le champ de s. t. i. m. que définit f, nous établissons le lemme
suivant :

LemMME 5. — On peut définir sur V, un champ global de spineurs purs

Z — (7 ) associé au champ de s. t.i. m. x — F.. (v ). est & un coefficient
constant prés, un élément d’un repére canonique en z.

Supposons 1 = k << n — k; pour tout point x€V, il existe un repére
de Witt « réel » (x;, y;).. tel qu’il est décrit dans la proposition (2 bis),
les y;, j=1, ..., r, sous-tendant F,. Si [, = (W1 ¥y:...J)e = frr ce
repére de Witt ne peut appartenir au fibré pseudo-riemannien réduit
(cf. 1, 2°), mais si nous avons

ﬂc = 26(.61.0" f?:,
définissant un repére de Witt « réel » par

<ei6 iy Loy v oy L Ty €0 Y1, Yoy ..., !Lr>’
4

celui-ci est bien canonique. Par continuité on obtient dans un ouvert U
connexe contenant x un champ local de repéres de Witt canoniques
« réels ». On peut alors, selon la proposition 2, introduire au-dessus de
cet ouvert le champ local (y f), associé a F’, et défini au signe prés.
Il devient ensuite possible de choisir au-dessus de V, globalement, le
champ ~ f [on observera que l’expression locale de (v f)q ne dépend
pas de la factorisation de f, ce qui est essentiel].

Le raisonnement utilisé ne s’applique pas lorsque k = 0, mais on
sait alors que l'on peut prendre v f = ff (cf. Remarques III, 1°) et
lorsque k = r, mais on peut alors choisir v f = af : ce sont la les cas
particuliers du paragraphe 2.

Remarque. — 11 est intéressant de noter que si f' = v fv—! avec~ €Pin Q
et f'=104f, 2€C, alors | 2| =1, si Q est définie.

En effet, posant A = N (7) 3, un calcul fait dans ([4, b], p. 315)
assure que v f= 4+ uf.
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On en déduit aisément
R ff=@Ewyfyf=~ffv

et de fv~t = N (y) » [, obtenue en appliquant 3, on tire
pE(ff)=NOTFf.

Siff =0, c’est-a-dire si Q n’est pas définie, on n’obtient aucune infor-
mation sur 7, maissi ff=0,0ona:pj =N (), doncN (y) =1let|2| =1,
on peut donc prendre p (y) dans le groupe SO (Q). On n’a donc pas
toujours la possibilité de considérer que le repére de Witt réel (z:;, y,)
précédent ou ceux qui s’en déduisent par vy e SO (Q) sont dans le fibré
spinoriel; si ¢’était le cas, on aurait alors une structure presque complexe
sur V.

Si f s’écrit dans un ouvert U,, sous la forme Zx Z»«...Z+ on trans-
portera aisément a U, les développements précédents de ce 2°0. Il y aura
lieu de remarquer que si U,NnU, =@ et si f= ZixTw...2« dans
Pouvert Ug, on aura V x€U,nUs, une définition cohérente et intrin-
séque de ¢ (u, v) et 5¢ sera définie partout sur V.

Il est immédiat que 4¢ est invariante par G,.

Ainsi il existe sur V un champ différentiable 3¢ de formes hermitiennes
invariantes par Gy.

3.3. La conjugaison de charge et 1'adjonction de Dirac généra-

lisées
On considére la suite d’applications bijectives uf - uf -~ ufy =ayf
et on pose :
@ cuf) =e*uxf,

ol e* est un coefficient constant arbitraire. ¢ est bien antilinéaire et
e = ¢’ . 1d.

Il est sans difficulté de vérifier que
®) ac (€ (uf), vf) = = 3 (¢ (vf), uf).

Enfin, comme au paragraphe 2.4, on considére la suite d’applications :

uf S erav S 3 ®uf),

ANN. INST. POINCARE, A-XVI-3 14



198 A. CRUMEYROLLE

donc @ (¢ (uf)) = 3 (uf)
6 { a(uf) =< 3(€Wf)) puisque ¢€* = :'.1d,
® La) =+ e 5@

On voit ensuite comme au paragraphe 2 que AC = céA&. Nous n’abor-
derons pas ici le probléme de la recherche de tous les champs d’appli-
cations A et ¢ qui posséderaient les propriétés précédentes. On sait
qu'une forme quadratique telle que B n’est pas unique [3] et le choix
de B laisse subsister a priori de nombreuses indéterminées.

3.4. Composition des formes et opérateurs D, B, #¢, A et €

ProrosiTioN 3. — La dérivée covariante de B est nulle relativement a
toute connexion spinorielle associée a la connexion euclidienne.

En effet, si & = vf et ¢ = wf sont des éléments d’'un repére comme
dans le paragraphe 1, il vient, u (X) ayant le sens donné au para-
graphe 1.4 :

DB o) fl=BW 9)uX)f+dB W, 9)f,
d’une part,
=DOB) (b, o) f+dB W, o) f+B DY, 9) f
+BW, Do) f+B ¢ 9)uX)f,
d’autre part.

Mais les deux avant-derniers termes donnent 0, car 3 (u (X)) +u (X) =0
puisque u (X)e€ £ (Pin Q). Ainsi on a bien DB = 0, qui pourrait tout

aussi bien se noter DB = 0.

ProrosiTiON 4. — La dérivée covariante de 3¢ est nulle relativement a
toute connexion spinorielle associée a la connexion euclidienne.

La démonstration est analogue & celle de la proposition 3, il suffit
de noter de plus que u(X)= u(X) puisque u(X)e~£ (G;), que
D@EfNH=uX)vf, que D@f) =u (X)vf, selon le paragraphe 1.4, les
propositions 2 et 2 bis, en utilisant un calcul purement local.

ProrosiTioN 5. — Dans les hypothéses de la proposition 4, on a

De=¢D et Da=anb.

11 suffit de calculer D [¢€ (vf)] en utilisant les remarques précédentes.
Tenant alors compte de A¢ =¢@, on a D@ = a D.
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3.5. Une application a la mécanique quantique. Opérateur her-
mitien associé a une multiplication a gauche

Soit we C (Q’), w définit par produit & gauche un opérateur linéaire.
Il est hermitien si 3¢ (wuf, vf) = s¢ (uf, wof) pour tout u et v.

On a donc :
8 (wuf ) of = 8 (uf ) wof,
ce qui entraine (3 () = w et réciproquement.
Donc lopérateur associé a w est hermitien si et seulement si § (W) = w.
Si A est cet opérateur 2 (Ao, V) =3 (A, 0), U et o étant des

spineurs. A étant fixé s (A, .) est une nouvelle forme hermitienne.

LE VECTEUR COURANT ET LES IDENTITES DE CONSERVATION. — En
mécanique quantique, si V est I’espace-temps, s’il admet une structure
spinorielle le fibré des repéres est ftrivial [4, b] et on peut choisir

un champ de r-vecteurs isotropes f tel que & = —1, si on utilise
la signature +, —, —, —, ¢’ = 1 si on utilise la signature opposée.
On aff=0.

Prenons donc la 2¢ signature ey, €, e€;, e, sont des champs locaux de
vecteurs réels, avec

()= —1, (&) =(e)= ()= +1;

on écrit
x1=61 —':ea, xzzlez—l:eza,
V2 V2
e, — e, ie, — ey
= — y-z = -
Ui \/2 ’ \/2 )
Y. = —17,, et on peut choisir
Y=t @ty =
\/Q 2 2 29
on a alors

N@) = () =1,
Yvy=+1 =41

comme l’on sait par ailleurs.

Posons e = g~/ e;. et définit un opérateur hermitien A%,
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’

Comme ::’ = — 1, écrivons
5 (uf ) of = i ¢ (uf, of) e f,
soit encore, en particulier,
3(P) ey =iz (s AAd)ef.

Les quatre nombres réels s¢ (4, A*{) notés (¥, A¥L >, ot 4 est un
champ local de spineurs, définissent un champ local de vecteurs X sur V
dont nous allons calculer la divergence.

Auparavant, observons que (5) entraine que
ae (e (uf), € (vf)) = ==’ 3 (uf, vf),
3¢ (4 AtY) = — 3¢ (€4, Ak e ),

donc

la conjugaison de charge utilisée ici transforme donc le champ local de
vecteurs en son opposé. Ce résultat est lié au signe de ez’,
D Xt = V; X4,
Did 4, ARG = Dedy ALY + (4, Dy (AR 0)>

puisque D; ¢ = D; ¢ = 0.
Mais il est immédiat que D, (A¥) = 0, donc comme A* est hermitien :

Di Xt = ¢ Ax De ), > + < A* (De ) .
Si I'on postule selon Dirac que i A*D; = m, on a
D; Xt = V; X*t =0,

X s’interpréte comme le vecteur courant et Div X = 0 est une équa-
tion classique de conservation. Si ce courant est créé par des par-
ticules chargées, ¢ correspond au passage a des particules dont les
charges sont de signes opposés. On comparera ces calculs a ceux de
Rasevski ([8], § 25). Nos calculs sont plus généraux puisqu’ils sont
valables sur une variété pseudo-riemannienne et en dimension paire
quelconque.

Remarque. — Si on tient a utiliser la signature (4, —, —, —) et
obtenir néanmoins ¢€* = Id, on remarque que Q (iv) = — Q (v) et que
Papplication linéaire v — iv de Eg dans C (Q’), telle que (iv)* = — v*

induit un isomorphisme 6 de C (— Q’) dans C (Q’), alors on forme la
suite d’applications :

C : uf_(f jh2 (Ilf) — (_ l')lz+-z ue. f0_> (_ l’)-zlz—H ues f’
e —1

si u est écrit avec h facteurs du « 1er degré » Cela donne la conjugaison
cherchée avec ¢ = Id.
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