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Yers un modéle non-hamiltonien
de Poscillateur harmonique

par

J. FRONTEAU (*) et R. JACQUIER

Laboratoire de Physique
Faculté des Sciences, Tananarive

RESUME. — Dans le cadre des tentatives d’interprétation des niveaux
quantiques comme des cycles limites, les auteurs proposent un modele
dissipatif et non-linéaire qui serait susceptible de décrire I’ensemble
des mniveaux énergétiques de l'oscillateur harmonique.

ABSTRACT. — In the wake of the several attempts made to interpret
quantum levels as limit cycles, a dissipative and non-linear model is
suggested, which might possibly describe all energy levels of the harmonic
oscillator.

1. INTRODUCTION

Depuis une quinzaine d’années, divers auteurs ont tenté de jeter un
pont entre la mécanique quantique et la mécanique des vibrations non-
linéaires, en cherchant a décrire les états stationnaires comme des cycles
limites stables ([1], [2], [3], [4], [6], [7], [10], [13], [18], [19], [20]).

L’accent a surtout été mis, semble-t-il, sur 1’accent non linéaire des
mouvements, a priori hypothétiques, a introduire dans le cadre d’une
telle recherche. Les auteurs voudraient plutot insister aujourd’hui
sur I’aspect non-hamiltonien des mouvements en question. Ceci va dans le
sens d’une tentative d’introduction, en physique théorique, de phénoménes
élémentaires dissipatifs ([16], [17], [21]) et, par 1A-méme, pourrait peut-étre
rejoindre a long terme [21] I'aspect thermodynamique du probléme des
états stationnaires, au sens de la thermodynamique de la particule
isolée ([5], [8], [9], [11], [12], [14]).

Dans le cas élémentaire de l'oscillateur harmonique, le présent article
rappelle briévement les propriétés de la dissipation linéaire, puis propose
un modéle dissipalif et non-linéaire qui serait susceptible de décrire
I’ensemble des niveaux quantiques de l’oscillateur.

(*) Actuellement, U. E. R. de Sciences exactes et naturelles, Université d’Orléans,
45-Orléans-La Source.
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2. LE MODELE DISSIPATIF LINEAIRE

2.1. Rappels a propos de l'oscillateur non amorti :
" +w;x=0.
L’intégration donne :
z = Acos(wot + ©),
= — Awsin (v, t + %)
et ce mouvement est représenté dans l’espace R, d’axes (z,z’) par
une ellipse (fig. 1),
xl

Fig. 1
dont le rapport des axes principaux est égal a la pulsation du mouvement :

- = 0G)g.

A

D’autre part, on montre trés facilement que I’hamiltonien H =T + V

est de la forme :

m
H=§—7:(Dos,

olt S est l'aire de ’ellipse dans R., et m la masse de l'oscillateur.
2.2. L'’oscillateur fortement amorti :
" +2rx +owizx=0.

On dira ici que 'oscillateur est « fortement » amorti si et seulement si
22— w; > 0.
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Dans ces conditions, on pose

W=\ — w?

et I'intégrale générale s’écrit :
z=e¢*Achwit+ Bshoi),

ce qui donne, en introduisant les conditions initiales x, et x;, pour f = 0
q 0 A

chmt—!—&shwt 1shmt
<x>:e—)~‘ ® @ <$0>
z (w——k>shmt chwt——&shwt Lo

\ [a) )

Soit &, I'ellipse qui représente dans R, un oscillateur harmonique O,.
La transformée de &, par la matrice précédente sera en général une ellipse &
qui n’admettra pas les axes (x, ) pour axes principaux; en d’autres
termes, la transformée ne représentera pas un oscillateur harmonique.

Pour que & admette les axes (z, ') pour axes principaux (c’est-a-dire
pour que & représente un oscillateur harmonique O) on montre facilement
que la matrice doit étre diagonale. Cette condition implique ici

wit=0,

c’est-a-dire : { =0 (pas de mouvement) ou w = 00— 2> = wj, ce qui
n’est pas réalisé dans le cas général.

Conclusion. — L’oscillateur fortement amorti (3> > »}) ne peut pas
décrire la transition d’un oscillateur harmonique 4 un autre.

2.3. L'oscillateur faiblement amorti

L’oscillateur sera dit « faiblement » amorti si A* — w2 < 0.

On pose :
0w =\w; — A
et il vient
A A
coswl -+ —sinwt —sinw ¢
()= ; ; (%)
z ——<m+k>sinwt coswt—lsinmt o
® ®

Pour que la transformée & de &, représente un oscillateur harmonique,
il faut que la matrice soit diagonale, ce qui implique ici :

wt=km (k entier).
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La transformation se réduit alors 4 une homothétie dans R. (fig. 2)

3

En conséquence, & et &, ont non seulement les mémes axes principaux,
mais le méme rapport d’axes :

B_ B,
AR

En d’autres termes (cf. 2.1), 'oscillateur transformé a la méme pulsation
que l'oscillateur initial.

ConcLusioN. — L’oscillateur faiblement amorti (A* < w};) peul assurer
la transition entre deux oscillateurs harmoniques de méme pulsation. (Nous
dirons que le modéle dissipatif linéaire « transmet » la pulsation origi-
nelle ,.)

Malheureusement, ce mouvement amorti linéaire n’admet pas de cycles
limites autres que le repos.

3. UN MODELE DISSIPATIF NON LINEAIRE

Considérons le mouvement décrit par une équation de la forme :
o foiz=pfi @) (> 0),
ou f, est une fonction non-linéaire de x et de z’, et » un paramétre pefit

qui mesure le degré de non-linéarité et de dissipation du mouvement
considéré.
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3.1. Rappel d'une méthode de recherche des cycles limites

On appliquera a I’équation précédente la méthode de Van de Pol
telle qu’elle est exposée, par exemple, dans ([15], p. 83). On reprendra
méme les notations utilisées dans l’ouvrage cité.

Un changement de variable = = o, { conduit & une équation de la forme
d’z Cdrx
= te=eflag

sur laquelle on raisonne. Elle présente ’avantage que I’ellipse représen-
tative de l'oscillateur harmonique dans R, est une circonférence.

La méthode de recherche de cycles limites de 1'oscillateur perturbé
qui admettent la méme pulsation w, que I’oscillateur harmonique consiste
(cf. [15]) a chercher des solutions de la forme :

z= o(r)cos[z — 0 ()] =0 (%) cos: (7)),

dz . .
= —e@sinlr = 0@l = - @sinZ ()
c’est-a-dire telles que
do
F=po@ =0,
Z@ =uv@ =0,
ou
1 2T
®@) =~ 45 [ flecosi —usindsinzds,
0

. 1 i . . - g
U () = Q—,T—f f(s cos?, — o sin?) cos d5,

o étant traité comme une constante sous le signe f .

En résumé, on montre que les cycles limites (zc) :
a. sont définis par
o = 0, avec @ (o) = 0;

b. sont stables si
do
o (oc) < 0;
c. sont des oscillateurs harmoniques de pulsation o, si

¥ (5c) = 0.
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3.2. Recherche d'une fonction ® (7) qui décrive les niveaux
quantiques de l'oscillateur harmonique

D’ordinaire, 1a méthode de Van der Pol est utilisée comme suit : on

/

connait la perturbation f ( z, Z—f), on en déduit ® (o) et W (o), puis I'on

étudie ces deux fonctions pour en déduire d’éventuels cycles limites.

Ici, nous pratiquerons en sens inverse. Puisque nous connaissons les
niveaux quantiques de l'oscillateur harmonique, nous chercherons —
par titonnement — une fonction @ susceptible de les décrire comme des
cycles limites puis, connaissant ®, nous essaierons d’en déduire la fonction

perturbatrice f correspondante.
Remarquons que cette méthode, si elle nous donne une solution, ne
nous permettra pas a priori de conclure que cette solution est unique.

Les niveaux quantiques de I'oscillateur harmonique sont de la forme :
E =<n—|—%>ﬁmo ~ E—(2n+ 1)E.

Les aires correspondantes dans R, sont

S=<n+%>% - S=@2n+1)8S,

d’ou pour le rayon 5 de la circonférence représentative dans R.,
o =po\2n + 1.

h

Rappelons que l’ancienne théorie du quanta donnait
0 =o0o\2n.

ProBLEME. — Trouver une fonction ® (¢) qui admette cette double
suite de zéros. Les facteurs (2 n) et (2 n 4 1) rappellent les zéros de la
fonction sin 2 X = 2sin X cos X, et le radical porte a introduire un
carré en argument du sinus; il reste a ajuster un certain facteur, et I’on

parvient a
2
® () = sin[z<f-) ]
Do,

Vérifions que cette fonction peut étre acceptée pour décrire les niveaux
quantiques de l’oscillateur comme des cycles limites stables (cf. 3.1)

® (o) =0 — sm[%(%)] cos[%’(%)e] =0.
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Premiére famille de zéros (F:)

of5(27]-0 - 3

Pc1 = 9 \/2 n+41

Nl A

Dl

ocy = cycles limites de type 1.

Deuxiéme famille de zéros (F.) :

sm[%(%)] =0 —> 0c=0p0\2n

oc: = cycles limites de type 2.

Passons a I’étude de %)(pc) :

O-
p 270 TNV e T(f
=g cos ['ﬁ(;” S‘“[z(a

Famille (F,) — ® (o)) = — 2;‘"

0
Famille (F;) - ®' (pc;) — %’
2
La fonction @ (p) décrit tous les niveaux introduits a
lateur harmonique :

) =(n+s

ONIQUE 125

t

Iy

< 0, famille STABLE.

> 0, famille INSTABLE.

propos de l’oscil-

1° Les niveaux donnés par I’équation de Schrodinger, que 1’on trouve

stables;

20 Les niveaux de l’ancienne théorie des quanta,
instables.

que l'on trouve

3.3. Il existe une fonction f qui donne un ® de forme voisine

de la précédente

Considérons la fonction :

f(pcosi,—psin';‘_):—2psinZsin[n

2
f= —2psin'§sin[7:<£> ]
Po.

c’est-a-dire
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Calculons la fonction @ (o) correspondante :

® (o) — —if' fsint s,

tD(o)——|—27_f 20sin: sm[ (§0> ]sin‘lid'g;

5 est constant sous le signe / , d’ou

D (o) = :—i sin[r(o‘—o>_]f sin® 2 d%,
T : )
. /O\ 2
D (o) = \OSIIII:TE (D‘—) ]
Qo

Passons au calcul de ¥ (o) :

‘F(P)Zlepfﬂfcos'gd'g,
W) =— f 2ps1nEsm[ (;i)?]cosid'—;,
W) = —15111[ <;0>]f sin cos z dz = 0.

La fonction f = — 20 sin - sin [n<£>] conduit ainsi a des cycles limites

Po
qui sont des oscillateurs harmoniques de pulsation w, puisque ¥ (oc) = 0.

[(S]

c’est-a-dire

ProBLEME. — Ces cycles limites sont-ils les mémes que ceux que nous
cherchons ?

3.4. La fonction ® = 5 sin [Tr <£>L] admet bien pour cycles limites

)
stables les niveaux de l'oscillateur harmonique

Introduisons une notation en ®, et ®@,

®, = sin [7‘( ;)], fonction étudiée en 3.2;
Nl

®, => Sin[ﬁ( -‘O—> ], fonction calculée en 3.3;

N
. ‘_10

‘D-z :')q) M
0—0
0/ s
\‘Dl—o e OCt—OO\’2n+1 ?C2=?0\/2n;

9=0 > ®,(0)=0 — ®,(0) =0.
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Ce cas serait incertain quant a la stabilité si » = 0 n’appartenait pas,
par ailleurs, a la suite pc. = o V2n.
Famille (F1) — @, (Pm) = 0, d)’l (PCi) <0 — (I)’z < O’
famille STABLE;
Famille (F,) - @, (pc2) = 0, @, (o) >0 — @,>0
famille INSTABLE.
Ainsi, la fonction f = —2p sinz sin [7: <§>] conduit aux niveaux
0
de loscillateur harmonique.

4. INTERPRETATION PHYSIQUE
DU ROLE QUE JOUE LA DISSIPATION
VIS-A-VIS DE LA STABILITE

On a rappelé en 2.1 que

E=H=_T4,5.

21

Dans la mesure ou ’on vient d’établir (cf. 3.3) la conservation de la
pulsation w,, on peut utiliser la proportionnalité de E et de S au voisinage
de tout cycle limite. En conséquence,

N 7l gdx . S
f__295111:-81“[“9_2]_2(1_63111[“3;] (cf. 3.1),

0
dx . E
f—2ESln[ﬁE]'
Ainsi, selon l'interprétation étudiée ici, ce serait un terme dissipatif

( Z%: y figure, et méme en facteur> qui assurerait la stabilité des niveaux

quantiques de l’oscillateur. Il est également évident que ce terme n’est
pas linéaire puisque la vitesse et la position figurent au carré dans I’énergie
totale, qui figure elle-méme en argument du sinus.

Il nous reste & comprendre directement le role de la dissipation vis-a-vis
de la stabilité. Pour les cycles limites, f = 0, c’est-a-dire

E=kE05E=(2n—{-1)E0,
k>0 |E=2nE;
cas E = 2n + 1) E, (fig. 3).

Le cercle de la figure 3 est tout simplement le cercle trigonométrique,
dessiné 1a pour fixer les idées.

E=Qn+1HE,-P—>f=0 (cas limite hamiltonien);
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'

A
A

Fig. 3

E>Q2n+1)E;—>Py—>sin<<0—f=—ca" (cpetit > 0).

Le systeme est alors dissipatif; il perd de I’énergie et E décroit vers
I'énergie d’équilibre (2 n + 1) E,,

E<@n+1D)E,->P,>sin>0->f= 4+ :x.

Le systéme est alors antidissipatif; il absorbe de I’énergie et E croit
vers (2n + 1) E,.
La stabilité est ainsi expliquée.

Cas E=2nE, (fig. 4) :

~0 [0 0
J

4l

Fig. 4

E=2nE,~P—->f=0 (cas limite hamiltonien)

E>2nE -P:—>sin>0—>f= 4+ :z.
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Le systéme est alors antidissipatif; il absorbe de 1’énergie;
E croit et s’éloigne de I'énergie d’équilibre 2 n E,.
E<2nE,—»Py—>sin<0—»>f=—:z.

Le systéme est dissipatif; il perd de I’énergie et E s’écarte de 2 n E,.
Cette situation est évidemment instable.

5. EXTENSION
DU MODELE DISSIPATIF OSCILLATOIRE
A LA DESCRIPTION DES TRANSITIONS ELLES-MEMES

Jusqu’a présent, dans le cadre d’une étude de stabilité, nous avons
étudié le role que joue la fonction

f=2‘ua:'sin<7?E—]i)

au voisinage d’une position d’équilibre. Montrons maintenant que le
phénoméne de dissipation et d’absorption d’énergie garde toute son
importance loin des positions d’équilibre stable, a supposer qu’un phéno-
meéne extérieur en ait écarté notablement l’oscillateur. Pours’en convaincre
il suffit de considérer I’équation

d*x dr . /[ E°

et celle qu'on en déduit aprés multiplication par gg, a savoir :

%%[<%>z+x2}:2y(g—f> sm< go)

On remarquera d’abord que le mouvement admet une infinité d’intégrales
particulieres :

5 [( dx) + le =kE, (k entier)
et ce, quel que soit ; puis I'on raisonnera sur les deux relations ci-dessous :

f= 2[J~£Slﬂ( IE,) '

dE

7 E ("J- > O),
- 4 1‘ Ec n SIII ( = ‘
d : EO

\
ou E est I’énergie totale : %[(% )2 4 x]

. . o 1/dx
et E.. 'énergie cinétique : 2( zF) :
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Les propriétés du mouvement sont résumées par la sinusoide de la
figure 5, que nous allons interpréter :

— Sur toute 1’étendue d’un intervalle (2n—1, 2 n) le phénoméne

est dissipatif ( f est opposée a lE)’ ce qui entraine une décroissance de

d-
I’énergie totale E <F < O>. Ainsi, quelles que soient les conditions
initiales, et parce que le point représentatif du mouvement reste nécessai-
rement sur la sinusoide :
(a) E tendra vers I'énergie (2n —1) Eo;
(b) f tendra vers zéro.

J dE/dr lr
_4F Ecin

Anti-

diss;pat:on
0 1 2 3 4 S .

X >
dissipation E/Eo
Fig. 5

Le mouvement tendra donc vers celui d’un oscillateur hamiltonien
(f = 0) d’énergie (2n — 1) E, et de fréquence w,, et il ne s’en écartera
plus (sauf influence extérieure) puisque le cycle limite est stable.

— De méme, sur tout intervalle 2n, 2n + 1) :

(a) E croitra vers I’énergie (2 n + 1) E;

(b) f tendra vers zéro,
d’olt la méme conclusion que ci-dessus.

— 11 semble donc que la fonction f = 2 pg—fsin <7*EE> soit suscep-
3 ]

tible de participer a la description des transitions quantiques elles-mémes,
et non plus seulement & la description des états stationnaires.

6. CONCLUSION GENERALE

— Dans le cadre d’une éventuelle interprétation des niveaux quantiques
de l'oscillateur harmonique comme des cycles limites, nous avons démontré
que :
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10 Le modéle dissipatif linéaire est susceptible de participer a la repré-
sentation des transitions entre niveaux, puisqu’il transmet la pulsation
originelle w,. Malheureusement, ce modéle n’admet pas de cycles limites
autres que le repos.

20 I] existe un modéle dissipatif oscillatoire,

f=2yg—fsin(né>
qui rend compte de I’existence de niveaux quantiques de I'oscillateur
harmonique, qu’il interpréte comme des cycles limites stables.

30 Le méme modéle interpréte les niveaux de l’ancienne théorie des
quanta comme des cycles limites instables.

40 Ce modéle dissipatif oscillatoire raméne tout état initial vers 'un
des états quantiques et, comme le modéle linéaire, assure ainsi la trans-
mission de la pulsation originelle w,.

— On remarquera que le modéle dissipatif oscillatoire

dr . E
f= 2,uEs1n<7rE>
rentre dans la forme générale proposée il y a dix ans par les auteurs
des publications [3], [6] et [7].
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