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Propriété des rayons
associés aux ondes hydrodynamiques
d’un fluide relativiste conducteur de chaleur (*)

par

Béchir MAHJOUB
Laboratoire de Physique Mathématique, Collége de France (**)

REsUME . — Les discontinuités infinitésimales des variables se propagent
le long des rayons associés aux ondes hydrodynamiques établies lors de
I’étude du systéme d’évolution d’un fluide relativiste conducteur de cha-
leur. La direction de ces rayons est invariante par I'opérateur de disconti-
nuité infinitésimale.

ABSTRACT. — The infinitesimal discontinuities of variables spead along
the rays associated to hydrodynamic waves established in the study of
evolution’s system of a relativistic fluid with heat conduction. The
direction of those rays is invariant by the infinitesimal discontinuity’s
operator.
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CHAPITRE IV

TENSEURS-DISTRIBUTIONS
16. Tenseur-distribution sur une variété riemannienne [2].

a) Soit V,,, une variété différentiable, orientée, de dimension (n + 1),
de classe C**! (h > 2), munie d’'une métrique riemannienne de signature
quelconque, de classe C* qui- peut s’écrire localement

ds* = g,gdx*dx? (B, ...,=0,1, ..., n)

Etant donnés deux p-tenseurs T et U, nous appelons produit scalaire
(T, U), au point x de V,,, le produit en x

(16.1) (T, U)x = Ty, o, (x)U*7(x).

Soit 2P(V,, ) I'espace vectoriel des p-tenseurs de classe C*, a4 support
compact dans V,, . Si Ue 2PV, ,) nous posons pour tout p-tenseur T:

(16.2) (T,U) = f (T, U)un(x),

n étant I’élément de volume riemannien qui s’écrit localement

(16.3) n=211gldx° A ... A dx".

b) Un p-tenseur-distribution T de V,,, est une fonctionnelle linéaire
continue a valeurs scalaires sur les p-tenseurs a support compact de classe C*.
Nous désignons par (T, U) la valeur du tenseur-distribution T pour
Ue 2"V, )
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Un tenseur ordinaire T définit un tenseur-distribution T® (ou T par abus
de notation) par I'intermédiaire de la formule (16.2).

Dans le domaine Q d’un systéme de coordonnées locales (x), tout
p-tenseur-distribution peut étre, comme un tenseur ordinaire, rapporté
a ces coordonnées, les composantes étant des scalaires-distributions.

¢) Considérons un p-tenseur ordinaire T, VT sa dérivée covariante dans
la connexion riemannienne. Si Ue 2¥*1(V, . |) nous avons

(VL,U) = J VLo, (YU () (x),

Vn+a

soit par intégration par parties

(16.4) <VT, u > = — J Ta"..ap(x)VpUpﬂl...ap(x)r’(x)'
Vo1
En introduisant I'opérateur § de codérivation sur les (p + 1)-tenseurs
défini par
: Uy, - —-V,U*

.Bp+1 ay...ap?

nous pouvons écrire (16.4) sous la forme
(16.5) (VT,U) =T, aU ).

Nous définissons la dérivée covariante d’un p-tenseur-distribution T
comme le (p + 1)-tenseur-distribution VT déterminé par la relation (16.5)
ou Ue 2®*)(V,,,). Les propriétés classiques de la dérivation covariante
dans une connexion riemannienne et les formules correspondantes sont
valables pour les tenseurs-distributions.

17. Les distributions Y*, Y~
et § relatives a une hypersurface [3].

a) Dans un domaine Q de coordonnées de V,,,, soit £ une hyper-
surface réguliérement plongée, d’équation locale ¢ =0 (¢ de classe C?)
qui partage Q en deux domaines Q* et Q~ vérifiant respectivement ¢ > 0
et ¢ < 0. Désignons par [, le vecteur non nul J,¢.

Désignons par Y* (resp. Y 7) la fonction sur Q qui vaut 1 (resp. 0) dans Q*
et O (resp. 1) dans Q™ ; les fonctions Y* et Y~ définissent dans Q des distri-
butions désignées par les mémes notations, par lintermédiaire des for-
mules

(17.1) <Y+,f>=.[ Y+ﬁ7=J o,
Q Q+*
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(17.2) <Y_,f>=J Y—fn=j M
Q Q-

ou fe 29Q).
b) Soit w une n-forme de Leray vérifiant

(17.3) n=do Anw=1Ao.
Si Q" et 0Q~ sont les bords orientés sur T de Q* et Q™ (IQ* = — 0Q"),
I'intégrale

Jo = —J o (fe29Q)

a une valeur indépendante du choix de w vérifiant (17.3).
Nous définissons la distribution §,, (ou plus briévement 6) par la rela-

tion

(17.4) Bf>=- +fw=f_fw

ou fe 2'9Q); J, est la mesure de Dirac relative & ¢ ; son support est
porté par X.

¢) Pour évaluer les tenseurs-distributions dérivées des scalaires-distri-
butions Y* et Y nous introduisons dans Q le systéme de coordonnées (1)
tel que y° = ¢ ; compte tenu de (16.5) et (17.4) nous obtenons successive-

ment
(VY*,U>=(Y%doU)=<15,U)

pour tout Ue 2(Q); nous avons ainsi au sens des distributions
(17.5) VY* =16

et de méme

(17.6) VY™ = — 6.

d) Soit V un champ de vecteurs dans Q tangents aux hypersurfaces
¢ = C*, soit
(17.7) iMl=ve,=0

ou i(V) représente le produit intérieur par V. Evaluons la dérivée du sca-
laire-distribution J relativement a V, soit i(V)V4. Si fe 2°(Q) nous avons

CUVIVE, f > =< V8, fV) =<3, 8(fV)).
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En utilisant les coordonnées (y*), nous obtenons
CiVIVS,f > =0
pour tout fe 20Q); d’ou
i(V)Vé = 0;
il en résulte qu’il existe un scalaire-distribution 8’ de support T tel que

(17.8) V5 =15

18. Discontinuités tensorielles a4 la traversée d’une hypersurface.

a) Considérons un p-tenseur T dans Q satisfaisant les hypothéses sui-
vantes :

1° Dans chacun des domaines Q* et Q~, T est un p-tenseur ordinaire
de classe C.

2° Quand ¢ tend vers O par valeurs positives (resp. négatives) T et VT
tendent uniformément vers des fonctions a valeurs tensorielles définies
sur X et notées T*, (VI)* (resp. T, (VI)7).

Nous introduisons sur X les tenseurs-discontinuités:
M=T"-T" , [VII=(VD)" —(VI)".
Soit TP le tenseur-distribution défini presque partout dans Q par
(18.1) ™=Y'T+Y T
Nous définissons de méme les tenseurs-distributions a support sur X:
[Tl =8T* —T")=0T" — 6T,
S[VT] = 5(VT)" — (VT)7) = (V)" — 3(VT)".

b) Evaluons le tenseur-distribution VTP dérivée au sens des distri-
butions de TP ; compte tenu de (17.5), (17.6) et (18.1) nous obtenons

(18.2) VTP = [§[T] + (VT)P;

I6[T] est dite la O-couche tensorielle correspondant au tenseur-disconti-
nuité [T] sur X.

¢) En étudiant la dérivée du tenseur-distribution 8[T] dans les coor-
données (y*) et compte tenu de (17.8), nous obtenons

VOIT) =8V{T] i=1,...n
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Il en résulte qu’il existe un p-tenseur-distribution, noté 6T, a support
sur X tel que I'on ait la formule

(18.3) S[VT] = V(3[T]) + I6T.

19. Cas d’un tenseur continu.

a) Supposons que le tenseur T est, en plus des hypothéses de 18 a),
continu dans Q. Les tenseurs correspondants engendrent une algebre &/
de tenseurs. La formule (18.3) s’écrit alors

(19.1) 5[V, T] = L,5T.

L’application
0:Tedd - 6T

est une dérivation : si a, b sont deux réels et si T, U € o sont deux p-ten-
seurs, il résulte de (19.1) que
6(aT + bU) = adT + boU;
si T, U e & sont un p-tenseur et un g-tenseur, on voit que:
TR®U)=0T®U+T® oU.

é est appelé 'opérateur de discontinuité infinitésimale et 6T est dite la
« discontinuité infinitésimale » de T.

b) Supposons maintenant que le p-tenseur T satisfait les hypothéses (H)
suivantes :

H,. Le tenseur T est continu dans Q. Dans chacun des domaines Q™
et Q~, T est un tenseur de classe C2.

H,. Quand ¢ tend vers 0 par valeurs positives (resp. négatives), VT
et VVT tendent uniformément vers des fonctions a valeurs tensorielles
définies sur T et notées (VT)*, (VVT)™* (resp. (VT)~, (VVT)").

Ainsi le tenseur VT satisfait les hypothéses du paragraphe 18 a), et la
relation (18.3) appliquée a VT donne

3[V,VsT] = V,(5[V,T]) + 1,6V,T
ou bien d’aprés (19.1)
(19.2) O[V,VsT] = V [,oT + [,V,06T + 1,6V,T.

D’aprés les hypothéses faites sur la métrique, le tenseur de courbure de
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la variété est continu a la traversée de Z. Il en résulte compte tenu de I'iden-
tit¢ de Bianchi:

(19.3) [V.VsT] = [V,V,T].
Comme V [y = V4l, = V, V40, nous déduisons de (19.2) et (19.3):
(19.4) 1(6V,T — VgoT) — 146V, T — V,6T) = 0;

il existe alors un p-tenseur-distribution T & support sur T tel que
OVyT — V0T = ;T

et en substituant dans (19.2) nous obtenons

(19.5) OV, VsT] = V16T + 1,Vp0T + 1V, 0T + LI,T.

¢) Considérons deux tenseurs T et U continus dans Q et satisfaisant les
hypothéses du 19 a). Nous avons alors

3[V,TV,U] = (V,T)~3[V,U] + (V,U)* [V, T],
soit d’apres (19.1)
(19.6) 5[V, TV,U] = (V,T) [,6U + (V,U)*,6T.

CHAPITRE V

PROPRIETE FONDAMENTALE
DES RAYONS ASSOCIES AUX ONDES HYDRODYNAMIQUES

20. Ondes hydrodynamiques et rayons associés.

a) Nous supposons que, dans le domaine Q de V, occupé par le fluide,
les variables thermodynamiques p et S, le vecteur vitesse uf et le vecteur
courant de chaleur ¢g? sont continus. Soit une hypersurface T réguliérement
plongée dans Q et d’équation locale ¢ = 0 (¢ de classe C?) qui ne soit
pas engendrée par des lignes de courant (u*0,¢ = u®l, # 0). Nous suppo-
sons qu'a la traversée de X, les variables thermodynamiques p et S, le
vecteur vitesse u? et le vecteur courant de chaleur ¢# vérifient les hypo-

theéses (H) sur les tenseurs étudiés au paragraphe 19 b). Nous avons ainsi
d’aprés (19.1):

(20.1) 3[V,pl =1Ldp , 8[V,Sl=1L3S , 3[Vuf]=Louf |,
3[V.4°1 = L,64".
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b) En écrivant I'équation (3.1) [cf. (1)] de part et d’autre de I’hyper-
surface X et retranchant, nous obtenons compte tenu de (20.1)
(20.2) x(ul,)0q° + x0,(g* — wuP)l,6p + x04g* — wuf)l,6S = 0,
ce qui donne par multiplication par I,
(20.3)  K(u?l)lgoq® + 0,8 — wuP)l lop + x04g™* — uuP)l 1,68 = 0.
Le méme raisonnement permet d’écrire a partir de (4.5)
(20.4) rlgouf + rl(u’l)op + ryufl)oS + 1dg° = 0.
En éliminant l,,éq’g entre (20.3) et (20.4) nous obtenons

(20.5)  kr(url)lgouf + { — 10,8 — w1y + xry(w’l,)? } op
+ { — 2048™ — wub)ll, + kriul)? } 8S = 0.

Enfin les équations (4.8) et (4.10) permettent d’écrire respectivement
(20.6) rf lou? + fri(wl)op + (rf)s(u*l,)dS = 0,
(20.7) rf (Wl )ouf — (g*f — wu)l.6p = 0,
et par multiplication contractée par ls, la relation (20.7) donne
(20.8) rf (Wl )lgouf — (g — wuP)l l,0p = 0.

Le déterminant du systéme des trois équations linéaires (20.5), (20.6)
et (20.8) aux trois inconnues l,,éu”, dop et OS s’écrit
k(l) — x08¥ — wuP)ll, + kri(utl,)?

— x0(g” — wuP)l 1y + kry(wl,)?

H=| f Jro(®ly)
(f )s(u°l,)

) — (&% — wh)Ll,

0

qui, aprés développement, prend la forme

6/
H = xf04(g” — uul)ll, { (87 — wuP)l 1y + (ﬁ; - e—f’(rf )é)(u“la)z }
s
+ rrfs(w?l)? { (g% — wub)l 1, + fri(wl,)? ).
Le systéme homogéne considéré admet des solutions autres que la solu-
tion nulle si et seulement si H = 0. Les équations (20.8), (20.6), (20.4),

(20.2) et (20.7) donnent alors respectivement [,6u?, S, 1,6¢%, 5q° et ou’
en fonction de dp.
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¢) Si dp n’est pas nulle, nous avons donc H = 0. En définissant a, b,
vo €t 7, par les relations (12.4) et (12.5), nous pouvons écrire I’équation
H = 0 sous la forme:

(20.9) P() = a@L)* { (g% — wuP)l,ly + youl)* }
+ b(gaﬁ - uauﬁ)lalﬂ {(gaﬁ - uauﬁ)lalﬂ + ?l(uala)z } =0

ou bien aprés développement

(20.10) P(l) = {a(yo — 1) — by, — 1) } (w*)*
+ {a+ by, —2)} PLL) + bi°l)* = 0.

Nous retrouvons ainsi ’équation des ondes hydrodynamiques du fluide
considéré que nous avons déja mises en évidence et étudiées dans [I].
" d) Soit une telle onde hydrodynamique T d’équation ¢ = 0. Les bicarac-

téristiques ou rayons associés aux ondes X sont définies par le champ
de vecteurs

10P(!
(20.11) NF = E—ag = {2alyo — 1) — bly, — D)W,
8

+(a + by, — )L} (L + {(a + b(y, — 2)(wL)? + 2bI°L, } I°.

Comme NP est tangent 4 X, nous allons pouvoir I'exprimer au moyen
de la composante tangentielle v du vecteur vitesse u? qui s’écrit

u’l,
i)

a

(20.12) =P +

I ou Pl =0.
En portant (20.12) dans (20.11) et tenant compte de I’équation des
ondes hydrodynamiques (20.10) nous obtenons
(20.13) Nf={2(a(yo—1)—b(y; — D)w*l,)* + (a+b(y, = 2)FL, } (UL )"
e) Si P(l) & 0, nous avons alors
op =0, S =0, ouf = 0, 8¢ =0,

et aucune des variables ne présente de discontinuité.

21. Propriété fondamentale
des rayons associés aux ondes hydrodynamiques.

a) Soit £ une onde hydrodynamique définie par I’¢quation (20.10).
Les rayons associés sont les trajectoires du champ de vecteurs N définis
par (20.11) ou (20.13). Nous nous proposons de montrer que dp, et par
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suite 8S, 6uf et 5g® qui lui sont proportionnels, se propagent le long des
rayons [4].

Nous savons d’apres le paragraphe 19 b) qu’il existe des distributions p,
S, @*, g* a supports sur X telles que I'on ait

(21.1) SIV.Vspl = Voyop + 1.Ve0p + ,V.0p + LI,
(21.2) SIV.V,S] = V.1,6S + I,V,0S + V.88 + LIS,
(21.3) SIV. Vil = V,lpou* + LV,out + LV, out + L,
(2z.4) SIV.Vsq'] = Vo184* + 1V0q* + [,V,5¢* + Llg™

b) Considérons la relation (4.9) et dérivons-la dans Q. Il vient :
rfsu*VgV,S — fVeV.q* + Vp(rfsu*)V,S — Vo fVq* = 0.
En écrivant cette relation de part et d’autre de X, nous obtenons
(21.5)  rf§ud[V,4V,S] — fO[V,V.q7] + S[V,(rfsu®)V,S] — 8[VpfV.q"] = 0;
or d’aprés (19.6)

SIV(rfSu)VaS] = { Vo(rfiu®) }8[V.S] + { V.S } *[V4(rfsu)]
= { Vg(rfsu®) }T1,0S + { V.S } 10(rfsu)

est une combinaison linéaire de termes en JS, dp et du* et est donc propor-
tionnel a dp d’apreés les résultats du paragraphe 20: il en est de méme de
5[V, f V.47 Nous écrivons alors (21.5) sous la forme

(21.6) 1fsud[V4V,S] — f8[VsV.q"] ~ 0

ou le symbole ~ 0 signifie modulo des termes proportionnels a dp.
Le méme raisonnement appliqué aux relations (3.1), (4.8) et (4.10)
nous donne respectivement

(21.7)  kuPS[V,V g%+ 10,(g* — wuP)S[V 1V, p] + 1048 — u*u)5[V4V,S] ~0,
(21.8) rfo[V,V 1]+ fr;u"g[V,,Vap] +(rf }su*0[V4V,S] ~0,
(21.9)  rHfufS[V,V,u"] — (g — u'uP)3[V,V ;p] ~ 0.

Par élimination de uf[V,;V,q°] entre (21.6) et (21.7), il vient:

(21.10)  xO(g* — uuP)o[V,Vapl + { 1f6(g* — wilf)
+ krfJu*u? } 5[V,V,S] ~ 0.

Enfin en éliminant ##5[V,V,u"] entre (21.8) et (21.9) nous obtenons

21.11) {(€* — ) + frucuf } 8[V,V,p] + (rf Jeu?uP3[V,V,S] ~ 0.
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c) Les relations (21.10) et (21.11) s’écrivent respectivement, compte
tenu de (21.1), (21.2) et (12.4)

0'
(21.12) 2622 { 1P — (L) } Vydp + 2 {BIP + (a — bYuL)? } VoS
S
o’ _
+ b (FlL — L)} P+ {bFL + (@ — bl }S =0,
S
Q21.13)  2{IF + (¥, — D)\l )u® } Vdp + 2051, uPV 465

+ { Pl + (fr, — DALY } P+ (f)sw’l)’S = 0.

Eliminons S entre les relations (21.12) et (21.13); il vient, compte tenu

de I'équation (20.10) d’aprés laquelle le coefficient de p s’annule, et
d’apres (12.5):

(21.14) {(alyo — 1) — bly; — DL)* + blyo — DPL(L)? } v#V,5p
+ B Y (tf YolP 1209V 408 =~ 0.

Reprenons les relations (20.6) et (20.8) et éliminons lﬂéu” entre elles ;
il vient:

(21.15) {IPL, + (vo — DW’L)* } 6p + (rf)s(u1)*6S = 0
dont nous déduisons par dérivation
(21.16) (W’ 1)?V8S + { IP1, + (yo — 1)ul,)* } Vdp ~ 0.

En éliminant VS entre (21.14) et (21.16) multipliée par vf, nous
obtenons

(21.17)  {(a(yo — 1) — by, — D L)* — b{’1,)* } vV,0p ~ 0.
A partir de I’¢quation (20.10) nous obtenons
— b(L)* = (alyo — 1) — bly; — )WL) + (@ + bly, — 2)PL"L)
ce qui permet d’écrire (21.17) sous la forme
(21.18)  {2(a(yo—1)—b(y; — D)wL)* +(a+b(y, = 2)L, } (u1,)*v*V,6p~O0,
ou bien compte tenu de (20.13), nous obtenons

D’ou:

THEOREME 8. — Les distributions dp, 8S, du* et 6q* a supports sur I'onde
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hydrodynamique X se propagent le long des rayons associés selon les systémes
différentiels
NPV,6p ~ 0, NPV,S ~ 0, NPV,6ul ~0, NPV 5q* ~ O,
oit le symbole ~ 0 veut dire modulo des termes proportionnels par exemple
a op.
e) Nous avons vu au paragraphe 19 a) que I'application § définit une

dérivation. Dans cette dérivation nous avons sous les hypothéses faites
sur la métrique et sur ¢ (¢ = 0 étant ’équation locale de 'onde X)

(21.19) 0g* =0, él, = 0.
En écrivant I'équation V,T*® = 0 de part et d’autre de X et retranchant

nous obtenons
L6T*# =0

et compte tenu de (21.19)

(21.20) (T*1) =0;

nous obtenons ainsi I'invariance par 6 du vecteur
W# = rf(u?l)uf — pl?

qui s’écrit encore
u*l)?
(21.21) W# = rf (u®l ) + <rf(7;i - p)l”,
dont les composantes tangentielle et normale par rapport & £ sont inva-
riantes par ¢ ; nous en déduisons en particulier
(21.22) S{rf(uly?} = 0.

Ainsi la direction de N qui est, d’aprés (20.13), celle de v, est inva-
riante par la dérivation 4.
D’ou:

THEOREME 9. — La direction des rayons associés a I'onde hydrodynami-
que X est invariante par l'opérateur de discontinuité infinitésimale &.
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ANNEXE

Nous avons étudié les discontinuités infinitésimales des variables thermodynamiques,
du vecteur vitesse et du vecteur courant de chaleur dans les cas ou le fluide relativiste
conducteur de chaleur est décrit par les schémas suivants:

1° Schéma de Landau et Lifchitz avec équation de Fourier [4].

2° Schéma d’Eckart avec équation de Fourier.

3° Schéma d’Eckart avec équation de Cattaneo-Vernotte.

Dans les trois cas les rayons associés aux ondes hydrodynamiques mises en évidence
présentent encore la méme propriété: les discontinuités des variables se propagent le
long des rayons; nous. ne retrouvons pas dans tous les cas I'invariance de la direction
des rayons associés a ces ondes.

a) Dans le premier cas nous trouvons que la température propre du fluide est uni-
forme :

60 =0
et nous mettons en évidence des ondes de compression définies par ’équation
P() = (& — wuP)l 1y + (), — DwL)* =0

ou la dérivée par rapport a p est prise a 6 constant. Il leur correspond les rayons associés
définis par le champ de vecteurs tangents & ces ondes

N# = 1P+ ((rf ), — Dl P = ((rf ), — 2wl )P

Les discontinuités des variables se propagent le long de ces rayons et la direction de
ces rayons est invariante par 'opérateur &.

b) Dans le deuxiéme cas nous mettons en évidence les ondes hydrodynamiques définies
par I’équation

P() = {r?f) + rfr,, — 2r + O(rr fy — rfyre + 2ry) } (uel)* ‘
— (r%f) + 1fr, = 3r + Org)lPL(uL)? + 20,1l (gPl)ucl) — r(IPL)? = 0
correspondant 4 un cone du 4° ordre qui n’est pas de révolution comme celui correspon-

dant aux ondes hydrodynamiques du systéme (S). Il leur correspond les rayons définis
par le champ de vecteurs tangents

NP = (2(r%f; + rfr, — 2r + O(rrp fy — rfyre + 2rg))(wcl)?
— (r*fy + fr, = 3r + Org)lPL(u0l,) + rilPL(q°L) } P + rilPl(utl )k,

ou v# et kf sont les composantes tangentielles 4 'onde respectivement de la vitesse et du
courant de chaleur.

Nous avons encore la méme propriété de propagation des discontinuités des variables
le long de ces rayons. La direction de ces rayons n’est pas conservée par I'opérateur 4.

c) Dans le troisiéme cas, nous considérons le schéma d’Eckart décrit par le tenseur
d’énergie
T = rfuu? — pg* — u*q® — uPq*

ol ¢* est la composante spatiale du vecteur courant de chaleur Q*:

Q=g +q , §=Q%u , ¢ =g - uu)Q,,
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avec I'’équation de conduction de la chaleur suivante :
Q + kuPV, Q% + (g% — wuPNeh — Ou'V,ug) = 0.

Nous établissons le systéme d’évolution du fluide considéré: c’est un systéme quasi-
linéaire régulier. Sous certaines hypothéses faites sur I'équation d’état du fluide, nous
pouvons ramener son polynome caractéristique a ses facteurs irréductibles; le critére de
Mme Choquet-Bruhat et le théoréme de Leray-Ohya s’appliquent alors: nous montrons
que le systéme admet relativement au probléme de Cauchy une solution unique dans une
classe de Gevrey d’indice a = 7/6, puis, aprés simplification, dans une classe de Gevrey
d’indice a = 2.

Nous avons aussi la propagation des discontinuités des variables le long des rayons
mais la direction de ceux-ci n’est pas conservée.
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