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Etude systématique
du rayonnement gravitationnel 4-polaire.
Energie-impulsion et moment cinétique
du rayonnement

par

A. PAPAPETROU

Institut Henri Poincaré.
Laboratoire de Physique Théorique Associé au C. N. R. S.

REsUME. — Ce travail contient I’étude systématique du rayonnement
gravitationnel 4-polaire en premiére approximation. On détermine la
totalité des termes réellement 4-polaires, aprés réduction a l'aide de la
loi de conservation d’énergie-impulsion, et on déduit les formules pour
I’énergie-impulsion et le moment cinétique du rayonnement correspondant.

SumMarY. — The present work contains a systematic study of the
gravitational 4-pole radiation in the linear approximation. All terms
which are effectively of the 4-pole type, after reduction by means of the
conservation law of energy-momentum, are determined and the formulae
for the energy-momentum and angular momentum of the corresponding
radiation are established.

1. INTRODUCTION

Le rayonnement gravitationnel 4-polaire a déja fait I'objet d’'un grand
nombre de publications. Dans ce travail nous entreprenons une étude
systématique de ce rayonnement en tenant compte de tous les termes de
forme 4-polaire. Cette étude est faite comme d’habitude dans le cadre
de la premiére approximation en coordonnées harmoniques et sous
I'hypothése que la condition permettant le développement en multipoles
est satisfaite. Nous montrerons dans le paragraphe 2 qu’on peut dans ce
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80 A. PAPAPETROU

cas utiliser le formalisme de Newman-Penrose [/] et nous calculerons a
l'aide de ce formalisme I’énergie, I'impulsion et le moment cinétique du
rayonnement. Ces calculs montrent que le formalisme de Newman-Penrose
est particuliérement efficace pour la discussion de questions concernant
le rayonnement gravitationnel, aussi en premiére approximation.

2. RAPPEL DES FORMULES

POUR LA PREMIERE APPROXIMATION
ET LE DEVELOPPEMENT EN MULTIPOLES

Nous considérons un champ gravitationnel faible,
g ="+ 0", |g" <1,

1., étant la métrique minkowskienne diagonale, n,, = (1; — 1, — 1, — 1).
En imposant la condition de coordonnées haimoniques,
2.1 18%°, =0,
on trouve pour ,g*" I'’équation du champ linéarisée
167G

(2.2) MG g = g T

G est la constante de gravitation newtonienne et t*¥ le tenseur de matiére
dans I'approximation d’ordre zéro, donc satisfaisant a la loi de conservation

de la relativité restreinte :

(2.3) ™, =0.
La solution retardée de (2.2) est
. 4G [ 1 .
(2.4) (e ) = = f — (5 XX
¢ R
(2.4 a) T=t—-R , R?=(x-X)x'— X

. . 4G
Dans les calculs suivants nous allons supprimer le facteur —-. Nous
c

I'introduirons de nouveau dans les formules finales.
En posant
(2.5) r? = xixt ; 5’. =

on déduit de (2.4 a):
. 1 11 1

2.6 R=r—-¢&X+0|- —=- .

(2.6) r—c (r) R +O( 2)
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1 .
En remarquant que seuls les termes de ’ordre — sont importants pour le
r

rayonnement nous écrirons (2.4) sous ‘la forme:
1 . 1
2.7) 16" = - Jr“v(T; XHd3X + O(—2>.
r r

Les intégrales qui entrent dans (2.7) sont des intégrales sur le cone
passé du point (¢; x°). On peut les transformer en intégrales sur des hyper-
plans t = const si on suppose que ¥ est développable en série de Taylor
par rapport a la variable T. En effet, en posant

. 1
2.8) T=To+0T ; To=t—r , 5T=r—R=z'x'+o<_>
.

on trouve:

(2.9) (T; XY) = 1(To; X)
. _(r — R)?
+ T“v’o(TO; Xl)(r - R) + Tuv‘oo(To; Xl) —_2 + ...

Rappelons que ce développement est effectivement utile si la longueur
d’onde /4 du rayonnement gravitationnel est grande par rapport a la
longueur [ caractérisant les dimensions linéaires de la distribution maté-
rielle qui est la source de ce rayonnement,

Al > 1.

Avec le développement (2.9) la relation (2.7) devient

(2.10) rg"= J X + & f ™ XX

+ %é"ﬁ’ Jr““,oox"X’d3X + ...+ O<1r>’
les intégrations étant effectuées sur I’hyperplan T = T, = const. En effet
dans les intégrales de (2.10) t et x* ont des valeurs données et par consé-
quent t et r, donc aussi t — r sont des constantes.

Les termes successifs du deuxiéme membre de (2. 10) ont respectivement
la forme 1-polaire, 2-polaire, 4-polaire, etc. Cependant la loi de conser-
vation (2.3) permet de réduire certains de ces multipoles en multipoles
d’ordre supérieur. Cette réduction, que nous allons effectuer dans le para-
graphe 4, nous permettra d’obtenir tous les termes réellement 4-polaires.
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3. LE PASSAGE AU FORMALISME
DE NEWMAN-PENROSE

Ecrivons

1 1
(3.1 .19'"=—f'"+0<—2)-
r r

La condition harmonique (2.1) conduit a la relation
(3.2 feé, =0 ; &=(1;¢) donc & =(1; — &)

Ceci signifie que

(3.3) at =0 , a*=fre,.
Posons:
- a® - a¢;, a -
(3.30a) F* = ) , F*Y=fr — F»,
a 0
On a alors:
(3.4 Frro=0 , F*¢ =0

Le seul terme qui intervient dans le calcul du rayon est le terme F*".
Or ce terme satisfait d’aprés (3.4) a la condition d’orthogonalité qui est
la condition de coordonnées caractérisant le tenseur métrique dans le
formalisme de Newman-Penrose [2]. Il est par conséquent permis d’uti-
liser pour ce calcul les relations données par ce formalisme.

Nous écrivons ici deux de ces formules qui joueront dans la suite un
role fondamental [/]:

3.5) ¥, = — R it ; WO = — g0

Les vecteurs isotropes réel n* et complexe m* forment, avec le premier
vecteur isotrope [* = &% le repére de base. Le scalaire W, commence

1 .
avec un terme de 'ordre — et W9 est le coefficient de ce terme:
r

1o 1
Y, =-¥3+0(5).
r r

Le scalaire '
o=1,mm

1
commence avec un terme de I'ordre =
r

Looof]
0 =— — .
2 3
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En coordonnées harmoniques le tenseur linéarisé de Riemann est donné
par

.1
(3'6) Raﬂuv = 2'1;([‘4 lgpa,v][anﬁ]i<6;5; - 5 r’x"’hm') .

De cette formule on déduit:

A 1
(3 .6 a) Raﬂuv = 21ng,OO”x[uév]é[a”ﬂ]1<5:6; - 5 r’xl'"pa) + O(ﬁ) .
En introduisant cette expression dans la premiére de (3.5) et en tenant
compte des relations

3.7 ILn*=1 ; Im"=nm=mm =0

on trouve:

1..
q"g = — O'o = EF""n—y,ma.

Dans I'approximation linéaire on a, quand on utilise les angles polaires 0
et ¢ de ’espace euclidien a 3 dimensions:

(3.8) ﬁm"z {0; cos 0 cos ¢ — isin ¢, cos 0sin ¢ + icos ¢, —sin 0 }.

On aura donc

. 1. ——
0 Fmm, = — EF"‘m'm".

. 1
g’ = -
2

On déduit de cette relation:

1 . .
(3.9) o = — EF"‘m'm"

en omettant les termes qui sont indépendants de ¢ ou linéaires par rapport
a t, de tels termes étant sans intérét pour le rayonnement. On remarquera
que d’aprés (3.9) on n’a besoin que des composantes p = i, v = k de F*".

4. LES MULTIPOLES REDUITS

Nous commengons avec le premier terme du deuxiéme membre de
(2.10) qui a la forme monopolaire. La loi de conservation (2.3) conduit
a la relation

; . 1_. 1_.
(4 ]) T'k = { X“Tk)s + 5 XIXkTOS.O }.s + EXIXkTOO,OO.
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Les sources matérielles du champ occupant par hypothése une région
finie de I'espace a 3 dimensions il s’ensuit par intégration de (4.1) sur
I'hyperplan T = Ty = const:

_ 1.,
4.2) JT"‘(PX = 5 d*:

4.2a) d* = fr°°x"x*d3x.

Le premier terme de (2.10) est donc en réalité le terme 4-polaire du type
« électrique ».

Il y a 6 composantes indépendantes d**. Mais on voit immédiatement
que ces composantes ne sont pas toutes nécessaires pour le calcul du
rayonnement. En effet, la derniére relation (3.7) qui exprime que m* est
un vecteur isotrope,

4.3) mm* = 0,

montre qu’il suffit de considérer les 5 composantes indépendantes du ten-
seur sans trace

; S
(4.4 D = g — 254
La prochaine quantité a considérer est I'intégrale apparemment 2-polaire
jr“‘X’cPX. La relation
ikye! eyl L sisingk oi virvl ol wivk
4.5) *X'= 4 rUXPX! - ETS XXK 5o+ 10 XPX! — §T° XX

est une conséquence immédiate de (2.3). En intégrant cette relation sur
I’hyperplan T = T, = const on trouve:

(4.6) fr""x'cﬂx = d™,
d™ étant des quantités 4-polaires « magnétiques » :
: . 1 .
(4.7) = f { TOUXPX! - 2 rOIXXE }d3x‘

Iy a6 x 3 =18 composantes d'*, qui cependant ne sont pas toutes des
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quantités 4-polaires indépendantes. En effet ’équation (2.3) a encore la
conséquence

. 1. 1 ; 1 .
(48) ‘[“kX” — {Ets(zxkxl) + g Tso,oxnxkxl }'s + ETOO,OOX'Xle'
En intégrant sur T = T, = const on trouve

; 1
(49) jT('kX‘)d3X = 6 [TOO,ooxixkxldSX’
J

ce qui montre que les quantités d“*" sont en réalité des quantités 8-polaires.
Il sera donc nécessaire d’introduire les nouvelles quantités

(4.10) ('iikl = qik _ ik
qui sont caractérisées par la propriété
(4.11) 4 =

La relation (4.11) ayant 10 composantes essentielles on voit quil y a
18 — 10 = 8 quantités indépendantes d*.

Les quantités d"' sont encore réductibles a cause de la condition (4.3).
On doit en effet chercher des quantités D' ayant les mémes propriétés
de symétrie que 4™, ‘

(4.12) D* = Dkt | puky _
et satisfaisant aussi a
4.12 a) D% = 0.
On trouve sans difficulté que D* est donné par la relation suivante :
4.13) D — (7“" — %5“‘(755’ + 1(5:'!(75:1( + 5klgssi)
y )
'y a 8 — 3 = 5 quantités indépendantes D*, par exemple les quantités
D!12, D223 D33! D231 et D312, [ e autres composantes D sont alors:

D332,= - 2D323 - D112 — 2D121 , D113 - _ 2D13l = ...,
D2212—2D212=,., : D123=_(D231+D312) ; D“1=D222=D333=0.

A Taide des relations (4.6), (4.10) et (4.13) on écrira:

ft”‘X’zPX — 4% 4 jr‘“‘X”(PX
(4.14)

.. 1 .= 1 = L
- Dtkl + ;51kdssl _ Z((S”d”k + 5k1ds31) + Jf(ikxl)d3X.
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Les termes de cette relation qui contiennent comme facteur 6%, 6 ou 6"
disparaissent dans (3.9) a cause des conditions (3.7) et (4.3) et le dernier
terme est d’aprés (4.8) un terme 8-polaire. Il suffit donc pour la discussion

du rayonnement 4-polaire de remplacer dans (3.9) J(r‘kX’d3X par D¥*.

La derniére quantité que nous avons a considérer est I'intégrale
(4.15) dkm = JrikX’X"‘d3X.

Cette intégrale n’est pas complétement réductible & des quantités d’ordre
supérieur au 4-pdle. En effet, considérons la relation suivante qui est une
conséquence de (2.3):
(ATSX*XIX™ 4+ BTX'X"X' + Ct"X"X X + D™ XX*X")
(4.16) — (A" X*X'X™ + Bt* X' X"X + Ct X"XX* + D™ X'X¥X")
=(A + B)t*X'X™ + (A + C)r'X"X* + (A + D)r"X*X!
+(B+C)r"‘X‘X"’+(B+D)t""‘XiX'+(C+D)r’"’XiX".
Il n’est pas possible de choisir les constantes A, B, C et D de maniére qu’il
ne reste au deuxiéme membre de cette relation que le premier terme:
les conditions

A+C=A+D=B+C=B+D=C+D=0

ont la conséquence
A=B=C=D=0.

Ceci signifie qu’on ne peut pas exprimer t*X'X™ sous la forme
() + AT XEXIX™ + ..,

c’est-a-dire que d'*'™ np’est pas complétement réductible a des termes
8-polaires. '

Pour trouver les quantités 4-polaires indépendantes contenues dans
d™*™ nous considérons deux cas particuliers de (4.16):

1
1) PourA=B=C=D=§ona

—

; . . 1
(4.17) XXM = S LT OXRXIX e 0 XXX

2) PourA=B=—C=—D=10na
2

(4.18) {Tikxlxm — XXk = [ pSUXPXIXm _ psixmixixk 1,

+ .L.O(i Oxk)xlxm _ ,L_O(I Oxm)xixk'
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On vérifie sans difficulté que ces relations sont les seules indépendantes :

les autres relations de cette forme qu’on déduit de (4.16) avec d’autres

valeurs de A, B, C et D ne sont que des combinaisons de (4.17) et (4.18).
Posons

. 1 . . .
(4.19) pikim — 5(1"‘X'X"‘ + TImXIXk) — gUkXIXm,
Nous avons les propriétés de symétrie suivantes:
(420) ,riklm = 1:I«ilm — Tikml — _L_lmik;
(4.20 a) likim — (),

La relation élémentaire

TRXIXm = %(r“‘X‘X"’ + XX¥) + %(‘CikXIX'" — "XiXk)
nous conduit a la formule:
(421) .Cikxlxm — ,L,iklm + T(ikxlxm) + é(rikxlxm _ T’"'Xixk).
En intégrant cette relation sur ’hyperplan t — r = const nous trouvons:
(4.22) g¥m = gikim 4 Jr“"X’X""cPX + % J(r"‘X‘X"’ — "XIX*)d3X;
(4.23) d¥m = J Tikimg3x.

La quantité d*™ a les propriétés de symétrie déduites de (4. 20) et (4.20a).
Les deux derniers termes de (4.22) sont, d’aprés (4.17) et (4. 18), 8-polaires :
Pour la discussion systématique du rayonnement 4-polaire il suffit de
remplacer d™*™ par g™,

Il ne nous reste qu’a étudier la structure détaillée du tenseur 4™, D’aprés
. i . 1
les conditions de symétrie (4.20) il y a 6 + 5(62 — 6) = 21 composan-

tes d*™ indépendantes. D’autre part il y 2 15 conditions (4. 20 a). Le nombre
final de composantes indépendantes d™*™ est donc égal a 21 — 15 = 6.
L’étude plus détaillée de ce tenseur montre qu’il peut étre écrit sous la
forme

Jiklm — 6ik;isslm + almgssik _ 51 (6il“1~sskm + 5im‘7'sskl + Skl Jssim
(4.24) \ |
-~ ) . | ~
+ 5kmdssll _ —<6'kélm — 611 km ___ ~ sim skl | Jssqq
) 3 3 o 5 oMM |d=>a,



88 A. PAPAPETROU

Les 6 quantités indépendantes sont donc les @k, Ces quantités n’ont pas
d’analogue électromagnétique.

La formule (3.9) contient la quantité d*™ multipliée par m‘m*&'é™.
En multipliant (4.24) par m'm*&'¢™ on voit qu'a cause des conditions
d’orthogonalité (3.7) et (4.3) il ne reste finalement que le terme

5lmgssikél€mmimk - "issikmimk.
Il suffit donc pour I’étude du rayonnement 4-polaire de remplacer dans
(2.10) la quantité &'em J % 0oX'X™d3X par d**.

Une derniére réduction est imposée par la condition d’orthogona-
lité (4.3) : on doit passer des 6 quantités d*** aux 5 composantes du tenseur
sans trace

. -~ 1 .~
(425) Dsslk — dsszk _ gélkdssqq.

En utilisant les résultats obtenus dans ce chapitre on déduit de (2.10)
et (3.9):
(4.26) (6%)4po, = — %mim" { %(1'5"* + Desiky + DM }
Dans cette formule les quantités D*, D** et D'* ne dépendent que du
temps retardé t — r, tandis que les quantités m' et ¢ sont fonctions des
angles polaires 0 et . On remarquera que les quantités D et D** n’entrent
dans (4.26) que par la combinaison additive D* + D**. Pour alléger
les formules nous écrirons dans la suite seulement D* au lieu de D 4 Dssik
Pour les calculs suivants il est avantageux d’exprimer ¢° comme fone-
tion de 0 et ¢ a l'aide des fonctions harmoniques de spin Y [3]. Ceci
demande quelques calculs intermédiaires. En partant de (3.8) ainsi que
des formules

El=sinfcoseo , & =sinfsing , & =cosf

on trouve:
1
Y = SAL =AY mimt = AL
1 .
(m')f = = (AT + A%, mim® = — Al
mm? = — EAZ_;

4
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i
(ézml _ élmZ)ml — (53m2 _ 62m3)m3 — EAI—’

(Em? — Emdm? = Em® — Emiym® = 1AL,

2
(£3m1 _ 51m3)ml — (52m3 - §3m2)m2 - _ %AZ_,
(&m? — Emymt = %(Ai — A9,
(&mt — EmP)m? = §(A1 + A9).

Les A%, AL et A° sont les combinaisons suivantes des fonctions ,Y%
non normalisées :
2 __ 2 -2
Ai - ZYZ i ZYZ H
1 __ 1 -1
Ai - 2Y2 i ZYZ >
0 [
A" =,Y;,

ces fonctions étant données par

1 .
Y52 = 5(1 F cos 0)%e*?ie,

(4.27) 1 :
ZYétl — 5(1 :F COs 0) sin Oeiup’

,Y9 = sin? 0.

Le résultat final est:

(4.28) (6% 4-pol. =ZBmzY'z" , —2<m<2;
( B — i(]'j22 — ]'jll) ¥ 1]3223 + i(-}- ]'jlz _ 2]")123)
2716 4 8 ’
1.. 1.. i .. ..
4.29) { B,, = F-D3 — D% 4 J(D3 F 2D1?),
4 2 4
3 .. i .. ..
B — __D33+_ D231 —D312.
[ ° 16 2 )

On remarquera dans cette formule que la quantité (¢°),,, ne contient
que les fonctions ,Y[" avec | = 2, comme on pourrait d’ailleurs s’y attendre.



90 A. PAPAPETROU

5. L’ENERGIE-IMPULSION
DU RAYONNEMENT 4-POLAIRE
Pour I'énergie-impulsion du rayonnement gravitationnel nous avons
la formule [3]:

dp co—s dw 1 i
(5.1 -‘b(—(‘,' = J‘GOUO'G'{PO; -5+ Y, E(Yi -Yrh - Pl}'
Y[" sont les fonctions harmoniques ordinaires non normalisées :

(5.2) Yy=Po=1 , Y{=P,=cosf , YI!=sin fete.

La quantité 660 est d’aprés (4.28)

(5.3) Pro =ZBM§M,2Y';2?';'.
Elle a le poids de spin s = 0 et par conséquent elle peut étre développée
a laide des fonctions Y7':

(5.3a) ¢°° =ZA;"Y;".
Im
Pour calculer les intégrales figurant dans (5.1) nous avons besoin des
coefficients A3, A} et Af!. On voit immédiatement que A et A? provien-
nent des termes de (5.3) avec m = m’, tandis que pour Af! on doit consi-
dérer les termes avec m = m’ + 1.
On trouve par un calcul direct :

( e, 1 4 8
ZYzizzYziz:Z(l;C050)4=§P0¢*5‘P1+ ey

+1 vl 1. 2 T 2 1 ———1
(54a) < 2Y2_ 2Y2_ =ZSln 0(1 + COS 0) =§P0+§Pl + ...,

8
2Y22Y2=Sin40=——P0+ ey

~ 15
( — 1 . 2
YL,V = Ze'“‘ sin 0(1 — cos 0)® = gY} + ...,
1 {0 1 9 oin3 2 1
2Y3,Y5 = Ee sin® 6(1 — cos 0) = ng + ,
(5.4b) '
_ 1. 2
LY, Y3 ! =§e"” sin3 0(1 + cos 6) =5Y} + ...,
Y;,Y;? —le"‘” sin 6(1 + cos 6)° —= zYl +
L 212 213 -4 ) 51
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A Taide de ces formules on déduit de (5.3):

f 4 . - - o= 1 . LN 0’ - 8 . =
A = E(Bsz +B_,B_;)+ E(BIBI +B_,B_;) + I_S‘BOBOa

8 - —- . — 1 - - o L
(5.4) A A(x)=g(“‘ 2B2+B—2B—2)+§(- B,B, + B_.;B_)),

2 .o . .2 . .
A} =3(8;B, + BBy + BB, + B_,B_,)

N

En remarquant que 6%° est réel et que Y! = Y{ ! on trouve encore
1 1

(5.4a) A7l = AL
En introduisant les expressions (4.29) dans (5.4) on trouve :
f 1 .. .. )
AO - DkIDkl + — Dklkalm’
80 30
| [
. < AO = _Dlekl3,
(5.5) =2
i Ai—“ — 2_10i5kl(]'jkn F l-]")'klz)_
La relation (5.1) nous donne alors:
dP, 1 .. . | | .
. ok _ ) Dlekl _ Dklkalm; _ Dlekh i — 1’ 2’ 3.
(5.6 7% {80 *30 30 } :

G .
e qui figurent

dans la relation (2.4) ainsi que dans la quantité P, de la relation (5.1). Le
résultat final est:

dP (€ 2 8. ... 8. ... .
5.7 ok _ T Dlekl - klkalm; I DktDklx .
-7 dt  5¢3 { + 3 3 }

Dans cette formule nous avons a réintroduire les facteurs

. . d
Dans cette derniére formule nous avons mis (.) = EE(') et remplacé t*¥

nv

par — dans les intégrales (4.2a), (4.7) et (4.15).
c

6. LE MOMENT CINETIQUE DU RAYONNEMENT

L’étude du formalisme de Newman-Penrose en coordonnées carté-
siennes [2] a montré que la composante J, du moment cinétique est déter-
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minée par la partie imaginaire i, du coefficient de ;Y dans le dévelop-
pement du scalaire de courbure ¥9:

sin 0
(6.1) Y0 = ify—— +
/2
Plus exactement on a
3G
(6.2) Bo=—1J..

L’équation du mouvement pour la quantité W9 est:

. 1 .
(6.3) ¥ = — 7_5\}'3 + /26°¢0°.
2
On détermine d’abord ¥ en intégrant I'équation du mouvement corres-
pondante, . i .. .
\Pg = 5520.0 _ 0.00.0’

sous 'hypothése que le champ était initiallement stationnaire. En intro-
duisant dans (6.3) cette valeur de W9 on trouve:

u

6.4) WO = 6%6%du }

— /26°35°.

On voit sans difficulté que ¢° ayant dans le cas général la forme

36%° + = ¢%(0°), — = (*(0%)u=0 —
2 2 0

5

(6~ 5) GO =Zalm(u)' ZY;" ’ l >4 2,

Im

il sera
&% =) B Y" , =2,
Im

et par conséquent le deuxiéme et troisiéme termes du deuxiéme membre
de (6.4) ne contribuent pas aux termes de W9 qui sont proportionnels

a ,Y?. Drautre part j 6°0%u est réel et pour cette raison ne contribue

pas a la partie imaginaire du coefficient de ;Y{. Dans le cas que nous consi-
déronsici 6° a d’aprés (4.28) la forme (6.5) avec I = 2. Ceci a la conséquence

éo® = 0.
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L’équation (6.4) se réduit donc a la forme

. 3 -
(6.6) ‘P?=ﬁc’(a°6°)+ ce
les termes omis €tant sans importance pour notre probléme.
De (4.28) on déduit

(6.7) ¢%° =ZB,,, B,,Y.,Y?.

mm

Ecrivons

(6.7 a) 0%° = ZA,"'Y;"

im

et rappelons que dans I’équation (6.6) nous sommes intéressés au terme
de ¥¢ qui est proportionnel a ,Y?. Nous avons donc a calculer dans le
deuxiéme membre de (6.7 a) le coefficient A?. Ce coefficient contient les
termes de la somme (6.7) ayant m = m’. En utilisant les formules (5.4 a)
nous trouvons:

(6.8) A?=§u(—— B2B2+B_2B_2)+§(- B,B, + B_,B_)).
En introduisant les expressions (4.29) dans (6.8) nous trouvons
(6.9) A0 = . + _io{(ﬁkl]'jkz _ ﬁkzl'jkl) + 8(5"”]5"'2 _ ijklzf)ku) } .
4

La partie réelle de A9 ne nous intéresse pas ici et n’a pas été calculée.
La relation (6.6) nous donne alors, avec (6.1):

(6 10) ﬁO — 56 { (DlekZ . DkZDkl) + 8(Dk11Dk12 _ DklZDkll) }

) . G
En réintroduisant les facteurs — nous trouvons finalement:
¢

z

dJ 2G s (jjkll'jla _ 'ﬁkzﬁkl) + gD*IPHM2 ﬁku]‘jku) ).

6.11) — =—"—
( )d: 505"

La notation utilisée dans cette formule est la méme comme dans (5.7).
J. étant la composante dans la direction Oz du mement cinétique total
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du systéme matériel qui est la source du rayonnement, nous aurons :

6.12) (djz> ),
T dt rayon.4-pol. - dt .

Pour arriver a des équations du type (6.11) pour les composantes J,
et J, on devrajt d’aprés [2] considérer les termes de W9 proportionnels
a ;Y{!. Mais ce calcul n’est pas nécessaire a cause de ’équivalence des
3 coordonnées spatiales x' en coordonnées cartésiennes. En effet, le résul-
tat (6.11) suggére immédiatement la généralisation :

(6 13) ‘iTJ’ = é_g { (DllD"t _ D“(Dll) + 8(Dlm|Dlmk _ DlmkDIrm)}
t c

ou J = (J23, J31, J12) est le moment cinétique total du systéme considéré.

7. QUELQUES REMARQUES
SUR LES RESULTATS PRECEDENTS

Les formules (5.7) et (6.13) contiennent les 10 quantités D' et D",
Ceci correspond au fait que la quantité (a°)¢p0,A est de la forme (6.5)
avec | = 2 et par conséquent elle ne peut contenir que 5 coefficients com-
plexes. Rappelons que les quantités D'™ représentent en réalité les som-
mes D™ + D™ Pour avoir une expression courte nous désignerons
dans la suite ces sommes comme les composantes 4-polaires électriques.

L’énergie du rayonnement est la somme de deux termes qui proviennent
séparément des 4-pdles électrique et magnétique. Chacun de ces termes
est homogeéne-quadratique dans les composantes correspondantes et
défini-positif. Le moment cinétique est aussi composé de deux termes
provenant séparément des 4-pdles électrique et magnétique. Par contre
I'impulsion contient un seul terme qui est bilinéaire dans les composantes
électriques et magnétiques.

Le premier terme de Iénergie se réduit, quand on met D*™ = 0, a
'expression calculée par Einstein [4]. L’expression qui donne I'impulsion
du rayonnement a été calculée pour le cas D**™ = 0 par Peres [5] et Papa-
petrou [6]; elle y est donnée sous une forme un peu plus compliquée a cause
de I'utilisation de 4™ au lieu de D*. Un cas particulier était étudié précé-
demment par Bonnor et Rotenberg [7]. Le moment cinétique du rayonne-
ment a été calculé récemment par Cooperstock et Booth [8]. Le premier
terme de la formule obtenue dans [8] est identique au premier terme de
(6.13) quand on met D*" = (. Le deuxiéme terme de la formule de [8]
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est essentiellement plus compliqué que celui de (6.13) a cause de l'utili-
sation de d*™ au lieu de D*m,

Rappelons que dans le cas ou les mouvements dans la matiére, qui est
la source du rayonnement, sont non relativistes les quantités D* sont
prépondérantes. Un exemple typique de ce cas est constitué par I'oscilla-
tion longitudinale d’une barre élastique. Soit p la densité, [ la longueur
et S la section de la barre ; soit encore a I'amplitude de I'oscillation et /
la longueur d’onde du rayonnement gravitationnel émis. On trouve alors (*):

. ) l . N?
D*~pl’Sa , D* ~plSa-- , Dm*~p’2“'(1).

1 2
La présence des facteurs 7 et (1) signifie que les quantités 4-polaires

.

magnétiques D*' contribuent au rayonnement au méme ordre que les
composantes du 23-pdle de masse, tandis que les quantités D** contribuent
a PPordre du 2*-péle de masse. C’est seulement dans le cas de mouvements
relativistes que les formules que nous avons déduit dans ce travail pour-
raient éventuellement étre utiles.
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