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Champs de spin entier
dans P’espace-temps de De Sitter

par

Mario CASTAGNINO (*)

Démonstration de la coincidence des trois théories sur ce sujet (celles
de Dirac [3], Riemannienne [8], et issue de la théorie des groupes [4], [9], [/]).
Développement d’une théorie unifiée basée sur I’équation unique A = 0,
et dans un systtme quelconque de coordonnées.

1. INTRODUCTION

Diverses théories ont été proposées pour les champs classiques libres
dans ’espace-temps de De Sitter V,. On peut les classifier selon les méthodes
pour trouver les fonctions d’onde :

a) Les fonctions d’onde se prolongent hors I’espace-temps physique V,,
dans I'espace pseudo-euclidien Es5, comme fonctions homogénes de degré n.
Dans E; elles satisfont la généralisation (de E, a Es) des équations ordi-
naires [3].

b) Les équations qui satisfont les fonctions d’onde sont la généralisa-
tion des équations ordinaires (de E, a V,) par la substitution du tenseur
métrique plan #;; par le tenseur métrique de V,, g;; [8].

c) Les fonctions d’onde sont simplement les autofonctions. de I'opéra-
teur de Casimir de second ordre, I,, de SO(4, 1) (4], [9], [/)).

Dans ce travail on démontre que toutes ces tentatives sont seulement
des aspects d’une théorie unifiée et, par conséquent, les fonctions d’onde
sont les mémes (L’¢équivalence des théories du type a et c, pour le cas

(*) Departamento de Fisica. Facultad de Ciéncias. Universidad de Rosario. Av. Pelle-
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spin 3 a déja été démontrée [5]. Au contraire, I’article [/] nie I’équivalence

des théories du type b et ¢, ce qui est faux pour les champs bosoniques).

L’utilisation de la méthode de Dirac (type a) permet de développer la
théorie dans un repére quelconque, fait qui simplifie les calculs. On trouve
ainsi que la seule équation A = 0 (dans E;) implique I’équation d’onde,
et ’annulation des traces et des divergences des tenseurs. On peut donc
baser la théorie sur ’hypothése que les champs de tenseurs soient « phy-
siques », symétriques et qu’ils satisfassent A = 0. Les équations obtenues
sont satisfaites, en particulier, pour le champ métrique g;;.

2. SYSTEMES DE COORDONNEES

Considérons un espace pseudo-euclidien E;. Les coordonnées carté-
siennes de E seront indiquées { x* } («, ', ... =0’, ..., 4). Le tenseur
métrique 7, est le tenseur diagonal, avec diagonal principal (1, — 1, — 1,
— 1, — 1). Les points qui satisfassent ’équation :

(1) Rup 35 = — R?,

forment I'espace-temps de De Sitter V,.
Dans les voisinages ouverts de V, on introduit des systémes de coor-

données quelconques { x'} (i, j, ... =0, ..., 3). Nous appellerons { x* }
(@ B, ... =0,...,4)systéme de coordonnées « polaires » dans E; ; tel que:
) x* = x*%¥(x°, x!, x2, x3).

& = (x*R)~'x* est le vecteur radial unitaire, et 85 + &,.# le projecteur 2,
sur I’espace tangente 1, 4 V,. On appelle T tenseur « physique » si 2, T=T,
c’est-a-dire toutes les coordonnées de T avec un indice o =4 sont zéro.
Logiquement tous les champs & étudier sont « physiques ». Nous désigne-
rons avec un super indice " tous les objets de V,: & j, @,-, A, etc. Nous avons
ainsi, pour le tenseur métrique de Es:

3) 8ij = (x4)2§u ; 8a=0;
g4 =0 N g44=—R2;

et pour les symboles de Christoffel dans les coordonnées « polaires »
de E;

=14 5 Iy=Th
(4) .

x o
F§§-=i{—2-gg,- 5 rijzr;}4:r§4=r24=0'

1
=%
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3. REPRESENTATIONS DU GROUPE SO(®4,1)
ET DU SOUS-GROUPE SO(3, 1)

Soit { e, } une base de E;, T%%(x) sont les coordonnées d’'un champ
tensoriel dans la base {e,, ® ... ® e, }.
A toute application u: v* — % v on associe les applications:

#A(Tai...a;) — 551 5”\ 1 ;g(sa,‘“ 5a'zTﬂi,..ﬁ;

B 1 HBA0Bn 1.
et a lapplication u: v*# — u*# ., v"%, les applications

uan(T%) = O OFAT\GAT 10587 10301 SR T
U AB,...=1,...,59).
Les champs tensoriels engendrent une représentation du groupe SO(4, 1)
de la fagon suivante:

(5) TH+%(x) — 'i").'l..Al's(x)=A‘)‘.'i(g A"(g yT#i--#i{g(x)],

ou geSO4,1) et A;f‘ sont les matrlces de la représentation naturelle du
groupe. La transformation T — T correspond a placer, dans le point x,
le tenseur qui se trouvait dans le point g(x). T[g(x)] serait ce tenseur trans-
porté parallélement de g(x) & x; les matrices A placent T dans la position
définitive, au moyen de la rotation correspondante. Les générateurs de
la représentation T — T sont:

S

(6) Xop = Lop — ZSAu’ﬁ‘,

A=1
ou Lyg = — Xg0p + X450y,
AA _ SAY VY
et (SAa'ﬂ')uﬁ = 5aA’7ﬂ’uA - 513#'1&’141«'

On trouve immédiatement que les X,, commutent avec l'opérateur
> ' . . L s
d’Euler x*0, (et aussi avec I'opérateur R?I¢ = 511“ "n#¥LygL,s). Donc,

les représentations irréductibles doivent étre engendrées par des fonctions
homogeénes des x*, du degré n.

Envisageons maintenant la relation de cette fagon de définir les repré-
sentations avec la méthode employée dans les travaux [9] et [/]. Pour
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simplifier nous nous bornerons au champ vectoriel. Dans les coordon-
nées { x*} on trouve

(7 (Xap)*i =0,
donc les vecteurs « physiques » sont transformés en vecteurs « physiques ».

Ainsi nous pouvons écarter I'indice 4 dans les transformations. Pour les
indices « physiques » on a:

() L;=0 ; Ly=R¥x*»V, ; S)%#0 ; (Se)=0;

ou les (S;))" satisfont évidemment les régles de commutation de SO(3, 1),
puisque les (S;;); satisfont celles de SO(4, 1). Ainsi on peut décomposer
la rotation infinitésimale ¢ en deux parties :

9) g"” =P [s)"‘” =¥ — PP,
Donc, on a:
(10) (Xaﬂ)hkgw = - (Saﬂ)hksaﬂ;

c’est une rotation avec x fixe, et:
(11) (Xap)sg” = 2R?(x*)%6"e4V;

c’est un déplacement paralléle. ﬁ” sont les paramétres du groupe des rota-

tions SO(3, 1), et &* correspond & un déplacement coordonné (On trouve
donc que V, = SO(4, 1)/SO(3, 1)).
Si D(e“‘f’) origine un déplacement infinitésimal x — x’, et x, est un point

infiniment approché a x et x’, on peut écrire :

(12) e =g - b= gh b b
R D(xx’) D(x0x) D(xox’)

Par (10), (11) et (12) il vient:

(13) Ti(x) = [53‘_ (S (" + &

_ gkh
D(x0x) D(xox’)

NI+ 206 RPV,( e)IT(x),
qui correspond dans le cas de rotation finie a:
(14) T(x) = A'Y@" e '8 8o TlE(X),

ou g, . sont déplacements paralléles de x, a x. Il est clair maintenant que
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I’'on peut considérer la représentation vectorielle dans V, comme le pro-
duit d’'une matrice de la représentation naturelle du sous-groupe SO(3, 1),
rotation avec x, fixe, et un déplacement parallele, élément de la représen-
tation de SO(4, 1) pour les scalaires, (« boost »), & ’'usage des travaux [9]
et [/].

4. OPERATEURS DE CASIMIR

Pour la représentation T — T’ sur un champ tensoriel homogene, du
degré n, 'opérateur de Casimir du second degré est:

1 o R
(15) RLy = 270" Xup Xy = R%A — nln + 3) = 25

S
+ 22("“‘0";\)/*. + Z(g'm"’gu;\u'a — 81405 aBs
A=1 A#B

ou A= —n*#9,0,. Si I'on veut que la représentation soit irréductible,
dans le sous-groupe SO(3, 1), on doit prendre T totalement symétrique
et avec toutes ses traces nulles; on peut parler donc dun spin pur s. Si
on veut, en plus, que la représentation soit irréductible, dans SO(4, 1),
I, doit étre un multiple de la matrice unité, et puisque R?I°, =R2A —n(n+ 3)
commute avec les Xz, on a

S
E (xiAa”;\)ATmmus — NTlx---As
A=1

qui donne, par contraction, avec x;,, 6,‘;«T""'“’"s = 0. Il en résulte:
(16) R%I; = R?A — n(n + 3) — s(s + 1).

Avec le méme ensemble d’hypothéses 'opérateur de Casimir de quatriéme
degré vient:

17 R, = — n*¥V,V, = s(s + D[R?A — n(n + 3) — 2),

ou
Ve = 1 IR X
=3 gy Xrer

Dans les équations (15) et (17) on a fait x* = 1.
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5. DERIVES ET LAPLACIENS

Le dérivé covariant dans V, est évidemment :
(18) V,T =2V,T.

Si on considére les champs « physiques » homogeénes, du degré n, la formule
inverse est :

(19) V“Tﬂl‘"ﬁphmh = v"‘Tﬁl...ﬂ Thete 4 ﬁ{ niaTﬂx..AﬂPylmyq

p
+ EéﬁATﬁxmﬁA-laﬁA+1-~ﬂp“qu + nyn"[‘mmﬁpvlm}'n-1a73+ teve }
A=1 B=1

Le dérivé du champ &# est:
(20) Vi = —(5'3 + &8,

Avec (19) et (20) on obtient :

Q1) (AT),.., = — " V\ViT, * R 4)2 [n(n + 3) — s|T,;, .,
2 .
(AT)4s,...i, = —4‘7jTJiz...i,’ etc,,
X
2 J
(AT)Mi3...is = (x4)2 TJ i3...0g etc.

tous les autres composants sont nuls.
Nous adoptons le laplacien introduit par Lichnerowicz [8], qui généralise
le laplacien d’une forme au sens de De Rahm ; c’est-a-dire :

S

(22) ATy, . = — VT, . ZRWT

A=1

r,
ida-1 fa+1..ds

— E T, . r L .
RIAHBITH...!A_I iA+1...dB=1 iB+1...is"

A#B

Pour tout tenseur, satisfaisant 'ensemble d’hypothéses du paragraphe 4,
on trouve:

AT = AT — %[n(n + 3) + s(s + 1T,

ou nous avons fait x* = 1, comme nous ferons a la suite.
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6. DISCUSSION ET CONCLUSION

De (16) et (23) il résulte I, = A, les théories de type b et ¢ sont donc
identiques ; si on adopte le laplacien (22) (cette adoption est d’ailleurs
justifiée par le principe d’équivalence [2]).

On peut prendre les autovaleurs des opérateurs de Casimir d’aprés
I’article [7]:

RA; =R A —nn+3)—s(s+ )= —ele+ 1) = f(f = 1)+ 2;

@) R, = (s + DIRIA —n(n +3) — 2] = — ele + Df(f = 1)

d’ou, on a immédiatement que e = s puisque, d’ailleurs, e prend des valeurs
entiéres et semi-entiéres seulement. Ainsi il vient

(25) RA—-nn+3)=—-f(f-1)+2
A et n sont arbitraires, sauf pour le lien (25). On peut donc faire A = 0 d’ou
(26) n=f-2

Ainsi on peut interpréter e et f comme le spin et le degré d’homogénéité
(moins deux). L’équation A = 0 sur les champs des tenseurs « physiques »
symétriques implique I'annulation des traces et des divergences (cfr. (21))
et ’équation d’onde. En plus, si on essaie de résoudre A = 0 par séparation
de variables on trouve le facteur (x*)".

Pours=1,I, =0onan= —1(ou — 2), qui est précisément I’homo-
généité de la théorie de Dirac pour le champ électromagnétique. Les théo-
ries du type a coincident donc avec celles du type b et c.

Les opérateurs de Casimir sont reliés par 1’équation (qui a été déja
prévue dans l’article [/]):

(27) L =s(s+ DI + R72)(s* + s —2)]

Notre théorie a comme limite la théorie ordinaire de I’espace-plan, si
on fait la contraction R — oo [6].

Toutes les séries des représentations du groupe SO(4, 1) sont engendrées
pour les champs tensoriels, sauf les séries D*,, et C'/2,, (mais cette der-
niére sera le sujet d’un autre travail).

Finalement, on peut voir que le champ métrique g,; satisfait identique-
ment les équations correspondantes. En effet, on trouve:

(28) Agij = ﬁif
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Si T;; est un tenseur symétrique de trace zéro et T un scalaire, les équations
sont respectivement

(29) AT, = 4>T; ; AT = 4T

Mais si T;; est un tenseur symétrique avec trace T # 0, de I'équation :

1 . 1,
(30 A(Tij - ZTgij) = :uZ<Tij - ZTgij>’

la (28) et la (29,), on trouve que T;; doit satisfaire :

ije

1_.
(31) AT, - ZTRU = u’T

o

Ainsi g;;, de trace gg; = 4, satisfait 'équation (31) avec masse p = 0,
en effet:

(32) Agy — Ry =0

J
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