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Contribution a I’étude
des masses quasi-sphériques tournantes
en Relativite Geéneérale

par

Pierre TEYSSANDIER

RESUME. — Le champ gravitationnel a I'extérieur et a I'intérieur d’une
enveloppe sphérique creuse tournant sur elle-méme avec une vitesse
angulaire constante  est étudié systématiquement au premier et au
second ordre par rapport & w. Notre méthode d’approximations succes-
sives nous conduit & faire des réserves sur les hypothéses faites par Brill
et Cohen ainsi qu’a modifier légérement les résultats énoncés par Thirring,
Bach et Bass-Pirani.

SumMmary. — The gravitational field outside and inside a thin spherical
shell spinning with a constant angular velocity w is systematically consi-
dered in first and second order of approximation with respect to w. Our
method of successive approximations leads us to reconsider the hypo-
thesis made by Brill-Cohen and to modify the results enonced by Thirring,
Bach and Bass-Pirani.

INTRODUCTION

L’objet de ce travail est I’étude des effets gravitationnels engendrés
par la rotation sur elle-méme d’une enveloppe sphérique creuse de grande
masse. Pour de telles enveloppes, il parait nécessaire d’abandonner
I'approximation des champs faibles et de considérer la métrique comme
une perturbation stationnaire a symétrie axiale d’un ds? statique a symétrie
sphérique.

Par analogie avec la perturbation envisagée par Thirring [16] [17],
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on peut d’abord supposer que la métrique est de la forme suivante (Brill
et Cohen [4]):
(1) ds* = — y*r){dr? + r?d6* + r* sin? Oldp — Q(r)dt]* } + V*(r)dt*

Toutefois, un tel choix ne nous semble pas justifié. Nous avons montré
en effet que tout ds? du type (1) satisfaisant aux équations d’Einstein du
vide se réduit nécessairement au ds?> de Schwarzschild et ne peut donc
représenter adéquatement le champ d’un corps sphérique tournant [/5].
En conséquence, au lieu de postuler a priori 1a forme de la métrique, nous
proposons d’effectuer d’abord une étude générale du champ dans le vide
des masses en équilibre tournant autour d’un axe de symétrie et d’appli-
quer ensuite systématiquement cette méthode au probléme des sources
quasi-sphériques en rotation.

L’exposé de cette méthode générale constitue le premier chapitre.
Nous rappelons les équations du champ a l'extérieur des masses tournant
uniformément autour d’un axe de symétrie avec la vitesse angulaire w,
puis nous montrons comment ces équations peuvent étre résolues par
approximations successives lorsqu’on développe les coefficients de la
métrique en séries de puissances entiéres de w.

Par définition, nous appelons « sources quasi-sphériques tournantes »
des masses dont la métrique écrite a 'ordre d’approximation zéro par
rapport a w se réduit & un ds? statique a4 symétrie sphérique. On sait qu’un
tel ds? peut se ramener soit a un ds®> de Schwarzschild 4 constante de
masse non nulle, soit a2 un ds?> de Minkowski. Nous considérons les solu-
tions des équations d’Einstein correspondant a chacun de ces cas respecti-
vement comme le champ a ’extérieur et le champ a l'intérieur d’une couche
simple quasi-sphérique tournante.

Le chapitre II contient I’étude détaillée de la structure de ces champs
au premier et au second ordres par rapport a w. En conclusion de chacune
des parties qui constituent ce chapitre, nous comparons nos résultats
avec ceux de Thirring [/6] [17] et Bass-Pirani [2] ainsi qu’avec ceux de
Bach [/] et Brill-Cohen [4].

I. — ETUDE GENERALE DU CHAMP
DES MASSES TOURNANTES

§ 1. Les hypothéses

1° Précisons tout d’abord nos hypothéses d’un point de vue physique :

a) La source du champ étudié tourne en bloc autour d’'un axe de symé-
trie avec une vitesse angulaire constante w. L’axe de rotation conserve
une direction fixe par rapport au systéme de coordonnées envisagé.
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b) Onadmet qu’il y a régime d’équilibre et qu’il ne se produit pas d’échan-
ges énergétiques entre la source et le reste de I'Univers.

¢) La source peut étre constituée soit par une enveloppe creuse tres
mince (Source de type I), soit par une masse pleine (Source de type II).
Les champs correspondants seront appelés respectivement « champ de
type I » et « champ de type II ».

2° La traduction mathématique de ces hypothéses est la suivante:

a) On postule que le ds* de I'espace-temps V, est une métrique station-
naire & symétrie axiale pouvant s’écrire sous -la forme suivante (Van Stoc-
kum [/4]).
) ds® = gap(x!, x2)dxAdx® + g,..(x!, x?)dx"dx"

{A,B}=(1,2} {m,n}={3,4}

On assimilera x® & un angle azimuthal ¢ et x* 4 une époque t.

b) On admet que le quadrivecteur vitesse unitaire d’une particule de
la source est de la forme (Boyer [3]):

w = U(x', x)(0, 0, », 1),

w étant une constante ayant la dimension d’une vitesse angulaire autour
de Paxe de symétrie.
¢) L’espace-temps V, est asymptotiquement minkowskien a Iinfini.
d) Une source de type I est schématisée par une couche simple de matiére
répartie sur une hypersurface £ d’é¢quation :

S(x!, x3) =0
On admet que le tenseur impulsion-énergie correspondant est de la forme:

T

uv = Tﬂva):’

ds étant la distribution de Dirac de support X et les 7,, des fonctions des
coordonnées univoquement définies sur Z.

e) Une source de type II est schématisée par un tenseur impulsion-
énergie T,, dont les composantes sont des fonctions ordinaires des coor-
données x!, x? (par exemple, schéma matiére incohérente ou fluide par-
fait [13], [14)).

§ 2. Les équations du champ

1° Avant d’expliciter les équations du champ, il est indispensable de
faire quelques commentaires en relation avec la classification des sources
en deux types.
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Dans le cas d’une source de type I, on admettra que les équations du
champ sont:
1
(3) S.w=R,, — ERg‘“, = XT,,05
ces équations devant étre interprétées comme des égalités de distributions.
Un calcul simple montre que si les g, sont continus sur et de classe C?

en dehors de Z, les composantes du tenseur d’Einstein sont des distribu-
tions de la forme (Papapetrou-Hamoui [/2]):

(4) Suv = gpv + auvéz'

Les S,, sont assimilables a4 des fonctions ordinaires des coordonnées,
°n général discontinues sur Z, tandis que les quantités g, sont calculables
en chaque point de la couche simple dés que I'on connait le saut des Suv.p
a travers X au point considéré [12].

En rapprochant les identités (4) de (3), on obtient les équations du
champ:

~ ~

~ 1.
®)] S,,=0 ou R,=8§,, - ~2-Sg”v =0
(6) Guv = Xruv

Les eéquations (5) s’écrivent exactement de la méme fagon que les équa-
tions du vide dans le cas des masses pleines (sources de type II). En consé-
quence, nous les expliciterons dans la suite sans préciser le type des sources.

D’autre part, les conditions (6) déterminent I’état élastique d’une cou-
che simple T susceptible de créer un champ de type I solution des équa-
tions (5) et continu sur X.

2° On sait que dans les régions de V, vides d’énergie ou la métrique
est réguliére, il est toujours possible de choisir un systéme de coordonnées
admissibles r, z, @, t tel que le ds?(2) s’écrive

(7) ds* = — Y™ N(dr? + dz?) — (r? — m?)e~ 2*do? — 2mdodt + e**dt?,

les quantités 4, et m ne dépendant que de r et z seulement (Lewis [8]).
Si on pose (Papapetrou [/11]):

(8) u(r, z) = e=24Im(r, 2),
le ds? (7) s’écrit sous la forme :

(7;) dsz - e2(¢—/‘.)(dr2 + dzZ) _ rze-—ZJ.d(pZ + ez’.'(dt _ #d(p)Z
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Les équations du champ sont [6] :

u  *u ( oA 1) ou 04 ou
®.1) P R e i e
0?4 9*2 144 e** [ (ou\? ou\?
9.2 A S B I o
©.2) or? + oz? + r or 2r? [(ar) + <62> ]

dy _ [(on\* (ax 2] e“*[(a#)Z (6;1)2]
63 5*’[(5) ‘(&) “wl\a) T\
W _ . 00 O € ou o

©4) oz ar" éz 2r or 0z

On vérifie aisément que les équations (9,1) et (9,2) sont les conditions
d’intégralité de (9,3) et (9,4).
Dans les paragraphes suivants, nous aurons besoin de I’équation satis-

faite par m:
?®m *m 10m

FIER =R
5 022 821+2 oA\? aA? 104 —0
Va2 Tz o) T \az pr el

qui est strictement équivalente a (9,1), eu égard a la définition (8).

9%.1)

§ 3. Meéthode d’intégration par approximations successives

Nous allons chercher a déterminer des solutions du systéme (9) sous
forme de séries entiéres de puissances positives de w a coefficients dépen-
dant de r et de z.

1° Nous postulons tout d’abord qu’il existe w, > 0 tel qu’en tout point
situé en dehors de la source, les fonctions A, ¥ et u admettent les dévelop-
pements suivants, convergents pour tout we] — wg, + Wyl :

(10,1) Ar, z, w) = %(r, z) + sz"zﬂ;’(r, 2)

nz1

(10,2) Y(r, z, w) = z/ol(r, 2) + sz";ﬁ(r, 2)

n=1

(10,3) ur, z, w) = w;lz(r, 2) + sz"“zﬁ 1(r, 2)

nz1
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a) On admet la parité du développement de 4 parce que e*dt mesure
un intervalle de temps propre pour un observateur r = cte, z = cte, ¢ = cte
et peut par conséquent étre supposé indépendant du sens de la rotation.

b) 11 semble naturel d’admettre que la déviation d’'un rayon lumineux
partant de I’axe change de signe lorsque w devient — w. On suppose donc
que u est impaire par rapport a .

¢) 1l résulte immédiatement des équations du champ que y est paire
par rapport a o.

2° Draprés la théorie des séries entiéres, la fonction ¢** admet aussi en
tout point situé hors des sources un développement en série de puissances
entiéres de w convergent pour w €] — wg, + Wyl :

(11) e = szng((r’ k

n=0
La fonction g( peut étre calculée explicitement si on connait %, %, R 21
n n

Ceci se démontre par récurrence grace aux formules:

(120) K(r, 2) = %

p=n-—1

(122n) K(r,z) =4

p=0

—p
A K(r, >1
" 2(n_p)(r, z)zp(r 2) pour n

3° D’aprés les hypothéses faites ci-dessus, la fonction m(r, z, w) admet
un développement en série semblable a celui de u(r, z, w), avec les mémes
conditions de convergence :

2n+1

(13) m(r, z, w) = wr{l(r, z) + Zw ,m 1(r, 2)

nz1

La fonction m est en effet égale au produit de u par e, toutes les deux
développables en séries entiéres convergentes dans ]— wg, + we[ donc
absolument convergentes dans le méme intervalle : il suffit dés lors d’appli-
quer le théoréme de Cauchy relatif 4 la multiplication terme a terme de
deux séries absolument convergentes.

4° On admet d’autre part que les dérivées partielles de 4, { et u (ou m)
des deux premiers ordres sont obtenues en dérivant terme a terme les
séries (10). On peut donc écrire :

0% oA

0
o4 i 0%4 w04 2n
4 R 2n — 2n R 2n s tc.
a9 3 z:‘” or’ or ziw o’ oz 0o &
>0 nz20 nz0

nz =
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On suppose que les développements ainsi obtenus convergent en tout
point situé hors des sources lorsque we] — wq, + wy[. Le théoréme de
Cauchy permet d’effectuer le produit de deux séries choisies de fagon
quelconque parmi (10), (11), (13) et (14) et d’obtenir ainsi une série conver-
gente dans ] — w,, + W, représentant le produit des fonctions définies
par les séries initiales. On aura par exemple:

p=n

YD %% %2

or 0z or 0z
n=0 p=0

5° Avec de telles hypothéses, le systeme (9) se décompose en une infinité
de systémes que nous écrirons sous la forme:

SRR
N = A = A
YRR CANCA
1502) > =r|2) —|2
7 or or oz
o 60/1 6&
0
(1503) =22
o’y u ( oA )6;4 0l ou
. 1
1 1 0 1 0 1
SRR SN A NP R
(15.1) or? + 0z? or r/or 0z 0z
62/1 521 oA 4 6/1 2 (3;1 2
(521 —2y-t4l 2 S8 1) (L
o o 82 ror  2rrL\or oz
oy 04 0l 0L 04 ai| /ou\? ou\?
1529) -2 _2r _0_2__0_2)_2 ) s
(1522 or or or 0z 0z 4r L\ or 0z
oy (ﬁé 631 561 5;&) ot (7;11 6;11
2 o
2l o2, 02) o0t
(15.2.3) 0z g or 0z + 0z or 2r Or 0z
Pu  *u 04 ou 0/ ou 0Adu 064 du
1
(15,3) > —3+<4—°—~>;i+4—°§=—4 2 iy 2t
or*  9z% or r/or 0z 0z or or 0z oz
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2 2 b
T T () B0

2n—1 2n—1
— - + 4 —
(152n—-1) o + Fy) or r) or 0z 0Oz
p=n—1|iai 52 . 62A1 52 u lj,
2p (n—p)+ p (n—p)+
— _4 _or, -V v - _
I N
p=1
?i 7 oh el
2n n n
1) — -—— = - — K
(15.2n.1) or? + 0z% * r or 2r? 4 20-1-p
p=
= [a g0 p o p 0 p j,
29+1 2(p—q)+l+ 2g+1 2(p—q@+1
or or 0z 0z
q=0

oy ="[aa oh 00 A ]
2n _ 2p. n—p) P (n—p)
(15,2n2) === ”z : or _or oz ez

1 1 R0 pu 0 u op 0 n
- K 2g+1 A 2(p—q)+1 _ 2g+1 . 2(p—q@+1
4r 2(n-1-p) or or 0z 0z

0

p=0 q=
(3!2// = 021 62 A
152n3) —= =2 _2p, _20n7p)
(15.2n,3) 0z ’ or 0z
p=0
iel Sﬁ b 0 u
- = K 2qt1  2(p-9t1
2r 2(n—1-p) or 0z
p=0 q=0

Le tableau ci-dessus montre quelles équations il faudra successivement
résoudre pour obtenir une solution a I'approximation désirée. En effet,
avec I'ordre adopté dans notre écriture, outre la fonction que I'on cherche
a calculer, chaque équation d’un systéme (15,k) ne contient que des quan-
tités solutions des équations qui la précédent. On a donc un procédé de
calcul par récurrence de la solution en général unique satisfaisant a des
conditions aux limites données a chaque ordre d’approximation.

a) Considérons d’abord le systétme d’ordre zéro (15,0); (15,0,1) est
I’équation de Laplace dans le cas de la symétrie axiale. Désignons par @
la grandeur angulaire définie par:

r z

sinm:—, COS W =
r* + 22 r + 22
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On peut proposer des solutions de (15,0,1) du type:

sin"*! @
(); = — a,,Tl—P,, (cos w)

les P, désignant les polynomes de Legendre et les a, des constantes arbi-
traires qui seront déterminées en fonction des conditions aux limites
formulées a I'ordre zéro.

Les solutions correspondantes de (15,0,2) et (15,0,3) qui s’annulent a
I'infini sont alors (Marek [/0]):

(I + 1)m + )sin'*"* 2 @
Y= - @,am TTm+2
0 l+m+2 pttm
I,m=20

[P, (cos w)P,, (cos @) — P, (cos @w)P,, ., (cos @)]

b) Connaissant %, on pourra essayer de résoudre I’équation (15,1).

Si on y parvient, on connaitra le second membre de (15,2,1) et on pourra
alors tenter de calculer des solutions 4 et { du systéme (15,2); le méme
2 2

mécanisme se poursuit indéfiniment.

¢) Supposons qu’on ait trouvé une solution de chacun des systémes
(15,0), (15,1), ..., (152(n — 1)). La connaissance de 61, TR s b et

i
U, ..., u permet d’expliciter complétement le systéme (152n — 1).
1 2n-3
L’obtention d’une solution u de cette équation détermine compléte-
1

2n—

ment le systéme (15,2n). En effet, pour calculerles K (0<p<n-1),
2(n—=1-p)

il suffit de connaitre 61, R )ln’ d’aprés les formules (12).

II. — LE CHAMP DES ENVELOPPES QUASI-SPHERIQUES
EN ROTATION

A Tlaide de la méthode élaborée dans le premier chapitre, nous nous
proposons maintenant d’étudier jusqu’au second ordre par rapport a w
la structure du champ des enveloppes quasi-sphériques en rotation. Nous
appelons ainsi toute enveloppe tournant autour d’un axe de symétrie
dont la métrique écrite a I'ordre d’approximation zéro, a savoir :

(16) dgz = — 2%~ dr* + dz?) — rle”%d¢p? + e*iar?,
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présente la caractéristique d’étre 4 symétrie sphérique (On suppose que les
coefficients de la métrique admettent des développements en série de
puissances entiéres de w du type explicité dans le chapitre I).

Deux cas sont a distinguer :

Cas I: Le ds? (16) peut se ramener au ds> de Schwarzschild avec cons-
tante de masse non nulle: nous le considérons comme l'approximation
d’ordre zéro du champ a 'extérieur de I'enveloppe tournante.

Cas II: Le ds® (16) peut se ramener au ds®> de Schwarzschild avec
constante de masse nulle, i. e. & un ds? de Minkowski : nous le considérons
alors comme l'approximation d’ordre zéro du champ a lintérieur de

I’enveloppe.
Nous allons examiner chacun de ces cas d’une fagon plus détaillée.

Cas 1. Le champ a Pextérieur. de ’enveloppe

§ 1. Le choix de A,

Introduisons les coordonnées elliptiques spéciales x, y définies par la
transformation conforme (Chazy, [5]):

17) r + iz =ash (x + iy) avec a>0.

Weyl a montré [18] que le ds? (16) se raméne 4 un ds? de Schwarzschild
a constante de masse non nulle si on choisit comme solution de I'équa-
tion (15,0,1) la fonction:

x
th -
2

(18) 61: Log

En effet, si on intégre les équations (15,0,2) et (15,0,3) pour cette valeur
de 61 et si on effectue la nouvelle transformation de coordonnées [7] :

(19) p=2ach2§, 9=g—y,

on constate que le ds? (16) s’écrit :

2
— p*(d6? + sin? 0dop?) + <1 - —a>dt2
p
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On retrouve ainsi la métrique de Schwarzschild sous sa forme habi-
tuelle.

Dans notre analyse du cas I, nous allons désormais utiliser les coor-
données sphériques p, 0, ¢, t. Nous ferons tous les calculs en supposant
que p est strictement supérieur a4 2a afin d’éviter la singularité du type
Schwarzschild.

§ 2. Les équations du champ au premier et au second ordres

1° La fonction % ¢tant déterminée par la formule (18), les équations

auxquelles satisfont 111, % et lé/ sont :

2 2
20,1 2)ar{l+ar‘n Cos96'?+4a 0
gL L _cosO % da
@D plo =205 5+ 57 “sng 0 T 5"
P 0 0L oy 0
(20,2,1 — 20— + — + 2Ap — @) — 2
Q2L plo =255+ 5 + A — D+ S5 5
2 27
ez (EY L (
2p? sin? 6 ne op 0/ |
oy . [ & o1
2 2 2a(p —a) sin? 0> i 2
(20,2,2) 3 PMp—2a)tadsin’ 0 a(p — a) sin Gap+2asm0cos650
2 2]
(p—2a)° pma | 2)5’1‘ (5*{
_ a2 (%
4p°[p(p —2a)+ @ sin2 0] | plp—2a)| **° op %) |
cos()alfa‘f}
sin 6 dp 00
oy 1 !
. 2
(2023) — =

00 p(p—2a)+a®sin® 0

A oA
—2ap(p—2a) sin O cos 0 6_2 +2a(p—a) sin? 72
p

(p—2a)
4p?[p(p — 2a)+ a? sin? 6]

) 2 A 2
X )6;11 6;11 cos 0 5 Oﬁl <’f
P50  snal PP 2N\5,) ~\ae
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La relation entre m et u est, d’aprés la définition de u:
1 1

L’¢quation vérifiée par H est donc:

2 2
(20,1%) ( 2)0l‘1+0l‘1+46!‘1 cos 0 %
\ - 2a)— 4+ da—— — — =
pe op? T 00° op sin 600

On remarquera qu’a un changement de notation prés, I’équation (20,1)
a déja été explicitée par R. Bach [/].

2° Pour essayer de traiter le probléme avec le plus de généralité possi-
ble, on pourrait rechercher des solutions du systéme (20) sous forme de
développements au voisinage de I'infini du type suivant :

1 1 1

m(p, 6) = Zm((?)—,,; Mp, ) = Zi O)—;  Ylp, ) = Zlﬁ(f’)—,,

1 1,n p 2 2,n p 2 2,n p
n=1

n=1 n=1
En substituant dans les équations auxquelles satisfont ces quantités
et en regroupant les termes facteurs de p~", on obtiendrait une infinité
de systémes permettant théoriquement de déterminer de proche en pro-
che m(6), A1(6) et y ().
1,n 2,n 2,n

En pratique, les calculs sont compliqués et nous allons expliciter une
solution particuli€re susceptible de coincider au premier ordre en w avec
la forme de métrique trouvée par Thirring [/6].

§ 3. Exemple de solution au premier et au second ordres
1° La fonction m.

L’équation (20,1) admet comme solution la plus générale de la forme

f(6)

p

' 0 1
tg — I — cos 9> — b sin? 0]—,
2 1,1 p

4 et 1bl étant des constantes d’intégration.

Si on suppose que la source du champ est symétrique par rapport au

m(p, 0) = [ a <sin2 0 Log
1

1,1

s , . N . . ” . . .
plan 6 = 3 (plan équatorial), ’expression ci-dessus se réduit nécessaire-

ment a: sin 0
mip, 0) = — b .
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Un tel résultat a déja été proposé par R. Bach [/] et il peut coincider avec
celui de MM. Brill et Cohen [4] en choisissant convenablement 1b1' Nous

adoptons cette expression de m dans toute la suite. On a évidemment

sin? 6

@19 ﬁt(p’ 0) =~ 11,)1 p — 2a

Avec un tel choix, les équations du champ a 'approximation du second
ordre sont:

2 2
- ) é’i 6,1 ” )31 cosO%
@21) plo - a)62 et A e sin 0 30
- 2
=b2i_.8_a_isin29_b2_3—_
1.12p3%(p — 2a) Lip3(p — 2a)
v . % 2
5 2a sin 6 [
— = 9> + cos 06—
@22 = m+ e PG, %
sin? @

- ?1 4p3(p — 2a)*[p(p — 2a) + a* sin? 6]
[(9p* — 21ap + 8a?) sin® 0 — 4(p — 2a)2p — a)]

oy . 22 a1
5 2a sin 6

2o 24) cos 0= +(p — a) sin 0
@23 36 = oo —2a) + a7 sin? 9[ Plp = 2a) cos b5 +(p—a)sin ae]

b2 sin 6 cos 6
+ L14p%(p — 2a)[p(p — 2a) + a? sin? 0]
[3(3p — 4a) sin? 6 — 4(p — 2a)]

Nous allons d’abord chercher les solutions de (22,1) pouvant s’écrire
sous la forme /21(;), 0) = Iz((p) sin? 6 + I{(p), puis nous calculerons les

intégrales de (22,2) et (22,3).
2° La fonction %

Pour que Iz((p) sin? 0 + Ii(p) soit solution de (22,1), il faut et il suffit

que les fonctions IZ( et ]5 vérifient les conditions suivantes :

3p — 8a
23 — 20K" +2p — @K’ — 6K = b?
23)  plp — 20K +2p — a) 2 11 2p%p — 2ap
2
_ ” — ! =—-hP o0
@) Ap=2aL7 +2Ap — AL + 4K = - b
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En effectuant deux quadratures, on montre que lintégrale générale
de (24) correspondant & une fonction Ig solution de (23) est de la forme:

y2 300 — a) — 2a
i 24a*p*(p — 2a)

1 1 2
+ —(B ———bz) Log (1 - —a) + B,
2a\?2 8a3 1,1 p 2

]; et ]23* étant deux constantes d’intégration.

2
29 Lip) =~ 3K(p) -

D’autre part, on vérifie directement que la solution générale de (23)
est:

1
(26) K(p) =

i 4apz(p — 2a)

+ é{[p(p — 2a) + %az:l Log <1 - g) + 2a(p — a)}
3 p
* 2
+A [p(p - 2a) + gaz}

128 et 12\* étant deux constantes d’intégration.

Eu égard a la formule (25), 'intégrale générale de (24) correspondant
a (26) est donnée par:

@) L= - s % [p(p ~ 24) Log (1 - 27)‘5> + 2alp — a)]

118(13 2

1 1 64a® 2a
— — — 2 —— em——
+2a[9 8a3(f’,1+ 9 9>]L°g<l p)

—EA* p(p—2a)+za2 + B*
32 3 2

3° La fonction .
2

Les formules (26) et (27) explicitent la solution la plus générale de (22,1)
susceptible de s’écrire sous la forme % = IZ( sin? 6 + Iz‘ En calculant
6/1 6,1
Zet—2a partir de ces formules et en portant les expressions ainsi trou-
ap 00 o d !//

vées dans (22,2) et (22,3), on trouve les équations vérifiées par 6_2 et %

L’intégration de (22,3) fournit l/2/(p, 0) a une fonction ?(P) prés que ’on
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oy

détermine en comparant —— calculée a ’aide de I’expression de ¥ ainsi
2

oy

obtenue avec 6~2 donnée par (22,2).
P
Le résultat définitif est:

1
(28) lﬁ(p, 0) = sm QH: L m

4a 2a
+—{A|:(p—a) Log (1———>+2a]+A*(p—a)}]]
3 2 p 2
1 1 64a® sin? @
——|B — b2 + A)|L 2
a[z 8a° ( 9 z>] °g[l+“ p(p—za)}?’

(23 étant une constante d’intégration.

En conclusion, nous remarquerons qu’il ne faut pas retenir dans toute
leur généralité les solutions données par (26), (27) et (28). En effet, si on
veut satisfaire le postulat selon lequel I’espace-temps est asymptotique-
ment minkowskien a linfini, il faut imposer a IZ((p), I;(p) et l/zl(p, 0) de

tendre vers zéro lorsque p tend vers I'infini. Cette condition implique que
les constantes /2\*, ]23* et (23 sont nulles.

Par conséquent, on peut adopter comme champ a l'extérieur d’une
enveloppe quasi-sphérique tournante les solutions suivantes des équa-
tions (22):

1
— — 2—
@ ¥, 9)—[ i dap’(o — 20

+A{|:p(p—2a) +%a2:| Log (1 —2—>+2a(p ——a)}]lsin2 9-
2 3 p

2P ta 2 2a
31—8a3p2_32 p(p — 2a) Log 1——p~ + 2a(p — a)

1 1 64a° 2a
+—|B— b + AllL 1—-—
2a|: 8a® ( 9 2 >:I o8 ( P)

1
1.1 8a’p(p — 2a)

4a : 2a .
+—A|(p —a)Log(1 ——)+ 2a]sin® 6
32 p
1 1 64a® 2 sin? 0
——[B——3<b2 + 20 A) Log |1+ 2 7
al 2 8a’\11 9 2 plp — 2a)

(30) Y(p, 6) = {
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Les résultats ci-dessus différent de ceux qu’a obtenus R. Bach a I’approxi-
mation du deuxiéme ordre par rapport a w [/]. En effet, selon cet auteur,
33. peut s’écrire sous la forme:

A(p, 0) = k ) gin2 6 l —1
é(ﬂa ) = I E sin + 2on " s
>1 >1

nz n=

avec 2k et 2l tous les deux nuls a partir d’un certain rang. Il en est de méme
de la fonction Z/ Or, les formules (29) et (30) n’admettent pas de dévelop-

pements de ce type.

Cas II. Le champ a Pintérieur de I’enveloppe

Dans le cas statique, on admet généralement que I'espace-temps est
plat a lintérieur d’une couche simple sphérique. En conséquence, nous
faisons I’hypothése qu’a l'ordre zéro le ds® a lintérieur d’une enveloppe
quasi-sphérique en rotation est minkowskien.

§ 1. Choix de é et de Ox//. Equations du champ au premier et au second
ordres

1° Modulo un changement d’échelle, la condition précédente est réalisée
si nous prenons 61(r, z) = cte. Les équations du champ d’ordre zéro impli-

quent en effet que la fonction Y est elle-méme une constante. On ne res-
0

treint pas la géncralité en posant pour simplifier les calculs ultéricurs

Mr,z)=cte =1
(31) 0 0
U, 2)=0

2° Les équations du champ d’ordres un et deux ont alors la forme
suivante :

u  o%u !
(32,1) e
’ or:  0z* ror
(32,2,1) 62,; + 62% + : 6/; -4 (6!:)2 a!ll 2
™ o2 0z2  ror  2r2|\or + oz
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oy Y 2 ou z
(32,2,2) 2 et ) _(x
> or 4r L\ or 0z

6!& e4c1’ 6;11 0/11
2 LI AL
(32.2.3) 0z 2r or 0z

On vérifie immédiatement que (32,1) est la condition d’intégrabilité des
équations (32,2,2) et (32,2,3).

§ 2. La métrique au premier et au second ordres

1° L’équation (32,1) admet une infinité de solutions bornées sur I'axe
de la forme [9]:

k-1
(33) ur,z) = —e % E Brir? + z%) 2 P;‘<—————Z ),
1 yave r* + z?

les B étant des constantes arbitraires et P; désignant la dérivée du poly-
1,k

ndme de Legendre de degré k.
2° Plus généralement, toute solution u(r, z) de (32,1) suffisamment
1

réguliére et bornée a I'origine vérifie les propriétés suivantes au voisinage
de I'axe de rotation:
a) Les valeurs de p sur I'axe de rotation (r = 0) dépendent linéaire-
1

ment de la cote z:
o, 2) = az + a*
1 1 1

b) La fonction u est complétement déterminée au voisinage de l'axe
1

si on fixe les constantes % olz* et si on se donne arbitrairement les valeurs

o*u
PR 1
de sa dérivée seconde ) sur l'axe.
r

Posons en effet que u(r, z) admet le développement suivant :
1

ur,2)= p@+r*u@+ ... +r" u@2+ ...
1 1,0 1,2 1,2n

Nous n’introduisons que les puissances paires de r car le phénoméne
étudié est de révolution autour de Oz: il est le méme pour r et — r.

ANN. INST. POINCARE, A-XII-3 20
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Par substitution dans (32,1), on montre qu’un tel développement est
nécessairement de la forme:

(= 1)
r, z) = az + a* + r2p(z) + SN a—— LT
A=y £ Z2z"n!(n+ 1! e
n=1

o et o* étant des constantes arbitraires et j(z) étant une fonction arbi-
1 1 1

traire indéfiniment dérivable de la variable z. Ceci démontre les pro-

priétés a) et b). Les quantités ?"(z) désignent les dérivées d’ordre 2n
1

de A(2).

Sl on postule que la source est symétrique par rapport au plan z=0
(plan équatorial), il faut annuler o et choisir la fonction u(z) paire par

rapport a z. De méme, dans la formule (33), il faut annuler toutes les cons-
tantes B lorsque k est pair.
1,k

La solution de ce type la plus simple est :
(34) ur,z)= —e 2 Br?
1 1,1
Cette solution est classique : elle correspond en effet aux résultats de

Thirring, Bass-Pirani ainsi que Brill-Cohen. Nous allons donc retenir (34)
comme expression de p et montrer qu’a approximation du second ordre,
1

la métrique correspondante est:

1
(35) ds*= — e’zé{ 1— 2w2[§(r, z) + 3 Pjrz]}(drz + dz* + r*de?)
+ 20 f rdgdt + A1 + 202(r, 2t
1,1

la fonction %(r, z) étant astreinte a étre une solution bornée de I'équa-
tion :
0% 9% 1 oA
2 2 2

36 A N Y
(36) 6r2+022 r or 11,31

En effet si ;11 est donné par (34), I’équation (32,2,1) s’écrit sous la forme (36)

et les équations (32,2,2) et (32,2,3) deviennent :
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L’intégration de ce syst¢éme donne immédiatement :

1
-5 B+,
2

'/z,(r’ 2= 211

X étant une constante d’intégration que nous poserons égale a zéro.
La formule (35) est déduite de ces résultats, eu égard aux relations:

et2in?) = o*2{1 4 2w2%(r, z) + O(w*)]

VD = 721 — 2w2§(r, z) — lﬁlzcozr2 + 0(w*)]

§ 3. La structure du champ de force a Dintérieur de Penveloppe

Introduisons des coordonnées x, y définies par:
X = r COos ¢, y = r sin ¢.

Dans le repére quasi-cartésien 0, x, y, z, t, ’accélération d’une particule
isolée circulant & une vitesse v « c est dans le champ décrit par le ds? (35):

(37 §=2 B> AT — e*lw? grad ,21
1,1

1° Le terme en @ A ¥ montre I'existence d’un champ de « force de
Coriolis » tout a fait semblable a celui qui a été mis en évidence par Thir-
ring [/6].

2° Le terme en w? gﬁa % est susceptible de présenter quelque analogie

avec le champ de « forces centrifuges » étudié par Thirring [/7] et Bass-
Pirani [2] s’il existe des solutions de I’équation (36) de la forme :

%(r, 2)=ar* + Bz +y

En substituant dans (36), on trouve que les solutions de ce type s’écrivent
nécessairement de la fagon suivante :

[y

(38) Mr,2) = —Z(n + B>* + nz*> + 6,
2 22 1,1 2 2

ol n et 0 sont des constantes d’intégration.
2 2
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Les équations différentielles du mouvement d’une particule d’épreuve
sont alors:

([ d>x dy
4 2% B 1+ et + A2
dr? ¢ ofl dt o(g El) X
d?y dx
4V _ o0 ax a4 2.2
< iz + 2e olliw I + e 0(121 + El)w y
d*z
o a4l 2
i 2e 02](1) z

~

Ces formules montrent que les composantes du champ de « forces
centrifuges » ne peuvent jamais coincider exactement avec les expressions
correspondantes calculées par Thirring et Bass-Pirani sous I’hypothése
des champs faibles. En effet, une telle coincidence ne pourrait se réaliser
quen faisant 1/31 égal a zéro (champ de Coriolis identiquement nul),

ce qui reviendrait a supposer que la masse de I’enveloppe est rigoureu-
sement nulle.

L’expression de 7 donnée par (37) montre qu’il existe toujours des effets
en w? a lintérieur de I'enveloppe tournante. En effet, d’aprés (36), grad }ZL

ne peut s’annuler partout sans impliquer que S = 0. Par conséquent,
1,1
méme si on choisit d’autres solutions /21 que (38) on ne peut retrouver le

résultat de Bass-Pirani énongant que pour un certain type de distribution
de matiere dans I’enveloppe on pourrait voir disparaitre complétement le
champ des « forces centrifuges » [2].

Avant de clore ce chapitre, nous signalerons que si les métriques cal-
culées ci-dessus représentent bien a I'approximation du second ordre le
champ d’une enveloppe quasi-sphérique tournante, il est possible de déter-
miner les constantes 1b1’ 1/31, 1;\, }23, n et g? d’une part au moyen des conditions

de raccordement relatives a des potentiels de couche simple et d’autre
part au moyen de certaines hypothéses relatives a la structure du tenseur
impulsion-énergie. Toutefois, nous n’approfondirons pas cette question
dans le présent travail.

CONCLUSION

Nous avons développé une méthode d’approximation pour étudier le
probléme des masses quasi-sphériques en rotation, ce qui nous a permis
de faire une synthése des travaux antérieurs.
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Nous avons appliqué cette méthode au probléme de I'enveloppe sphé-
rique tournante. Au premier ordre, nous avons obtenu des résultats ana-
logues a ceux de R. Bach et de Brill-Cohen. Par contre, au second ordre,
nous avons €té amenés a rejeter la forme de métrique proposée par ces
auteurs et & modifier les résultats concernant la force centrifuge énoncés
par Thirring et Bass-Pirani.

Nous pensons que cette méthode d’approximation sera sans doute trés
utile dans ’étude des figures d’équilibre des corps tournants.
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