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Fonctions classiques
correspondant aux opérateurs quantiques
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Institut Henri Poincaré

I. — INTRODUCTION

Depuis l'origine de la formulation axiomatique de la Mécanique Quan-
tique un probléme est resté en suspens. C’est celui posé par la détermi-
nation des « observables quantiques » qui doivent correspondre aux
grandeurs physiques classiques. Certes, le formalisme de la Mécanique
Quantique permet de déterminer les observables quantiques qui corres-
pondent aux coordonnées canoniques et la substitution des coordonnées
par les observables est le seul principe que I’on peut appliquer: c’est la
« régle de substitution ». Mais cette régle s’avére insuffisante et ambigué.
En effet, 3 une fonction classique des coordonnées correspondent plu-
sieurs observables quantiques selon I’ordre dans lequel on dispose les
termes consistant en produits de coordonnées. Le résultat est une consé-
quence directe de la non-commutativité des observables quantiques qui
est un trait essentiel de la Mécanique Quantique. C’est ainsi que Messiah [0]
affirme : « Aucune régle basée sur la correspondance avec la Mécanique
Classique ne peut résoudre de telles ambiguités... Il faut donc fixer empiri-
quement la forme précise... »

Quelques régles d’association essentiellement empiriques ont été énon-
cées initialement par Dirac [/], Von Neumann [2] et Weyl [3], puis par
Yvon [4] et Rivier [5]. Enfin, plus récemment, de nombreux auteurs [6 a /2]
a l'instigation de Shewell [/3] ont étudié les régles dites d’ordre standard
et antistandard et d’ordre normal et antinormal sans toutefois parvenir &
déterminer laquelle de ces différentes régles il convenait d’utiliser.
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Le probléme posé a repris récemment de I'importance car si 'on peut
parvenir empiriquement a associer un opérateur « convenable » 4 une
grandeur classique, le probléme inverse s’avére beaucoup plus délicat
étant donné les différents opérateurs de base qui peuvent intervenir. C’est
ainsi que I’habitude prise d’introduire de nouveaux opérateurs hamilto-
niens forgés uniquement d’aprés la Théorie Quantique rend trés difficile
la « traduction » de ces problémes en Théorie Classique. On ne peut plus
établir de véritable correspondance entre un probléme posé en termes
quantiques et le probléme classique équivalent.

Nous nous proposons d’é¢noncer une régle générale d’association
entre les observables quantiques et les fonctions classiques qui satisfasse
le critére d’unicité (association biunivoque) et qui, a tout opérateur Her-
mitien fasse correspondre une fonction classique réelle. Nous montrerons,
en utilisant le formalisme des états cohérents que cette régle qui recouvre
la régle « d’ordre normal » est une conséquence nécessaire de la Théorie
Quantique, ce qui lui enléve tout caractére empirique.

II. — REGLE D’ASSOCIATION
OPERATEUR QUANTIQUE-FONCTION CLASSIQUE

Le formalisme des « états cohérents » créé par Glauber [/4] pour s’appli-
quer au domaine de ’Optique Quantique constitue une méthode générale
que I’on peut aisément adapter a la Mécanique [6 b] de la fagon suivante :

Soient g et p les coordonnées d’un systéme dynamique classique a un
seul degré de liberté. Introduisons la quantité «, nombre complexe,

_atip OC*:q—ip
VR V2

Les observables quantiques § et p qui correspondent aux coordonnées ¢
et p canoniques vérifient la relation de commutation :

4, p1=1,

Définissons les opérateurs a et a*

S_d+ip . _d—ib
NE NE
Ils vérifient la relation de commutation

[a,a*]=1.
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On peut alors introduire le formalisme des états cohérents norma-
lisés |« > et de la représentation diagonale P(x):

alay =ofa),

1
(1) —J|d><ald2a=l,
1

Q= Jw(a)w)cxldzoc,
d*o = d(Re.a).d (Im o) .

En particulier pour I'opérateur densité p d’'un mélange statistique quan-
tique

ﬁ=JP(a)|a><a|d2a.

La valeur moyenne d’une observable Q est alors fournie par une « inté-
grale de trace »

Trace { pQ} = JP(oc)Q(a)dzoz , Qo) =<alQla) .

Cette intégrale de trace entiérement déduite de la Théorie Quantique
a le grand avantage d’étre purement algébrique « effacant » ainsi en appa-
rence le caractére non-commutatif de 'opérateur densité p et de I'obser-
vable Q. Nous avons souvent eu recours a ce type de relation lorsque nous
avons établi la nature de la correspondance entre la Théorie Classique et la
Théorie Quantique des Champs en Electrodynamique [/5].

Ce type de relation est en effet privilégié pour établir une comparaison
avec le calcul d’une valeur moyenne en théorie classique qui est donné
par I'expression

CF(E)) = J@({Ck})F[E({Ck})]HdZCk ;

oules {C,} =C,;, C,, ..., C, ... sont les coefficients du développement
en série de Fourrier du champ E({C,}).

On peut montrer en effet, que P(«) constitue I’¢quivalent de la fonction
de répartition statistique p( { C; } ) ce qui conduit nécessairement a attri-
buer a la fonction Q(«) de la variable complexe « le réle de la fonction
F[E({ C, })] représentant la grandeur physique classique.

D’autre part, la discussion que nous avons menée au sujet de la repré-
sentation diagonale a permis d’établir qu’elle était le seul cadre compatible
avec la Théorie Quantique ou les opérateurs pouvaient sous certaines
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conditions n’intervenir que sous la forme de la fonction de la variable

complexe «a .
Q) = {a|Qfa),
ce qui justifie 'appellation de « diagonale » attribuée a cette représentation.
Nous sommes ainsi assurés qu’il n’y a pas d’autre fagon possible d’associer
directement un opérateur quantique et une fonction classique.
Nous proposons donc comme régle générale d’association entre les
observables quantiques et les grandeurs physiques classiques la relation

(B) Xp. g = Q[(—\@ (@ + a*), (ii (@ - a*))J = 0@ ={x|Qla) .

2 2

Q est I'opérateur quantique qui est associé a la fonction classique Q'(p, q)
et réciproquement.

La justification de cette régle tient a ce qu’elle est définie en termes
« opérationnels ». En effet, au lieu de faire reposer I’association entre
opérateurs et fonctions sur des considérations formelles, elles associe
l’opérateur et la fonction qui, selon le formalisme séparé des deux théories
permettent d’obtenir une valeur moyenne identique. Nous ne parlerons
donc désormais d’association qu’au sens restreint que nous venons de
définir.

Montrons que la régle (3) recouvre I'ancienne « régle de substitution ».
Soit 'opérateur

Q@G p) = Q[(%E(a + a+)>, (i—\z—ﬁ(a - a*))J — 0@, a*) .

Supposons qu’il soit « normalement ordonné » c’est-a-dire que, toutes
les fois que a et a* agissent successivement, ils interviennent dans I'ordre

« normal »

at...a*a...a.
On peut alors écrire la relation
CalQa, a*)|a) = Qa, a*) = (g, p)
En effet I'expression { a|Q(d, d*)|a ) se décompose en des termes qui
sont d’aprés (1) de la forme

Calat ...a%a...alad=a* ... a*a... 0,

ce qui autorise, dans ce cas particulier, le remplacement de ’opération
produit scalaire par la substitution pure et simple des coordonnées classi-
ques aux observables quantiques associées. A 'opérateur Q'(g, p) corres-



FONCTIONS CLASSIQUES CORRESPONDANT AUX OPERATEURS QUANTIQUES 259

pond simplement la fonction Q'(g, p). Réciproquement cette démonstra-
tion prouve que I'observable quantique associée a une fonction classique
peut étre obtenue sans ambiguité par simple substitution, a condition de
ranger préalablement les coordonnées canoniques classiques de fagon
a ce que cette fonction exprimée avec les variables « et a* soit normalement
ordonnée selon ces variables.

La régle (3) que nous proposons recouvre donc bien 'ancienne « régle
de substitution » mais elle lui apporte ce qui lui manquait totalement :
un critére supplémentaire qui léve I'indétermination quant a I’ordre dans
lequel doivent étre rangés les opérateurs § et § que ’on substitue aux coor-
données canoniques g et p. Nous pouvons donc définir une régle de substi-
tution normalement ordonnée qui comprenne ce critére. C'est la régle
d’ « ordre normal » qui a déja été étudiée.

III. — REMARQUES

La régle de substitution ne peut s’appliquer directement qu’aux opé-
rateurs « normalement ordonnés ». Lorsque I'on désire déterminer la
fonction classique qu’il convient d’associer & un opérateur quantique on
peut donc, soit appliquer directement la régle (3) avec les difficultés mathé-
matiques que cela comporte, soit faire intervenir les opérateurs a et a”,
prendre la forme « normalement ordonnée » de cet opérateur et y opérer
la substitution.

La régle (3) permet de présenter la régle de substitution comme une
déduction de la Théorie Quantique et non plus comme une sorte d’Axiome
supplémentaire. Elle présente en outre I'avantage d’étre tout a fait générale.
En effet la méthode que nous avons appelée « régle d’ordre normal »
suppose que tous les opérateurs quantiques peuvent étre mis sans diffi-
culté sous la forme normalement ordonnée. Or il existe toute une classe
d’opérateurs de forme originelle simple dont la forme normalement ordon-
née ne peut étre explicitée a I'aide d’une simple fonction des opérateurs d
et a* mais nécessite le recours a la théorie des distributions. Cependant le
calcul de ( a|Q|a ) par une autre méthode aboutit a une fonction Q(«x)
réguliére. Cela tient a ce que les états cohérents forment une base « sur-
compléte » ce qui entraine la pluralité des représentations Q(«) de Q. Il
faut toutefois bien souligner que les différentes fonctions Q(x) associées
au méme opérateur Q conduisent a des valeurs moyennes identiques
lorsqu’elles sont insérées dans I'intégrale de trace.

Glauber [I4] a montré qu’a tout opérateur Q il peut n’étre associée
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qu’une seule fonction Q(«) a condition d’exiger que Q(x) soit une fonction
entiére de a et a*. Or I'on peut affirmer que toute grandeur physique classi-
que peut s’exprimer sous la forme d’une fonction entiere des coordonnées
canoniques.

Pour éviter 'ambiguité dans I’association recherchée il faut donc s’as-
treindre & rechercher parmi la classe des différentes représentations Q(a)
de P'opérateur Q la fonction qui soit une fonction entiére des variables o
et o*.

La « régle d’ordre normal » comporte donc encore des lacunes et des
ambiguités qui ne peuvent se dissiper que par référence a la régle générale
qui recouvre la régle d’ordre normal sans se confondre avec elle.

En pratique on utilisait souvent une régle de symétrisation [0] dont
Shewell [/3] a montré qu’elle était équivalente a la régle de Rivier [J].
Cependant Mehta [6 b] a montré dans un article ou il étudie les propriétés
de cinq régles d’association que la régle de Rivier était trés différente de la
régle d’ordre normal. La symétrisation ne doit donc intervenir que sur des
opérateurs déja constitués selon la régle (3) et seulement dans le cas d’'un
systéme de particules identiques.

Nous n’avons envisagé jusqu’ici qu’un systéme dynamique classique a
un seul degré de liberté. L’extension de la régle (3) lorsque 'on considére
plusieurs degrés de liberté ne présente pas de difficultés. Il suffit d’intro-
duire a la place des états cohérents | o >, d’un seul mode repéré par l'in-
dice k les états cohérents globaux

=] [1aon

IV. — CONCLUSION

Il convient de rappeler que I’existence de fonctions classiques associées
biunivoquement aux opérateurs quantiques ne prouve en rien I'identité
entre le formalisme de la Théorie Classique et celui de la Théorie Quan-
tique. En effet l'intégrale de trace (2) n’établit qu’une analogie entre les
deux formalismes et ne peut étre considérée comme une simple transposi-
tion. La distinction fondamentale réside dans le fait que les états cohérents
ne forment pas une base complete contrairement aux états classiques et
que, d’autre part, la représentation diagonale P(«) de 'opérateur densité p
ne peut pas, en général, étre assimilée a une fonction de répartition de
probabilité classique [15 c].
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L’existence d’une régle d’association générale entre les opérateurs quan-
tiques et les fonctions classiques permet donc seulement d’obtenir, lors-
qu’elle existe, la « traduction » d’un probléme quantique en termes classi-
ques. Ceci est cependant d’un intérét capital pour permettre d’insérer dans
un probléme quantique des conditions aux limites qui sont données sous
forme classique. Il devient alors possible d’étudier précisément dans quelles
conditions la Mécanique Quantique et la Mécanique Classique se raccor-
dent.
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