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Le champ électromagnétique singulier
genéralisé dans D’espace-temps de Schwarzschild

par

R. LAPIEDRA

RESUME. — On introduit brievement la notion de champ électromagné-
tique singulier. Ce champ vient décrit par deux 2-formes singuliéres, F,; et
G, = 2F, 5 + vF 4.

On donne par la suite une interprétation des équations du champ sin-
gulier généralisé qui revient a considérer le vide de la Relativité Générale
comme étant doué d’un certain pouvoir anisotrope d’induction.

Finalement on étudie les équations de ce champ singulier généralisé
dans l’espace-temps de Schwarzschild, dans le cas ou le vecteur fonda-
mental, [, de F,; est le vecteur d’onde correspondant a la généralisation
d’onde plane électromagnétique monocromatique dans I’espace-temps
de Schwarzschild, donnée par Bel et Montserrat. On distingue deux cas,
selon que v = 0 ou pas et dans les deux cas on construit le champ singulier
généralisé associé a I.

1. CONSIDERATIONS GENERALES. — En relativité générale les équa-
tions de Maxwell du vide s’écrivent
* 1 .
(1 . 1) VleB — 0, Vzelf =0 <F1ﬂ = EnzﬁAuFlﬂ>

ou la 2-forme F,; décrit le champ électromagnétique. A ce champ il y a
associ¢ un tenseur d’impulsion-énergie, 7,

1 ,
(1.2) Ty = Zgzﬁ(Fqu"”) - F,Fy,
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Si nous voulons décrire un état intrinséque de radiation électromagné-
tique, nous sommes amenés a ne considérer que les 2-formes, F,; pour
lesquelles le vecteur flux d’énergie du champ ou vecteur de Poynting,
P(@). relatif 4 un observateur associé au vecteur & (vecteur unitaire orienté
dans le temps)

(1.3) PX@) = (83 + €%¢,)t"",

soit toujours différent de zéro quel qu’il soit le vecteur € orienté dans le
temps.

Ces 2-formes pour lesquelles le vecteur de Poynting est intrinséquement
non nul sont bien connues: ce sont les 2-formes dites singuliéres ou des
2-formes, F,;, pour lesquelles il existe un vecteur [, nécessairement isotrope
dit vecteur fondamental de F,;, tel que I'on a

(1.4) PF,, = PE, =0

On démontre que les 2-formes singulieres, F 4, peuvent s’écrire sous la
forme '

(1.5) F,, = A(LLP, — I,P)
et pour la 2-forme, Fzﬂ, dual de F

*
(1.6) Fap = ALQy — 1,Q,)

Dans (1.5), (1.6), A est un certain scalaire et les vecteurs P, Q sont tels
que 'on a (%)
(1.7) P7=Q7=P-Q=0 P>*=Q>=—

F,, étant fixée, I est défini a un facteur preés (seulement le produit Al
est déterminé)

(1.8) I - pl
Mais si nous nous penchons sur la congruence isotrope de courbes, F(T),
dont les courbes sont les trajectoires du champ des vecteurs 7: celle-ci est
bien définie et & partir d’elle on obtient I ou pl, selon la paramétrisation que
I’on prend le long des courbes de I'(]).

Maintenant le théoréme de Mariot-Robinson [/] [2] dit que: pour qu’il
existe des solutions singuliéres, F,;, de vecteur fondamental I des équations

() Nous supposons que la variété riemanienne, V,, qui décrit I'espace-temps est de
signature — 2. Les deux derniéres relations de (1.7) signifient alors que P, Q sont orientés
dans l'espace.
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de Maxwell du vide il faut et il suffit que la congruence isotrope T(I) soit
géodésique et sans distorsion ().

D’autre part, nous avons donné ailleurs (MM. Bel, Montserrat et moi-
méme) [3] les raisons qui nous ont amenés a généraliser la notion de champ
électromagnétique singulier, pour lequel nous avons donné, dans le vide,
les équations

(1.9) V,F# =0, VG*=0
avec pour G,y

*
(1.10) G,, = /F,; +vFy (2 #0)

/., v étant deux scalaires et F_; une 2-forme singuliére.

Le champ électromagnétique singulier généralisé vient ainsi décrit
par un couple, F.s G, de 2-formes singulieres. Aussi dans le cas d'un
milieu matériel (présence d’induction) le champ électromagnétique tout
court vient décrit par un couple de 2-formes [4] (nous reviendrons plus
tard, § 2 — sur cette question). Par analogie avec ce qui est dans ce cas,
nous prendrons comme tenseur d'impulsion-énergie, 7,,, du champ singu-
lier généralisé

1
(1.11) =g (G,.F*)g.s — G, F"y

La 2-forme F,; étant une 2-forme singuliere, on vérifie aisément que t,,
donné par (1.11) est un tenseur symétrique.

Maintenant, compte tenu de (1.10), (1.5), (1.6), on voit que le vecteur
de Poynting, P(2), construit avec 7,5 donné par (1.11), est tel que I'on a

(1.12) 82=1= P@ #0

ce qui est nécessaire si I'on doit avoir un état de radiation intrinséque
pour le champ singulier généralisé.

Finalement, nous avons donné [3] deux théorémes qui sont la contre-
partie pour le champ singulier généralisé du théoréme de Mariot-Robinson.
Ces deux théoremes sont les suivants:

THEOREME 1. — Pour qu’il existe un champ électromagnétique singulier
généralisé, ayant comme vecteur fondamental un vecteur isotrope I, il faut
et il suffit que I'(0) soit une congruence géodésique.

C’est le théoréme de Mariot-Robinson, la condition distorsion nulle
ayant disparue.

(*) Pour les notions de distorsion, rotation et dilatation d’une congruence isotrope et
géodésique voir le résumé donné en appendice 4 la fin de ce travail.
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On peut se demander si en fait on ne pourrait démontrer un théoréme
plus fort que le théoréme I. Par exemple en posant v = 0 dans (1.10).
Nous avons démontré que ceci n’est pas possible en général. Plus précisé-
ment nous avons démontré [3] le théoréme suivant

THEOREME I1. — Pour qu’il existe un champ électromagnétique généralisé,
avec v = 0, ayant comme vecteur fondamental un vecteur isotrope l, il faut
et il suffit que I'(l) soit une congruence géodésique et telle que I’on ait

|
(1.13) En“‘““B,,pB;}l,‘ = — 2D?%*wl*
ou 1
(1.14) B, = E(V"lﬂ + Vg, — 20g,,)

Dans (1.13), (1.14), le tenseur y***# est le tenseur élément de volume
de V, et D, w, 0 des scalaires représentant la distorsion, la rotation et la

dilatation, respectivement de I'(/) (voir Appendice).
La condition (1.13) peut encore s’écrire sous la forme

(1.15) Im [6R(], S)] = 2D%w

ou le premier membre représente la partie imaginaire de gR(l, §). Pour
R(l, S) et o valent les expressions (a propos de ¢ voir Appendice).

- 1 - 1 - -
(1.16) R(, S) = ZRa,WI"S”l*S“ (S = ~\72—(X + 1Y)>
(1.17) o= S’SﬂVal/,
ou R,;;, est le tenseur de courbure de V,.

Nous donnons par la suite une troisiéme maniére d’écrire (1.13), dont
nous nous servirons dans le paragraphe 4

(1.18) HK — KH = P*Q,D? + 20D? (= = I'V, —)
ou H, K sont des scalaires réels tels que
(1.19) K+iH=o

Dans les théorémes I et II la condition D = 0, présente dans le théoréme
de Mariot-Robinson, n’apparait plus et c’est 1a que réside I'intérét du champ
électromagnétique singulier généralisé. En effet, les congruences isotropes,
géodésiques et sans distorsion étant extrémement rares dans les espaces-
temps du vide, également rares devraient étre les trajectoires possibles des
rayons lumineux dans le cadre des champs électromagnétiques singuliers
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non généralisés, ce qui donne des limitations absurdes pour la propagation
de la lumiére dans le vide [3].

2. UNE INTERPRETATION POSSIBLE DES EQUATIONS (1.9). — D’aprés
Pham Man Quan [4] [5], le champ électromagnétique dans un milieu avec
induction vient décrit par un couple de 2-formes, F,;, G,j. Etant donné
un vecteur orienté dans le temps &, &2 = 1, les champs et les inductions
électriques et magnétiques associés a la direction de &, s’expriment

2.1) E,=F,e’, D,=G,e’, H,=G,e" B, =F,e

ou E, D représentent le champ et I'induction électrique et H, Ble champ
et 'induction magnétiques, respectivement.

Maintenant, les champs et les inductions sont reliés a travers deux matri-
ces inversibles &, 73, telles que 'on a, d’une part

(2.2) D* = gE’, H* = 0B’
et d’autre part

2.3) g = &0p + ej,

2.9 15 = 105 +

avec 0} le tenseur delta de Kronecker et
2.5) ese? = the? = 0

C’est-a-dire € est vecteur propre de &} et 7j.
A partir des équations (2.3), (2.4) on peut alors exprimer G,; en fonc-
tion de F,;

(2.6) G,y = 1F,; + (v — &)(F,,e%¢y — F,e%,)
1
+ (egeli - etplez)uana' + ;naﬁ;'ée’[inuvpaevl:pa
Les équations de Maxwell s’écrivent

2.7 VF* =0,
(2.8) VG* =1/

ou J représente le vecteur courant électrique.

Par suite imaginons le vide comme étant doué d’une induction aniso-
trope, voir donnons-nous comme formules reliant les champs aux inductions

(2.9) D = /E + B,
(2.10) H= —E + /B
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compte tenu de (2.2), (2.3), (2.4), les équations (2.9), (2. 10) s’écrivent

(2.11) (e03 + €3)E? = ZE* + vB?,
(2.12) (td% + 1)B® = — vE* + /B*
équations qui seront satisfaites si I'on prend
(2.13) e=1=/, e’E? = vB?, ;B? = — vE*
De (2.1), (2.13), (2.6) il vient
(2.14) G,y = 2F,; + v(Bye, — B,ey) + v, 5¢"E°
d’ou, en tenant compte de nouveau de (2. 1),
(2.15) G,y = iF,; — \'(I’l:“‘,,e”e,K - l’f"p,,e”e,) + V14,56 F*e;
Supposons désormais F,; singuliére
*
(2 16) Fzﬂ = A(laP/} - ;ﬂpz)s F;[J = A([zQ/i - l/}Qz)
ou
(2.17) P2=Q>=-1, PIi=0T=P=0
F,; étant fixé, (2.16) détermine P et Q aux transformations prés
(2.18) P> P+l
(2.19) Q - P+l

avec 4, n, deux scalaires réels.
Compte tenu de cette indétermination, on peut se convaincre facilement

que tout vecteur &, &> = 1, peut s’écrire sous la forme

(2.20) e=al+PK (a8 =1)
avec
(2.21) K2=K-P=K-Q=0, KT=1

On aura par conséquent
*
(2.22) B, = F,.e* = BAQ,, E,=F,e" = BAP,
D’autre part

(2.23)  N,p,56"P? = n,5,5(al’P? + BK'P?)
= ol,Q; — 1,Q,) — BK,Q; — K,Q,)

et avec (2.22), (2.23), I’équation (2. 15) devient
(2.29) G,y = 2F 5 + 2apvA(,Qp — [,Q,) = /F,5 + \'I:&l,,
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et si nous supposons que dans le vide le vecteur courant J est nul, les
équations de Maxwell (2.7) et (2.8) s’écriront

(2.25) vV, F8 =0
(2.26) V,(GF* + vF*#) =0
c’est-a-dire juste les équations (1.9). Ainsi, d’aprés les équations (1.9),
I’espace-temps en absence de matiere peut étre envisagé comme étant doué
d’'une induction électromagnétique anisotrope donnée par les équa-
tions (2.9), (2.10).

Il peut étre intéressant de constater que 'interprétation qu’on vient de
donner des équations (1.9) reste valable méme dans le cas ou F,; n’est pas
singuliere. En effet, F,; admettra maintenant une expression de la forme

(2.27) Fo = all,P, — L,P) + b(L,Q, — L,Q,) + (LK, — I,K.)
+ d(PaQB - PBQa) + f(PzKﬂ - P[JKz) + g(QaKﬂ - Qsz)

oua, b, ..., représentent des coefficients scalaires convenables. Par consé-
quent

* 1
(2.28) Fup = SupaF = = B, — P + 2(,Q, — ,Q)
- d(liKﬂ - IﬂKa) + C(PaQﬂ - PﬂQx)
+ g(P.K,; — P,K,) — f(Q.K; — QK

Voyons ce que devient (2.15) quand nous y posons (2.27), (2.28) et
(2.20). Tout d’abord on a, d’une part

(2.29) Mupe’FPe; = ol — FNLQ, — Q)
— a(bp — galLPy — [;P) + 2c0f(P,Q, — P,Q,)
+ BlaB — QK — QQ.) — B(b — g)P.K, — P)K,)

et d’autre part

(2.30) F,pe’e, — F,eep = alag + bPB)LP,; — [,P,)
— alaf + ap).Qy — L,Q) + d(LK, — LK)
— BbB + g)(P,K, — P,K,) + B(fx + af)Q.K; — QK,)

d’ou (2.15) devient

(2.31) G,y = iF,; + v[— b(,P; — ,P,) + a(l,Q; — 1,Q,)

ce qui, d’aprés (2.28) donne
*
(2.32) G,y = 2F,; +vFy

comme on le voulait démontrer.
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3. L’ESPACE-TEMPS DE SCHWARZSCHILD. — Considérons I’espace-temps
de Schwarzschild. Le ds? extérieur s’écrit en coordonnées polaires

1 .2
(3.1) ds? = kdi* — —dr* — —(d0* + sen? 0dg?)
KC C
ou nous avons posé
37 =1 2u 4.4
(3.2) k=1-"2 p=—

% étant la constante de gravitation, .# la masse du corps qui crée le champ
gravitationnel et ¢ la vitesse de la lumiére dans le vide. Sous la simple
inspection de (3.1) on trouve

1 r? r? sen? 0
(3.3) goo=kKx g = — &m T T3 833 =~ 7
d’ou trivialement
2 2
(3.4) g% =x"! gl = — Kc? g22=_c_ g3 = — ¢
2 r? sen® 0

Si dans (3.2) .# n’est pas trop grand, u est trés petit (C’est notamment
le cas ou ./# est la masse du soleil) et les expressions ou u apparait peuvent
étre développées dans une série de puissances de u, dont il suffira de prendre
les premiers termes. C’est ce que nous ferons dorénavant en arrétant les
développements aux termes d’ordre un en y, les termes d’ordre supérieur
a un étant considérés négligeables. Comme il ressortira des calculs qui
suivent, cette approximation ne sera valable que pour r et 6 suffisamment
écartés des valeurs r = 0 et § = 7 respectivement, ceci du fait que pour
r =0 et 8 = & certains coefficients des développements en puissances de u
deviennent infiniment grands.

4. ONDES PLANES A L'INFINI DANS L'ESPACE-TEMPS DE SCHWARZSCHILD.
— Bel et Montserrat [6] ont proposé une généralisation de la notion d’onde
plane monocromatique dans I’espace-temps de Schwarzschild, dont les
fronts d’onde, dans le cas d’une onde électromagnétique sont donnés,
modulo O(u?) par la fonction d’onde S

E E ,0
4.1) S=Et—-rcos0+pu—|—2lg rcosE + cos 0
C c

cette fonction S parait étre la meilleure description possible d’une onde
monocromatique entrante et plane a 'infini z = + 0.
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Les rayons de propagation associés a S viennent alors donnés,
modulo O(u?), par le champ de vecteurs isotrope et géodésique |

(|, _oS_
O—at_ >

JS E 2

11=—=——(c050+-ﬁ),

5 ) or c r

(4.2) | aS El: o+ (1—0039)2]

= _—=—|rsen —_

2790 ¢ K
0S

L=—=0

ks o

sen 0

ou bien a l'aide de (3.4)

% D
1o — E(l + '—“),
p
2u
I cE[cos 0+ —(1 — cos 0)],
-

(1 — cos .0)2]

4.3) - <
cE

T2

L PP =0

[r sen 0 + pu
sen ()

Maintenant, puisque l'on a [, = 4,S, de (18) (Appendice) on voit tout de
suite que la rotation, w, de la congruence I'(/), avec | donné par (4.2), est
nulle

4.4 w=0

—

Drautre part, I’on trouve [7] pour la distorsion, D, de I'(l)

ucE 2
4.5 D="""(cosg - ——
#.5) r? (COS 1 + cos 0)

la dilatation, 6, étant nulle modulo O(u?).

Ainsi puisque D n’est pas nulle, du théoréme de Mariot-Robinson (§ 1)
découle qu’on ne peut associer 4 I'(l) des solutions singuliéres des équa-
tions de Maxwell du vide (1.1). Par la suite nous nous proposons, donc,
d’associer a I'(l) un champ électromagnétique singulier généralisé, a des
termes en u? prés. C’est-a-dire nous nous proposons de construire, a cette
approximation pres, deux 2-formes songulieres, F,;, G,;, de vecteur fonda-
mental | donné par (4.2), satisfaisant aux équations (1.9), (1.10).
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5. LE CHAMP SINGULIER GENERALISE ASSOCIE 4 I'(/) DANS LE CAS OU
v = 0. — Les calculs qui suivent, aussi bien dans ce paragraphe-ci que dans
le suivant, ne sont valables en général que modulo O(u?). Non obstant,
nous ne ferons plus référence a cette limitation qu’occasionnellement,
afin de ne pas trop alourdir I’expression.

Nous commengons par démontrer que I (7) satisfait la condition (1.13).
Pour cela faire partons de (1.13) sous la forme (1.18)

(5.1) " HK - KH = 2D%w + P*Q,D?

ou les vecteurs P, Q satisfont aux relations (1.7). Le vecteur T étant fixé,
les relations (1.7) ne déterminent pas les vecteurs P, Q d’une maniére
univoque. En fait I'un et l'autre sont définis aux transformations pres

s & = = O
(5.2) S > §=eS+n) (SE—P Q)

NG

¢ étant un scalaire réel et n un scalaire complexe Puisque (5.1) est équi-
valente a la relation (1.13) ou les vecteurs P, Q n ’apparaissent nullement,
la relation (5.1) doit étre invariante vis-a-vis des transformations (5.2),
ce qui n’est pas difficile de vérifier directement.

Prenons comme des vecteurs P, Q, les deux vecteurs [7]

0=0, P'=0, P2=0, P =—
5.3 r sen 0
: o c I . cz K2, , e 5
= ———, = =T , = :03
Q rex?ly + I, Q roex?ly + 1 Q r Q

On vérifie que ces deux vecteurs satisfont effectivement aux conditions (1.7).
D’autre part ils ont été choisis de manié€re a avoir

(5.4 H=0
avec H défini par (1.19).

Maintenant puisque, comme il a été déja signalé, w = 0 (voir (4.4)),
(5.1) s’écrit du fait de (5.4)

(5.5 D2P*Q, = 0
ou bien puisque D # 0
(5.6) P:Q, =0

Avant de démontrer que cette relation est effectivement satisfaite,
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écrivons les symboles de Christoffel non nuls de I'espace-temps de Schwarz-
schild [7]

1 1
r'y=- ﬁz—z, Ll =—r?, Il;=—rx?senf
r°-K
1
(5.7) { Tolo= 4 c2c?, I%=T% =% =T =~
r r
1
%=y’ = % R I*3=T33,=cotgd, T'y%;=— sen cos b
"
D’autre part, du fait de I'orthogonalité de Pet Q, l'ona
(5.8) PQ, = — PXQ,

et si, compte tenu de (4.3), (5.3), (5.7), on calcule P* on trouve P* = 0
et partant P*Q, = 0, comme on le voulait démontrer.

Ainsi I'(]) est telle quelle satisfait la relation (1.13) et du théoréme II
il résulte alors que nous pouvons trouver 4, A, P, Q, ces deux vecteurs
satisfaisant aux relations d’orthogonalité (1. 7), tels que I’on ait
(5.9) 3% = V,F* = V[A(FQP — 1PQ9] = 0
(5.10) If = V,(AF*) = V [JA(PP? — IPQ%)] =0

Compte tenu du fait que nous avons d’une part w = 0 et d’autre part
6 = 0 (modulo 0(u?)), on trouve que le systéme (5.9), (5.10) est équivalent
au systéme
(5.11) A"7-1=rQ,=0
(5.12) (AA)"'-dI=1P,=0
(5.13) —-AYJIP+2413Q=H=0

(5.14) —A'1P
(5.15) —A"Y3-Q+:'1P)=ro,lg(:A}) =0

(5.16) A"Y1-0 - 'IP)=2"15+2K=0
(5.17) A"\ 1K = - Q%,1g A + K*Q, — QK*V,l, — V,Q* =0
(5.18) A™'I-K = — P*3,4— iP*3, Ig A + A(K*P, — P*K*V, 1, — V,P*) =0

Dans (5.17), (5.18) K est un vecteur isotrope et tel que
(5.19) K-P=K-Q=0 KiI=1

Quant aux scalaires H, K, ils ont été définis dans (1. 19).
Maintenant (5.11), (5.12) sont satisfaites du fait que I'(]) est géodésique
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et (5. 13) (5.14) seront satisfaites aussi du moment que nous avons pris
pour P, Q les vecteurs P Qde (5.3) (voir (5.4), (5.6)).
Dr’autre part (5.16), (5.15) s’écrivent encore

(5.20) i = — 2K,
(5.21) A = AK
Calculons K. De
(5.22) 0= — %(P“P” + Q*QAV,; =0
(5.23) K= %(P’P" - Q*QHV I
on trouve, compte tenu de (5. 3),
(5.24) K = PPV, I, = (P?)*V,l;
Le calcul donne pour V;i;
(5.25) Vil = — u§(2 — 2 cos 8 — cos 0 sen? 9)
d’ou

2

E
(- y—>(2 — cos 8 — cos 0 sen? )
c

ucE 2
=—-—F5|+————cosb
r* \1 + cos 6

Calculons maintenant Q* en substituant (4.2) dans (5.3). On obtient
apres certains calculs

5.260) K=———
( ) r? sen? 6

(o sen 0 B 3+ cos @
Q 1 — cos 8 . r sen 0
Q' = csen (1 — cos 6)
(5.27) 9 11— -cos@ # r sen 0
Q=2
,
\ Q3=0

Passons au calcul des expressions K*Q,, Q“K”Valﬁ, V.Q* qui appa-
raissent dans (5.17). Tout d’abord, de (5.12), (5.14) et du fait que I'on
aQ?=—1 P-Q =0, I'on trouve

(5.28) Q*=QK,F
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ou bien pour x = 2

(5.29) Q* =KQ, P

Mais, compte tenu de (5.7),

(5.30) Q? = *'V,Q? = I’T,2,Q!

d’ou

(5.31) K*Q, = I',%,Q!
D’autre part, du faitque w = H =0,0na

(5.32) QVW = — QQV,I, Q% + Q KV, I

d’ou, en vertu de (5.22), (5.23),

(5.33) QV, P = KQ* + QK*V,I,-If

mais pour f = 2 on a d’une part

(5.34) Q. > = KQ? + QK*V,l,-I?

et d’autre part

(5.39) Q*V, 12 = g22(Q%,l, + Q'V,I, + Q3V,1,)
Le calcul donne

(5.36) Vol = = Tp%l, =0

et (5.35) se raméne donc a

(5.37) QV.2 = g(Q'V,I + Q*V,/)

Maintenant de (5.34), (5.37)

Q'V,l, + Q*V,l, — (g*%)7'KQ?
I

(5.38) QK*V, I, =
Finalement pour V,Q* I'on a

(5.39) V,Q*=T,%Q" +4,Q' + I'',Q* + I,%,Q* + I,°,Q°
=T,%Q" + I''',Q' + IL%,Q! + I'3%,Q! + I'3%,Q7% + 46,Q!
Ainsi on aura de (5.31), (5.38), (5.39)
(5.40) K,Q* — QK*V,, — V,Q"
QlV,, + Q2V,l KQ?
_ 162 12 2%2 + g2212 _ F331Q‘ _ r332Q2 _ 6;Q1

\A 2v,l KQ?
=-Q! 12+F33, _Q =2y 2(3 -TI;%,Q% - 6,Q!
I I, gl
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d’ou, compte tenu de (3.4), (4.2), (5.7), (5.26), (5.27), on obtient

4) KO QK - V,Q =S pHeleost

(5.41) Q- Q =6 ’Q_rsene r> sen 0
Le calcul de I'expression

(5.42) K,P* — P’K*V, ], — VP

qui apparait dans (5.18) s’avére beaucoup plus simple. Compte tenu
de (4.2),(4.3),(5.3) et (5.7), on trouve tout de suite

(5.43) K,P* = PK*V, I, = V,P* = 0

Ainsi, compte tenu de (5.41), (5.43), les équations (5.17), (5. 18) s’écrivent,
respectivement

1 - 0
(5.44) QaaaA=< £ L% )A
rsenf r sen 0
(5.45) P*0,(/A) =0

ou (5.45) s’écrit encore en vertu de (5.3)
(5.46) dp(AA) =0

En résumé nous devons déterminer 4, A de maniére a satisfaire aux
quatre équations (5.20), (5.21), (5.44) et (5.495)

(5.47) j= — 2K

(5.48) A = AK

(5.49) Q“@;A:( ¢ pelzcosO),
rsen > senf

(5.50) 20(iA) = 0

avec K et Q* données par (5.26), (5.27) respectivement.
Maintenant développons /, A en puissances de u. Modulo 0(u?) 'on
aura

G )

(5.51) b= +ui
(0) (1)
(5.52) A=A+ puA

(0)
Nous prendrons 4 = 1.

0
D’une part, cette valeur de £ satisfait modulo O(u) a I’équation (5.47)

1)
et d’autre part avec cette valeur de . l'on a pour (5.10), modulo O(u),

0)
(5.54) V,F*# =0
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c’est-a-dire qu’avec la valeur de (3) choisie les équations (5.9), (5.10) se
ramenent modulo O(u) aux équations de Maxwell du vide, ce qui se rac-
corde trés bien avec le théoréme de Mariot-Robinson (voir § 1), puisque
d’aprés (4.5) on a D = 0 modulo O(p).

Avec (5.51), (5.53), I’équation (5.47) devient

(1)
(5.55) ulé, i = — 2K

ce qui, compte tenu de (4.3), (5.26), donne

P a(}) 66“") c an) 2c 2. 0)
) . ., = | ——— —cos
(5.56) 0,4 + ccos 00, 4 rsen o / 2\l T cos 0

et si nous suppesons que /4 ne dépend pas de ¢

1) senfh_ 1 2 2
5.57 00, i — O =—|——— — 0
(5.57) €08 50 4 P (1 +cosh O )

Une des solutions de cette équation différentielle est (*)

(5.58) 1y 2cosf —1
. b=
rcosf + 1

Nous I'avons choisie parce qu’elle a la particularité de s’annuler a I'in-
fini r - oo pour n’importe quelle direction du plan r, 6, sauf pour 8 = =«
et aussi dans la demi-droite 8 = 0, c’est-a-dire qu’elle s’annule partout

ou D s’annule (voir (4.5)).
D’autre part, compte tenu de (4.3), (5.26), (5.27), les équations (5.48),
(5.49) s’écrivent

2 2
(5.59) (1 + —y)@,A ¥ c[cos 0+ L1 = cos 9)]0,A
F r

c[ 0+ (1 — cos 0)2:|aA cA o 2
— —|rsen - = p— -
2 b en o ¢ Ho |\ e 1 +cos@

sen 0 3+ cos 0 sen 0 1 — cosf

5.60) — + —

( ) (l “cos0  H rseno > ! C(l — cos 0 +H r sen 6 )E'A
c c ucl —cos 0
+SoA=A p Lol
r? (r sen0+ r2  sen 6 )

(1)
(*) Nous devons cette valeur de . a A. Montserrat.

ANN. INST. POINCARE, A-XII-2 14
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Modulo O(u) les équations (5.59), (5.60) sont équivalentes respective-
ment a

[(J] © csen@O O
(5.61) 0,A + ccos 05,A — %A =0
r
sen 0 () 0 (0) (0) c O
(5.62) — —07 oA T AN+ S0, - A=0
1 —cos0 1 —cos0 r rsen 0

L’intégration de (5.61) nous conduit au systéme

(0)

dr -d dA

(5.63) gro_ 0 _dA
ccos0 —csen0 0

dont il s’agit de trouver trois intégrales premiéres. On voit aisément que

rcos
=V

(0)
(5.64) A=c¢ , rsen0=u , Et—E
¢

avec ¢y, u, V, trois constantes, sont trois intégrales premiéres de (5.63).
Des lors la solution générale de (5.61) sera

(0) . 0
(5.65) A :f(r sen 0, Et — E =25 ,(p)
C

c’est-a-dire une fonction quelconque de u, v, . Or de (5.51), (5.53), (5.58),
il vient d,4 = 0, d’ou (5. 50) devient

(5.66) d,A =0
Par conséquent
(0) - 0
(5.67) A =_f<r sen 0, Et — E——>° )
C

(0)
Portant cette expression de A dans (5.62)

0 0
(5.68) —~E—n0 5, S0 (g oy - EOS -a,.f)
1 —cos 1 —cos 0 c

Er sen 0° ) c

f=0

+E<rc050.0,,f+ o.f
r

rsen 0

d’ou 'on trouve

(5.69) o.f = —
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équation différentielle dont la solution est de la forme
(5.71) f = cou?

ou ¢, est une constante d’intégration.
Par conséquent
()

(5.72) A = (r sen 0)"f<Et _ gl 9)

4

avec f une fonction arbitraire.
Nous choisirons f comme étant la fonction cosinus et ainsi nous aurons

( Er cos 0>
cos | Et — ——
(0) c

(5.73) A=

r sen

()
Il nous reste encore le calcul de A. Revenons aux équations (5.48),
(5.49), que nous écrirons sous la forme

(1) (0) (1) ) (0) (1)
5.74) (P + 1 PoA + uA) = uK(A + uA)

(1) (0) (1) c1l —cos 0\ (1)
(5.75) (Q* + uQoLA + 4A) = < "2 (A + uA)
sen () sen 0

systéme d’équations dont la partie d’ordre un en p donne

© (1) (O@) (1) (O
(5.76) ro,A =AK - P0,A
0 (1 c 1 ©® ¢ 1—-cosfw
(5.77) Q%0,A — A=—-Q0GA+ 55—
rsen 0 r sen 0

M (0 (1) (0
ou il faudra calculer les expressions Id,A et Q*J,A.

Compte tenu de (4. 3), (15.27), on obtient

2

(1) (0) E sen v E 2
(5.78) FOA = ——(1 + cos? )’ 4 c—2<cos 0— cosv
r u F 1+cosb) u

ay (0 sen v ¢(1 — cos 0)©®
(5.79) Q?6,A = E(3 + cos 0)—; 3 A
u r* sen 0

d’ou (5.76), (5.77) deviennent respectivement

0 1) FE2 nv

(5.80) Fo,A = *(1 + cos? 0)
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) (1) c ) sen v
(5.81) Q* ¢, A — A = — E(3 + cos? 9) 3
rsen 0 u

dont la premiére s’écrit explicitement, compte tenu de (4. 3),

(1) (1) 0_w E( + cos? 0) sen v
(5.82) &A + coos00,A — S50, _ EU +cos” O)sen v
r r u

Le systéme associé a cette équation différentielle

(1)

dr do dA

ccosU= sen()=E 5 o SEN U
—c —(1 + cos® 0)
-

(5.83) dt

admet les trois intégrales premiéres

rcos 0

(5.84) rsen =u, Et — E =,
c

(1) Esenv
A+ —

0
21gtg§+cos£) =3

¢
avec u, v, c3, trois constantes.

L’intégrale générale de (5.82) est donc de la forme
(5.85) f, v, c3)=0 f = fonction arbitraire
d’ou
nr

ay E se 0 . . —
(5.86) A=f(u, v)—— 2lg tg; + cos 0 |, f=fonction arbitraire
¢ Z

1)
Maintenant nous allons substituer cette expression de A dans (5.81).
Tous calculs faits, on trouve

(0) f N
(5.87) Qe r — Ly ppsent
u

(0)
et en explicitant Q*¢,f

=0
u?

.. f 2Esenc
(5.88) Cf +—=———75=0

u ¢ u

équation différentielle dont I'intégrale générale est de la forme

. 2E sen r
(5.89) fu v)y=—
¢

(Ig u + b(v))

u
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ou par b(r) nous avons désigné une fonction arbitraire de r. (5.86) devient

donc
1) Esenv , 0
(5.900 A =-— 21g rcosi —cos 6 + 21g 2+ 2b(v)
c

et en faisant le choix b= — Ig 2

1) E sen 0
(5.91) A==2 ”[2 Ig (r cos? —)—cos 0]

c u 2

En résumé nous avons obtenu une solution des équations (5.9), (5.10),
caractérisée par les résultats (5.3), (5.27), (5.53), (5.58), (5.73), (5.91)
que nous résumons par la suite

(5.92) P“=<0, 0, 0, < )

r sen 0

(5.93) Q= sen 6 3+ cos 6
) - 1=cos® " rseno ’
csen 0 (1 —cosB) ¢
- — MU 9_,0
5 01 1 —cos @ r sen 0 r
ucos 0 —
5.94 A=14+——
( ) r cos+1
E 0
(5.95) A=cosv+u—senU[Zlg(rcosz—>—cos(-)]
u c u 2
avec Er cos 0
u =rseno, v=FEt - ——.

c
Maintenant, modulo 0(x2), I’'on trouve

(0) )
(5.96) cos S —cos(S +uS)—cos S cos (pS) — sen S sen (uS)

et, compte tenu de (4. 1), (5.95), on obtient la relation intéressante

cos S

(5.97) A=
u

6. LE CHAMP SINGULIER GENERALISE ASSOCIE A I'(/) DANS LE CAS OU

v # 0. — Dans le paragraphe precedant nous avons construit un champ
singulier généralisé associé a F(I) T donné par (4.2), ce champ s exprlmant
a 'aide de deux 2-formes singuliéres de vecteur fondamental |, F,p et G

6.1)  F,y=AUQs — ,Q) ., Gy = iF,, = JA(P, — ,P,)
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avec P, Q donnés par (5.92), (5.93). De (2.1) il vient alors, en choisissant ¢
de maniére a avoir é-P =0

6.2) E, = A(e*l,)P,

Cest-a-dire P a la direction du champ électrique associé a & et les vec-
teurs P, Q décrivent ainsi, en quelque sorte, I’état de polarisation du champ
électromagnétique. Dés lors (5.92), (5.93) révélent un état de polarisation
du champ (6.1) assez particulier. Par la suite nous allons construire,
modulo O(¢2), un nouveau champ singulier généralisé associé a ()

(6.3) Fe8 — A(RY? — 1PY?)
(6.4) G = JF* + vE= (F# = A(FX? — IPX%))

dont I’état de polarisation a linfini z - + oo soit le méme partout.
Plus précisément, si (t, x, y, z) = (X%, x!', x*', x¥) sont les coordonnées
déduites des (¢, r, 6, ) = (x°, x*, x2, x3) par les formules de transformation

x% = x° x' = x!sen x% cos x° ,

B

(6.5 x? = x'sen x?sen x3 , x%¥ = x! cos x?
on doit avoir X, Y indépendants des coordonnées x, y & l'infini z > + oo.
Nous allons commencer par construire deux tels vecteurs X, Y & partir
des vecteurs P, Q donnés par (5.92), (5.93) par le biais de deux transfor-
mations successives qui seront équivalentes & une transformation de la
forme (5.2), ce qui garantira automatiquement pour X, Y les relations
d’orthogonalité nécessaires (voir (1.7)).
Considérons les deux vecteurs M, N

(6.6) M=PF , N=Q+h

ou h est un scalaire tel que I'on a

6.7) Q°+hl°=0
Compte tenu de (4.2), (5.92), (5.93)

rsen 0

6.8) M’:<O, 0, 0, — )

1 - )33 0
(69) Na:(o’ —csen0+#£( Cos )( + cos )
r

>

sen 0

2
— Ecos 0 — #(1 — cos 0), 0>
r r
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Maintenant, si nous désignons pour M*, N* les composantes des vec-
teurs M, N dans le repére naturel associé aux coordonnées x*

(6.10) M* = A5MF | N* = A5N?

ou Aj est la matrix de transformation associée a (6. 5), c’est-a-dire

(AY =1 AY =0 AY =0
AY =0
Ay =0 A} =senX?cosX® A} = x!cos x?cos x3
(6.11) < A} = — x'sen x%sen x3
) A} =0 A¥ =senX?senX® A% = x!cos x?sen x3
A% = x'sen x2cos x3
A} =0 A¥ = cos X? A} = — x'sen x?
L A3 =
de (6.10), (6.11)
(6.12) M?¥ = (0, — ¢ sen ¢, ¢ cos ¢, 0)
N =0,

N' = N! sen 6 cos ¢ + N?r cos 6 cos ¢
N2 = N! sen 0 sen ¢ + N?r cos 0 sen ¢
N3 = N! cos § — N?r sen 0

(6.13)

d’ou

6.14) M*), = lim MO“' = M¥ = (0, — c sen ¢, c cos ¢, 0)

(6.15) (N*),, = lim +I§IO“' = (0, — c cos ¢, — ¢ sen @, 0)
Considérons les deux vecteurs X, Y

(6.16) X=Mcosy— Nseny , ?EMseny+I:Icosy

ou y est tel que 'on a

(6.18) }erl y=9

L’on a alors
(6.19) X*), =(0,0, ¢, 0)
(6.20) Y) =0, — ¢, 0,0)

Cest-a-dire, l'infini z = + oo, les deux vecteurs X, Y définis par (6.16),
(6.17) ne dépendant pas de x, y.
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Par la suite, nous allons déterminer d’'une part X, Y, donnés par (6. 16),
(6.17) (c’est-a-dire y) et d’autre part A, 4, v, de maniére a ce que le systéme
d’équations
(6.21) 1 =v, F’” =0 (F* = A(PX? — IPX%)

(6.22) I1f = V,(AF* + vF’”)

Nous procédons maintenant d’'une maniére analogue & comme il a été
fait pour obtenir le systéme (5.11)~(5.18). On trouve que le systéme (6.21),
(6.22) est équivalent au systéme
(6.23) X, =PIY,=0
(6.24) i '+ 2HX, Y) =
6.25) X*Y,— HX, Y)=0
(6.26) 1°0,1g (1A%) =0
(6.27) A7'A+2KX, Y) =
(6.28) Y*9,1g A + V,Y* + Y*CPV,l, — C*Y, =0
(6.29) X*0,4 + Y0,y + AX0, 1g A + AV, X* + X*CPV,l; — CX,) =0

Dans (6.28), (6.29), C est un vecteur isotrope tel que
(6.30) CX=CY=0, Ci=1

Pour H( ?) ()—i, Y) valent les expressions

L. 1 Lo 1
(6.31) HX, V)= (XY’ — X*Y)V,},, KX, Y)= 5 (XXP — YY)V, 1,

Les équations (6.23) expriment le caractére géodésique de I. Elles sont
ainsi satisfaites automatiquement.
Maintenant, compte tenu de (6.16), (6.17), (6.6),

><1

(6.32) H(X, Y) = K sen 2y + H cos 2y

(6.33) K(X,

><1

Y) = — Hsen 2y + K cos 2y

ou pour H, K valent des expressions semblables a celles de (6.31), mais
avec les vecteurs P et Q de (5.92), (5.93) prenant la place des vecteurs XY
respectivement.

Compte tenu de (5.4), les expressions (6.32), (6.33) deviennent respecti-
vement

(6.34) HX,Y)=Ksen2y , KX, Y)=K cos2y
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d’ou les quatre équations (6.24)-(6.27) s’écrivent
(6.36) v=—2iKsen2y , y= —Ksen2y
(6.38) (AJA) =0 , i= —2iK cos2y

Modulo O(u), (6.36) s’écrit

0) (0) 0) (0) 0) (0)
(6.40) Fo,v = Fd,y = Fo,A =0

©
Dans le paragraphe 5 nous avons pos¢ A = 1 (voir (5.53)). Pour des
raisons analogues nous poserons maintenant
() ()
(6.41) A=1, v=0

© (0
ces valeurs de 1, v étant trivialement compatibles avec (6.40).

(0)
En ce qui concerne y on a

) _(0) (0) (0) sen 6 _ (0)
(6.42) E 1P,y =0,y +ccosbd,y —c 0y =0

r

dont lintégrale générale est, en accord avec l'intégration qu’on a fait
de (5.61) dans le paragraphe 5

(©0) rcos 6
(6.43) y =f|rsen 8, Et — E )
c
c’est-a-dire une fonction arbitraire, f, de ¢ et de
E
(6.44) =rsenf , v=Et——rcosf
c

Compte tenu de (6.18), f se raméne nécessairement a

(6.45) Yy =9
Maintenant les termes d’ordre un en p de I'équation (6.36) donnent res-

pectivement
© (1) (1)

(6.46) Id,v = — 2K sen 2¢
0 ) (1)

(6.47) o,y = — Ksen 2¢
) (1) (1)

(6.48) 1’0, A = — 2K cos 2¢

(1)
avec K = u~ 'K, K étant donné par (5.26).
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Nous prendrons comme des solutions de ces trois équations, respective-
(1 (1) (1)
ment les trois fonctions suivantes, v, 7, 4, analogues a (5.58)

(1>_2c030—1

6.49 = — 2

( ) rcosé’-l—lSen ¢
M lcosf—1

6.50 = 2

( ) 4 rcosé)+lsen ¢
M 2cosfh—1

6.51 A= 2

( ) rcos(9+1COS ¢

Considérons maintenant 'équation (6.38), qui avec la notation

(6.52) AJri=A
s’écrira
(6.53) o =0
ou encore, modulo O(u)

©) (0
(6.54) %0, =0

dont I'intégrale générale est une fonction arbitraire, f, de u, v, @

(0)
(6.55) o = f(u, v, ¢)
Mais de (16.52) I'on a

© (0 © 1 1O
(6.56) A=y |, A=M—§Ai
et nous avons donc
(0)
(6.57) A= f(u, v @)

Nous reviendrons aprés sur le terme d’ordre un en u de (6.53) et le

(1)
calcul de A. Pour l'instant considérons les équations (6.28), (6.29) qui,
d’aprés (6.16), s’écrivent respectivement

(6.58) (— M?d,1g A + C*M, — M*C*V,l; — V,M* + N%3,y) sen y
+ (N%0, Ig A + M?®0,y + V,N* + N*C*V,l, — C*N,) cos y = 0
(6.59) [M20,4 + N%3,v + iM?0, Ig A + A(V,M* — N3,y + M*CPV, I,
— C*M,)] cos y + [M?3,v + N*9 i — AN%9, 1g A — A(V,N°
+ M2,y + N*CV,l, — C*N,)] sen y = 0
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Maintenant, puisque les deux 2-formes
(6.60) M# — IPM* | [PPNf — IFN*
sont invariantes vis-a-vis des transformations

(6.61) M->P, N->Q

avec pour P, Q les deux vecteurs P, Q de (6.6), il en est de méme pour les
equatlons (6 58), (6.59), que nous pourrons écrire par conséquent en y
posant P, Q au lieu de M, N respectlvement Nous pouvons aussi poser K
au lieu de C dans ces deux équations, K étant un vecteur isotrope tel que

- = - =

(6.62) KP=K-Q=0 , K=

Compte tenu de (6.6), on trouve
- - - 1 -
(6.63) K=C—hN+§h21

Or, les deux équations (6.58), (6.59) étant justement

(6.64) ATIC,df =0, ATICIP=0

avec

6.65) I# =V, F®# | F = ACFY* — IPY?)

6.66) I =VG* |, G* = JA(FXF — IFX*) + vA(I'YP — IPY®)

(0)
et 4, v, y, A ayant été déterminés de mani€re a avoir

(6.67) I, = XPI, = YA, = "D, = XPd, = YA,
ou ce qui lui est équivalent (voir (6.16)

(6.68) PI, = MAI, = NAO, = P, = MPI, = NA,
nous avons en vertu de (6.63)

(6.69) K,/ =C,d% | K,I?=C,I*

ce qui montre bien qu’il est indifférent de poser K ou C dans (6.58), (6.59).
Par conséquent nous écrivons a nouveau (6.58), (6.59) en y remplacant M,

N, C par P, Q, K, respectivement. On obtient

6.71) (P*0,1g A — Q*,y)seny + (Q*0,1g A — q+ P*0,y)cos y =0

(6.72) [P*0,4 + Q*0,v + A(P*3, Ig A — Q*3,y)] cos y

+ [P*0,y — Q*C,/. — AQ*C,1g A —q + P*0,y)]sen y =

0
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ou, d’une part, nous avons tenu compte de (voir (5.43))
(6.73) K,P* — P*K*V I, — V,P* =0

et, d’autre part, nous avons posé

(6.74) g =KQ, — QK!V,, — V,Q*

q ayant été déja calculé dans le paragraphe 5 (voir (5.41)).
Modulo O(u), les équations (6.71), (6.72) s’écrivent

0) _(0) 0 (0
(6.75) P*3,A -sen ¢ + Q*0,A cos ¢ =0
0 (0) ©) (0
(6.76) P*3,A -cos ¢ — Q*0,A sen ¢ =0

ces deux relations ne pouvant étre satisfaites simultanément que si 'on a
séparément

© (0 © (0
6.77) P*9,A=0 , Q*,A=0
cest-a-dire, d’aprés (5.3), (5.27)
()
6.79) 0pA =0
0 (0 0 O (0)

(6.80) ST oA+ S5 0N _S6,A=0

1 —cos 6 1 —cos6 r

()
ce qui, compte tenu de (6.57), donne pour A l’expression

(0)
(6.81) A= f(v)
Nous prendrons
)
(6.82) A =cosv

o )
A ainsi calculé, revenons au calcul de A. Le terme d’ordre un en u

de (6.53) s’écrit

0 (1) (1) . (0)
(6.83) oo = — oA
et de (4.3), (6.82)
(1) 1) 0 1 2 :
(6.84) 0. + ccos o — P05y —ELTS 0
r r

équation différentielle dont I'intégrale générale est de la forme

(1) E

.0
(6.85) 42/=f(u,v,fp)=?<2lgtg§+c050>senv
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avec f(u, v, @) une fonction arbitraire de u, v, ¢. De (6.85), en vertu de
(6.56)

1) 1w E 0
(6.86) A= f(u,u, (p)—-z—A cosv——<2lgtg2+cose)senv

1)
A devant satisfaire encore aux équations qui résultent de prendre les

termes d’ordre un en p des équations (6.71), (6.72). On obtient pour ces
termes d’ordre un en u

© ) (0) © ()
(6.87) (P"é A — AQ%, y)sen @
1) W 0 @O (1) (1)
+ [Q”‘é A + Q%,A + A(P%*0,y — q)lcosp =0

©) (1) (0)(0) (1)
(6.88) (P“@ A — AQ%,y)cos ¢
(0) (1) (1) (0) (0) (0) (1) (1)
[Q“a A + Q%,A + A(P%0,y — q)] sen @
(1) 0) (1)

(1)
’+ Q“& v)cosqo +(P’6 v — Q%, i)sen ]

(1

) (0)
= A[(P*,
Tous calculs faits, on trouve

© (1 OO @) c
(6.89) P*0,A — AQ%,y = —0¢f + — sen 6(1 — cos ) cos v sen 2¢p
u

(1) (1) (0) (0) (0) (1) (1) sen v
(6.90) QA + QA + A(PD,Y — 'q) = — cuf +2E

¢ c
+ —sen 6(1 — cos ) cos v cos 2¢ + —; sen 6 (cos 6 — 1) cos v
u u

1 © (1 © (1) (O 1)
(6.91) (P"‘O A+ Q%,v)cos ¢ + (P%,v — Q%,4)sen ¢
2c

= — —sen (1 — cos 6) sen ¢
u?

(1) (1) (1) (1) ©) (1)
ou nous avons tenu compte des expressions de g, v, v, 4, A, A, données

par (6.74), (5.41), (6.49), (6.50), (6.51), (6.82), (6.86).
En substituant (6.89), (6.90), (6.91) dans (6.87), (6.88)
(6.92) [C—@q,f + c_z sen 0.(1 — cos 6). cos v. sen 2¢] sen ¢
u u '

sen v

+|:— co,f + 2E

c
+—5 sen 6(1 — cos 6) cos v cos 2¢
u

c
+ — sen 6 (cos 6 — I)COSL] cos =0
u
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(6.93) I:E O, f + —63 sen 6(1 — cos ) cos v sen 2q>:| cos @
u u

sen v

—[—ca,,f+2E +izsen 0(1 — cos 6) cos v cos 2¢
u

u

c
+ —sen 0 (cos 6 — 1) cos v]sen @
u

2c
= — — sen 6(1 — cos 0) cos v sen ¢
u

d’ou
c sen v

(6.94) —0°f. sen ¢ — (c@uf—ZE >c05<p=0
u u
c sen v

(6.95) —0,f. cos ¢ + <c6,,f—2E )sen(p=0
u u

ces deux équations ne pouvant étre satisfaites simultanément que si I'on
a séparément

2E sen v
(6.96) 0,f =0 , 0,f=—

c u

L’intégrale générale de ce systéme d’équations différentielles est une
fonction de u, v de la forme

2E
(6.98) fu,v) = —c~sen vlg u + b(v)

ou b(v) désigne une fonction arbitraire de v qui ne dépend pas de u.
En choisissant pour b(v) 'expression

E
(6.99) bv)=—2Ilg2-—senv
c

M E 0 lcosO—1
(6.100) A =— 21g<rcosz)—cosO]senv——%—cosvcos2w
c 2 rcos(0 + 1

&

Finalement calculons un des deux vecteurs X, Y de (6.16), (6.17). Par
exemple Y. Compte tenu de (6.6)

(6.101) Y°=0, Y!'=N'cosy, Y?=N?cos7y, Y3=P3seny
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ou bien, modulo 0(u?),

Y°=0"
(1) (1) (0)
Y! = N! cos ¢ + u(N* cos ¢ — y N! sen ¢)
(6.102) a) (1) (0)
Y2 = N2cos ¢ + u(N? cos ¢ — y N? sen o)

(1)
Y3 = P3(sen ¢ + uy cos )
et, compte tenu de (6.9),
Y°=0

c cos—1
Y!'=—csenfcosp+pu—sen0|{2+ ——— (1 +2sen?
17 #r cosO+1( +2sen” @)| cos ¢

(6.103) 2 ‘ 0
Y2=— Ecos Bcos<p+,u—§(cos 0— 1)(1 + 087 sen? ¢ ) cos @
r r 1+ cos 8

csen<p+ 2ccosf—1 1 5
= — ——————*———S€en ¢ oS8
rsen M cosO+1 sen0 o ¢

Y3

En résumé la solution trouvée au systeme d’équations (6.23)-(6.29),
modulo 0(u?), est donnée par (6.103) d’une part et, d’autre part, par

(6.104) a1 4280 0
rcosf + 1
(6.105) v = ugcos_():_lse_n 20
) rcosf +1

E 0
(6.106) A = cosv + u—[Z lg (r cos? §> — cos G:I sen v
c

lcosO —1
———————cos2¢pcosv
rcosf +1
avec

Er cos 0
(6.107) v=Et — ———
c

On peut vérifier aisément que I'on a

(6.108) VA = cos S

avec /, A et S donnés respectivement par (6.104), (6.106), (4.1). En fait la
fonction b(v) de (6.99) a été choisie de maniére a avoir un A tel que (6.108)
soit satisfaite.
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APPENDICE

La distorsion, la rotation et la dilatation
d’une congruence de courbes géodésiques et isotropes.

Une congruence de courbes est une famille de courbes a trois parameétres
(1) X* = X%S, YY)

les Y' étant constantes le long de chaque courbe.
Les paramétres S, Y' étant fixes, a chaque congruence de courbes on peut associer un
champ de vecteurs

EX*(S, Y
) P XS Y)

cS
Nous supposerons la congruence (2.1) étre isotrope et géodésique, c’est-a-dire, d’une
part

(3) =0
et d’autre part
(4) PV, = rl,

ou bien encore, choisissant convenablement le parameétre S
(5) v, =0

Quand (4) se raméne a (5) on dit de S qu’il est un paramétre affine.
Donnons-nous trois champs de vecteurs P, Q, K, tels que 'on ait

6) "P=T"Q=K-P=K-Q=K*=PF-Q=0, P2=Q?=-1, K-T=1
De I, P, Q, K on dit alors qu’ils forment un repére quasi orthonoriné adapté a la con-

gruence a laquelle le champ de vecteurs ! est associé. Cette congruence nous la noterons

dorénavant I'(]).
Maintenant, [ étant donné, les relations (6) déterminent les vecteurs P, Q, K, aux trans-

formations prés
@]
(®)

ol nous avons posé

(&)

R
Il
b
+

=i
wu
+

=
7,11}
+

=

3

-
-

v

wi
i

@ étant un scalaire réel, n un scalaire complexe, 7 son complexe conjugué et S le complexe
conjugué de S. -
Ceci dit, on définit les scalaires réels distorsion, D, rotation, w et dilatation, 8 de I'(l)

comme ceci [2] [3]
(10) D? = g6 (6 complexe conjugué de o)
(11) 0+ iw=¢

ou o et { valent
(12)

(13)

S*S?V, I,
— S5V 1,

e
in-m
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A Tlaide des vecteurs P, Q, les scalaires w, 6, D s’écrivent encore (?)

(14) o= %(P’Q’ —-PQIVI, 0= — %(P“P’ + Q*QAV.I,
(15) D = (H? + K2

avec

(16) H= %(P’Q" + PPQYY,,, K= %(P‘P" - Q*QHV,J,

Compte tenu de (12), (13), on démontre aisément que D, w, 6 sont invariants vis-a-vis
des transformations (7). Plus précisément on démontre que I'on a

1
=S (V(VF + VOF) = V12

1
@ = V(VF = V), 0=V
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