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Contribution a la théorie cinétique
des gaz polyatomiques

DEUXIEME PARTIE
par

André BERROIR

RESUME. — Cet article fait suite & un article précédent dans lequel a été
établie et étudiée une équation de Boltzmann pour certaines classes de
modeéles de gaz polyatomiques.

Pour ces mémes mod¢les, la méthode de Chapman-Enskog est utilisée
ici pour trouver les solutions normales. Une technique d’intégration est
développée pour la résolution des équations de Fredholm et la détermi-
nation des coefficients de transport.

ABSTRACT. — This paper follows another one in which a Boltzmann
equation was established and studied for certain classes of molecular
models. Here, the Chapman-Enskog method is used in order to obtain
normal solutions. An integration technique is developed to solve the
Fredholm equations and calculate transport coefficients.
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CHAPITRE 3

Dans ce chapitre, nous recherchons, par un développement du type de
celui de Enskog, des solutions normales de I’équation de Boltzmann écrite
précédemment. Nous limitant au premier ordre, nous sommes amenés a
un ensemble d’équations intégrales de Fredholm. Puis, spécialisant notre
étude aux solutions voisines de la solution localement maxwellienne nous
étudions, en 3.3, les flux d’énergie et de quantité de mouvement, et nous
faisons apparaitre le coefficient de conductivité et les deux coefficients
de viscosité, dont nous donnons les expressions en fonction des solutions
des équations intégrales. Pour obtenir ces résultats nous développons,
en 3.2, une technique d’intégration valable pour toute la classe des mode¢les
moléculaires envisagés précédemment.

3.1. Recherche des solutions normales
de P’équation de Boltzmann.

3.1.1. METHODE. — En suivant la méthode de Chapman-Ens-
kog [4], [/4], nous introduisons un petit parameétre ¢ dans I’équation (2.23)
que nous écrivons

(1) -?—+[fH]“-/ff)

et nous cherchons des solutions de (1) développables en séries entieres
par rapport au parameétre . Adoptons pour f le développement :

f: f(o)(l +8(,0“)+82q)(2)+ 8"(,0“”‘*‘ )

et égalons dans (1) les coefficients des puissances successives de &.
L’opérateur #(f, h) est bilinéaire et symétrique en ses arguments :

A1+ f2 hi+h) =211, h)+ 21, ha)+ 2 (fo h)+2(f2, hy)s
F(f, =2(h, f).

On obtient alors, en utilisant la notation f™ = f® ™ |a famille d’équa-
tions suivantes pour définir £, oV, ... @™

) A, fO) =

(3) f(O) f(O) (1))_L0)

+ [/, H]
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n—

Ef(n— 1) !
4) 29(f@, fOpm) = +[f""Y, H] — Zj(f(m),(n—m))
m=1

ct

Le probléme se sépare alors en plusieurs phases:

a) La premiére étape est la résolution de I’équation (2).

b) f(® étant supposé connu, les équations (3), ..., (4) sont des équa-
tions intégrales pour les inconnues @Y, ..., ¢™. Ces équations ont la
méme partie homogéne 2. 2(f?, /%) et ne différent que par la partie
non homogeéne: celle-ci est définie a chaque étape a partir des dérivées
partielles des solutions des équations précédentes.

3.1.2. REsoLuTioN DE Z(f9, f(®) =0. — Dans le cas général,
cette équation s’écrit :

B L [ - oo gudotast =0

et dans les cas que nous avons définis en 2.2 elle prend 'une des formes
simplifiées :

1
© [ et =0
m
1 1
(©bis) - f SO (o' ds’ — ff,,i"m’Y(g*)da‘*drl* 0

Lorsque I'une de ces derniéres équations est valable, les seules solutions
en sont celles de ’équation du bilan détaillé:

) SOFY — [OfO =0

(voir la démonstration du théoréme H, en 2.4).

En général, les solutions de (7) ne sont pas solutions de (5). Nous n’abor-
derons pas ici la résolution de (5) dans le cas général et nous n’étudierons
que les cas ou (6) ou (6 bis) sont valables ; cependant, un certain nombre
de résultats ultérieurs sont obtenus sans avoir recours aux hypothéses
qui conduisent a (6) ou (6 bis).

Les solutions de (7) sont telles que:

(8) log [ + log f{*” —log f{” —log [ =0

log f est donc un invariant sommatoire de la collision. L’étude faite
en 1.12 nous permet d’écrire log f© comme somme d’une combinaison



CONTRIBUTION A LA THEORIE CINETIQUE DES GAZ POLYATOMIQUES 121

linéaire des invariants sommatoires propres et d’une fonction arbitraire
des invariants sommatoires dégénérés.

Comme nous I'avons déja signalé, les invariants sommatoires de la col-
lision ne sont pas toujours tous des invariants du mouvement de la molé-
cule isolée. Donc, les solutions de (3) ne sont pas en général, solutions de
I’équation de Boltzmann, contrairement a ce qui se passe dans le cas « mono-
atomique ». ©)

Les solutions de (2) qui vérifient aussi e +[f, H] = 0 sont les

distributions maxwelliennes généralisées étudiées en 2.5, que nous avons
notées f°. L’hamiltonien H(p, q) a été supposé de la forme:

H,(p, @) + ®(a)

ou H,(p, a) est une forme quadratique définie positive par rapport a ’ensem-
ble des variables p;. La forme bilinéaire B associée a cette forme quadratique
définit un produit scalaire sur I'espace vectoriel 2 (isomorphe a R®) des
variables p: {p|p,> = B(p, p1). Soit & le sous-espace vectoriel de 2,
de dimension s — r engendré par les invariants sommatoires dégénérés
linéaires en p; (rappelons que tous les invariants sommatoires dégénérés
sont des fonctions de a et de ces invariants linéaires). Notons £t 'ortho-
gonal de 2 (dimension Z* = r). Nous pouvons choisir une base de 2
formée de r vecteurs de 2+ (notés e, ..., e, ou globalement e et de n — r
vecteurs de 92 (notés d, ., ..., d, ou globalement d). Avec ces nouvelles
variables ’hamiltonien prend la forme H = H(e, @) + H"(d, a) + ®(a), ou
H et H” sont des formes quadratiques définies positives respectivement
par rapport aux variables e; et d;. Sans restriction supplémentaire, nous
D(ey, ..., e, dosq, ..., dy) .
D(py, ..., p)
pour valeur 1. Les variables e; et d; sont des combinaisons linéaires des p;,
a coefficients fonctions des a;.

Le sous-espace vectoriel de 2 engendré par tous les invariants somma-
toires linéaires en p, contient 2. Son intersection avec Z* est un sous-
espace vectoriel .# (de dimension v). Nous pouvons encore, comme ci-des-
sus, choisir dans une base b,, ..., b,; ¢.41, ..., C,, OU (b, C), telle que
b,,...,b,ef, que c 4y, ..., c,eF (L orthogonal de # dans Z*) et
que le jacobien D(bl’ UL ait pour valeur 1. L’hamiltonien

D(ey, ..., ¢,)
sécritalors H = H'(b; a) + H”(c; a) + H"'(d ; a) + ®(a); H’, H”, H"” sont
des formes quadratiques définies positives respectivement par rapport
aux variables b,, ¢;, d,.

pouvons encore supposer que le jacobien




122 ANDRE BERROIR

Puisque H, d, a sont des invariants sommatoires,
H(e;a) = H'(b; a) + H"(c: a)
en est un aussi. Les résultats de 1.12 nous permettent alors d’écrire
log f©@ =/H+ pb + y(a, d),

ou . et u sont des constantes (indépendantes de a et d) et y une fonction
arbitraire de a et 4. Les quantités /4, @, y sont liées aux différents moments
de la fonction f® de la fagon suivante : soit B’(x, y ; @) la forme bilinéaire
associée a la forme quadratique H'(x; a).

Définissons b, fonction de x, @, 2 par

A ’
2 Bn+too

ox

L

ou b = B(a) g,
/.

et posons: B = b — b. Nous pouvons écrire

JH'(b, a) + u-b = A(H'(B, @) — H'(b, a)),
d’ou
log /9 = JH'(B, a) + AH"(c, @) + y'(a, d).
Nous désignerons par { A >©* la mesure « restreinte » de la fonction
A(b, ¢, d, a) par rapport 4 f(® définie par I'intégrale :

9) CAHYO* = J A f©dbde

et par ( A >? la mesure « globale » de A par rapport a f(® définie par
I'intégrale :

(10) CAHYO = jAf‘o’dbdcddda = J( A >O*ddda
Compte tenu des égalités
v/2 r r—v/2
eMdb= —%—’n ;| e de= n ;
J (—1)2/det H’ J (—24)y~Y2 /det H”
~ r
(11) < |Be*™db=0 ; ce’'de=0;
I v " r—v
H'B)e'db= — — J‘e""'db i |H”eMde= —— | e de;
L J 22 J -2
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valables pour 4 <0, on a:

( n \? 1
* — O _ v'(ad) .
pr=<1> (_A> o,

/det H -det H”

] <BYO* = (B0 = bp* = p*Bla) ¥

(eYO* =0 ; (H/(B)>*= - %p* 3 (H"(e) ) O* = — %p*;

Il en résulte aussitot que:

( r/2 7' (a,d)
_ 1<0>=<”> J———e ddda ;
p=<C1 — 4 /det H’ det H” ¢
12) <b>‘°)={ j *B(a)ddda} ‘/i
(V=0 ; CHB)+H(0)) = - =p.

Si nous définissons, de fagon cohérente avec le cas monoatomique et
les définitions du chapitre 2, la température T par la formule :

(13) %HE<H®+H%»W

1 .
nous avons — 7= kT et f(® peut alors s’écrire :

(det H’-det H”)!/2 — Za6-h+H©)

0) _ %
(14) f =p (TL’kT)r/Z

Dans cette formule p* est une fonction de a, d, r, t. T est une fonction
de ret t. Quant a b, sa dépendance vis-a-vis de a, r, t est donnée par :

(15) b = — B(a)-kT(r, )u(r, 1) = B(a) w'(r, 1)
ou les ¢léments B;; de B sont des fonctions connues de a, et ou p= AW’

3.1.3. CALCUL DU SECOND MEMBRE DE (3). — Avec la forme géné-
rale de 1%, nous pouvons calculer

f(O)

AFO =2 (£, H] = N{l%wwmem}

en fonction des dérivées partielles de p*, T, p'.
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-

. d 0 ¢ .
Nous désignerons par o I'opérateur 5 + %+ — et par A la quantité
t ¢ ox

det H’-det H”.
On a:

1 1 )
log /= log p* — %log (TKT)+ S log A@)— 1 { H(b—B)+ H"(©)]

) d ) 3 .
{—+[ ,H]}log p* =Elogp* + — log p*-d + — log p*-d ()

ot ‘ca od
{ g + [ H]}l T dT

J— fe) o pp—

ot ? & dt

0 0 .
{—+[ ,H]}*logA(a)=(3 (log A)-a

ot da
D’autre part, d’apres (15):
R . 1
H'(b — b) = H'(b) + '-b + H'(b) = H'(d) + 1"+ b — EB(a)i Ty

et donc:

d " d
{EH ,H]}(H(b—b))=[H(b), H]+Eu'b+u[b,H]

. 0 'y’ TH EP.'
_{aan(a)}ﬂﬂ —{B(a)ll} dt

ou encore

4 / =[H’ . i_ ’ ’ <4 __a_ e’y
{a_z +[ H]}H(B)—[H (b), H]+B e +w[b, H] {a 8aB(a)} N
enfin: [H'(b) + H”(c), H] = [H — H"”(d, a) — ®(a), H], ce qui, puisque
[H, H] = 0, donne:

. 0
[H + H”, H = — 2B"'(d, d) — 6‘{ H” + ®}-a;
a
on a alors la formule finale :

d d r 1 1 d
16) A= —logp*+ —log T{ — - + — (H'(B)+ H"(c)) p— —B- —p’
(16) o8P+ —log { 2JrkT(H(B)+ (c))} kT ¥
“'-[le+1<-aB()"'+a log p* + = (H"(&
)T T T\ 5 W )RR T 5 OB T T

1 2 .0 .
+®(a)+ —log A -4+ — B”'(d, —log p*-d
(@) 5 log } a+ T ( d)+6d ogp

¢ ¢u
(*) La notation {—_* +[ ,H] } U est employée ici pour — + [U, H].
ot

ct
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3.1.4. Cas PARTICULIER IMPORTANT. — Supposons que le seul inva-
riant sommatoire linéaire soit la quantité de mouvement p, = mv: c’est
un invariant non dégénéré. Alors:

2={0} ; F={mv} ; v=3 ; r=s ; b=mp;

H(b)=2oo="2  wr-0 ; 5= -¥
2m y3
et on le notera mu; on écrira
3
V=v—u ; B@=-1 ; c=p, ; detH =—

8A 0
det H"=— ; [b H]=[p,,H=0 ; — B(@=
m da

3

on a aussi:
3/2 / ” | "(p \
(17) fO=n ( : ) dot Y g 2iea)
2m (nkT)*'?
La formule (16) s’écrit alors :
d d 1 mV  du
18) A= —logp*+ —logT{ — = + — (mV2+2H" - —
(18) ar BV g %8 { 2+2kT(m + (p"))} KT dr
0 ®(a)
1 —1 A+ —}-a
aa{ogp + —log A+ kT}a
3.1.5. ETUDE DU PREMIER MEMBRE DE (3) ET (4). — Nous utilisons

ici les formules démontrées en 2.3.2 en remplagant f par f© et h par
f©@¢. On a alors:

(19) 24(f®, 1 f{ T + Y (@)
— fOf %, + @)Y(—g) } do'de!

Montrons que ’on peut mettre (19) sous la forme :

24(fO, fO9) = — ZLlo) = — L()p — IL(L T2)p,dr’.

20) Zlp)= % Jf‘o’ﬂo’Y(—g)dG‘de% ff‘OVf°’¢:Y(—g)d0‘dfl

1 / ’ ’
L If ©Yf (O ' Y(g)do dTt — — ff ©OF (O 1 Y(g)do' dr
m m
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le premier terme fournit immédiatement
0 1 0)£(0 1 1
Lo%() = + — | fOFOY(— g)do'dr’.
m
Le second terme est, sans transformation, sous la forme
J-Ll(‘t, 12)p2dr?

(il suffit de faire t> = t') puisque gdo' est une fonction de t et 7.
Ecrivons le troisiéme terme sous la forme :

1

@ - [ renees v - odrtastas
m

ou §(r% — 1) est la distribution de Dirac a plusieurs variables. Utilisons
, D f’l, 112

alors les égalités g1, = — g2 €t F((HT)) = 1 pour transformer (21)en

L ffz(o)fl(o)(PzY(—- g12)0(t'? — v')dodr'dr?,
m

ce qui s'écrit Jq)sz(r, t2)dt? avec

1
Ly, 73) = — — J SOLOY (= g,,)8(% — ¢)dods".
m
On procéderait de fagon analogue pour mettre le quatriéme terme de (20)

sous la forme J¢ZL3(1, t2)d1?, avec

1
Ly(r, 7)) = — -~ ffz‘o’fl‘o’Y(— 212)0(e"" — 1)dodr’,

ce qui termine la démonstration.
Z(¢) est donc un opérateur de Fredholm. Afin de résoudre les équations
intégrales (3) et (4), il est nécessaire de déterminer I'opérateur adjoint Z*(o).
Définissons le produit scalaire de deux fonctions tensorielles (de méme

ordre) a et f# de ’ensemble des variables t par (a, ) = Jwﬂdr, ou a-f
est un produit contracté tel que («, B) soit un scalaire.
Alors l'opérateur adjoint #* de £ est défini par:

(22) (L), ¥) = (L), @) = (9, Z(¥))
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pour tout ¢ et , tenseurs de méme ordre, pour lesquels le second membre
de (22) est défini.
Appliquant la formule (2.35) nous pouvons écrire :

(LW), @) = — 22 (', f )
-t J @ + G — @ — O FOLOW + Y )Y(~ g)do’ ded’
puis
(LW, 9) = + '—11; Jf“)’fl“”(cp + ¢ — ¢ — QWY(— g)do'drdr’,

d’ou il résulte que:
1 ’
@) Lo =— f SN o + @1 = ¢" = ))Y(— gdo'de.

L’équation homogéne adjointe qui s’écrit
(24) L*@) =0

admet les invariants sommatoires du choc comme solutions. Nous allons
montrer maintenant que, dans les cas que nous étudions ici, ce sont les seules
solutions de (24).

a) Lorsque les hypothéses restrictives que nous avons adoptées en 2.2
conduisent a (6), Popérateur £(¢) s’écrit aussi:

1 ’
L) =— jf‘o)fl‘o’(qo + ¢, — @ — ¢1)Y(g)do'dr!
m

on a alors:
1 ’
(Z(9), 0)= o f FOfNp+ @, ) o+ @, — 9" —¢})Y(g)do dedr!
1
(L*(9), 9)= . jf Of O+ ¢, Y@+ @, — @' — @)Y (—g)do ' drdz!

- _ % Jf(OVfO)(¢' + 0 )o+9,— ¢ —¢))Y(g)do drdr’
et, puisque :
1
(Z(9), 9)=(L*(9), @)= 7 (ZL(@), @) +(L*(), 0),
(25) (Z(p), 9)= # Jf Of(O(g’ + ¢, — ¢ — ¢1)*Y(g)do drdr’

On a (Z(¢), @) = 0, légalité nayant lieu que si ¢’ + @3 — @ — ¢, est
identiquement nul.
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b) Pour les modéles du type I*, décrits en 2.2 et qui conduisent a
(6 bis) on peut écrire :

! :
Llg)=— f SOSOG +9)Y(E)dodr + f S0t + 9 (g do vds'*

et donc:

1 ,
(26) (L(o), 9) = — I Jf Of %% + @)@ + ¢")Y(g)do'dedr?

1
+ 5 Jf ©f e + @)@t + ¢*)Y(g*)do' drds!
m

Si on limite (ce qui est légitime avec les hypothéses faites sur f) la classe
des fonctions ¢(t) a celle des fonctions vérifiant I’hypothése #* : (1) = ¢(z*)
pour tout 7, on peut alors, en faisant le changement t* — 1, t'* — ¢!
dans le dernier terme de (26), écrire :

1 ’
(Z(p), ) = m Jf(oyfo)(¢ + @)@ + 0, — ¢ — ¢1)Y(g)do'dr'dr.
Comme on a toujours:

1 , ,
(Z(9) )=~ 5 J SOfe" + 0 )e + 01 — ¢ — ¢1)Y(g)do'de'dr

onaencore (Z(¢), ¢) = 0 pour toute fonction ¢ satisfaisant ’hypothése 5%,
I’égalité n’ayant lieu que pour les invariants sommatoires (vérifiant #*).

Comme #(¢) = 0 entraine (Z(¢), ¢) = 0, nous pouvons donc affirmer
que, dans les cas qui nous intéressent, les seules solutions de Z*(¢) = 0
(resp. les seules solutions de #*(¢) vérifiant #°*) sont les invariants som-
matoires (resp. les invariants sommatoires vérifiant #£*).

Remarques.

a) L’opérateur Z(¢) n’est en général pas symétrique méme dans les cas
auxquels nous nous limitons. Cependant, lorsqu’il existe des chocs inverses,
le changement de variables étudié en 1.9 permet d’écrire:

1
LX) = . ff Of e + ¢, — ¢" — ¢))Y(g)dodr' = L (o),

et donc, dans ce cas Z(¢) est symétrique.
b) Dans les cas ou il existe des invariants dégénérés (vérifiant éventuel-
lement #*), I’équation homogeéne £(¢) = 0 admet une infinité de solu-
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tions : son noyau est donc singulier. Ce sera le cas en particulier pour les
modéles a collisions instantanées, lorsque f dépendra explicitement des
variables a;.

3.1.6. DEtermiNaTION DE @Y. — Pour résoudre la famille d’équa-
tions (3) (4) en suivant la méthode de Enskog, nous identifions tout d’abord,
a l'instant ¢, les coefficients p*, w’, T qui apparaissent dans (16) avec les
valeurs des moments correspondants de f® et, par suite, nous imposons
pour r > 1 les conditions suivantes aux fonctions f®:

. r
f®dbde = 0

o
»

27) $ | bfWdbdeddda = 0
r

(H'(B) + H"(c)) f"dbdcddda = 0

\ ¢

Les équations (3) et (4) sont solubles si leur second membre est orthogonal
a chacune des solutions de I'équation adjointe #*(¢) = 0. Or, ces solu-
tions sont les invariants sommatoires de la collision: b, H'(B) + H"(c),

)(d, a).
Les conditions de solubilité s’écrivent, au rang r (r = 1):

(28) jaff"n + /70 H]

ot
& H'(B) + H"(c) 0
- Zf(f m, flr=m) b dbdecddda = { 0
m=1 y(d, a) 0

En appliquant I’égalité 2.35, il apparait que

J/(f""’, ST ™Wdbdceddda

est nul lorsque ¥ est un invariant sommatoire.
Les conditions (28) se réduisent alors a:

of® H’(B) + H"(¢) 0
(29) J{ + [f", H] } b dbdcddda = 0
ot y(d, a) 0

pour tout r = 0.
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La derniére de ces égalités, qui doit étre vraie quelle que soit la fonc-
tion y(d, a) entraine :

(30) J {(Ztm + [/, H] } dbde =0

Pour chaque valeur de r, les conditions de solubilité (29) et (30) peuvent
s’écrire :

é P db \"
Tepyo + L piso _ <_> =0
PR PR L dr

(31) < 2 (H'(B) + H"(c) > + i ~( (H'(B) + H"(c))x >
ot ox o

d
_ __HI+HI/ =0
<dt( )

~

et
0 0 0 0 .
32 — <1 (r)% — ¢ ¥ \(Dx o g \NNx — - {d>M* =0
(32) at<> +ax<x> +aa<a> +6d<>
ou 'on a noté:

(Y = J( Y >O*ddda = J yf "dbdcddda

Or, les équations de conservation, écrites pour la distribution f, sont:

~a—<b>+i-<luz>—<—5—b>=o
ot ox dt
(33) 8 d
CCH 4+ H >+a—x~<(H’+H")x>—<[—1;(H’ + H’)> ~0
et E 2 o 3
- (34 a<1>*+a'<x‘>*+a—a'<d>*+5‘}‘<d>*=0
avece

<y > =Z< Y O et (Y =z< VDS
r=0 N r=0

Nous avons identifié¢ les quantités @/, T, p avec les moments correspon-
dants de f‘©. Comme dans le cas classique un découpage adéquat de
ép* 0T oW

—, —, — sous la forme:
ér ot Ot
op* c,p* oT ¢, T cw o,
ot &t T oar or ot or’
>0 r=0 r=0

permet de faire en sorte que les équations (31) et (32) soient vérifiées.
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Nous ne nous intéresserons ici qu'a la détermination de @), c’est-a-dire
de f). Alors, les conditions de compatibilité se réduisent, pour r = 0,
aux équations de conservation avec la distribution f© c’est-a-dire 4 un
systéme de relations algébriques entre les dérivées partielles de p*, T, w’
par rapport a x et t, les dérivées partielles de p* par rapport a a et d et les
dérivées partielles des différents flux qui interviennent. Ces flux, qui sont
calculés par rapport a la distribution f®, s’expriment en fonction des
moments de f©, c’est-a-dire de p*, T, p’. On obtient donc un ensemble
de relations algébriques entre les dérivées partielles du premier ordre des
fonctions p*, T, . Ces équations sont linéaires et résolubles par rapport
aux dérivées en t.

,
En remplagant @ , ?I, %— dans (16) par les valeurs tirées de ces
ot "ot ot
équations, on obtient pour ¢! une équation intégrale résoluble. Le second
membre A est une fonction de
o T, 007 07 07 0T
©Y 7 ox’ da’ od’ ox’ ox’

Dans le cas général, la réalisation effective des calculs décrits ci-dessus
souléve des difficultés d’écriture considérables, dues essentiellement a ce
que certains invariants sommatoires propres, en particulier ¥, n’appartien-
nent pas toujours au sous-espace vectoriel £ et qu’il est donc nécessaire
de les décomposer sur la base (b, d).

Aussi nous n’effectuerons le calcul que dans le cas restrictif qui a conduit

a, d

a la forme (18) pour A: le seul invariant linéaire en p; est x = Px qui sera
m

noté v.
Dans ce cas, @ est une combinaison linéaire des p, (notés ¢ dans le cas

général). Comme { ¢ >P* =0,ona: (a)>@* = 0. On a aussi:

. kT
<xx>(0):<vv>(0)+ <uu>‘°’=puu+p—l
m

mV2 oy

et H'(b) = 5 + T + mu-V,
ce qui entraine : B

2 ,
CHE) + H)® = T v 0 4 2 iy oy o0 = M0 T

et 5
C(H'(B) + H"(e)x YO = <mﬂ + SkTT>pu + m (u- V)V YO

2
(mpu2 skT

5 + —I—)pu + kau
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enfin :

© © s \©
< (H'(b) + H”(C))> <—(H <D(d))> < Za 'd> =0

Compte tenu de ces résultats, les équations (33) et (34) s’écrivent :

op* ¢

(33) () =0
ot cxX

19 0 ) kT
(36) —(pu) + —- (puu)+—(p —)— 0

ot ox

k ¢ mp ¢ (mpu sk

37 T) + 2 — —pT kT Ju =10
&) 2a(p) t<2 )+6x(2 o )"

(35) entraine aussi, par intégration sur a,

¢

Utilisant (38) dans (36), puis (38) et (39) dans (37) il vient:

¢ 0 kT dp kT Jlog T
39 — -7 el -
(39) <0t+uax>+mﬁx+pm Ox
et
0 0 20
40 — -— T +-T—-u=0
(40) <az+"ax> tsa
: - , 6 .0 .
Faisant alors apparaitre I'opérateur — = — +.%- —, on peut écrire:
dt ot ox

d log p* dlog p* 0O
- V- ~u

(41)

dt ox  ox
@) fi_u:<v.i>u_k_Télogp_k_T@logT
dt ox m Ox m Ox
dlog T dlogT 290
43 -V _c9.
“3) dt ox  sox |
d * 0 *
(44) Zlog p— v Liog 2

dt ox p
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d p*\ d d
En reportant les valeurs de —|log — ), —log T, —u dans (18) on
. dt p /) dt dt
obtient :

Olog T /(s mV? +2H”\ ou m
45) A= -YV- -+ —-— —:—VV
43 ox <2+ 2T )+a kT
mV2+2H"” 9 0 p* 0 @(a)
_PE AT O v 2h 2 (10g” 4 Liog a + 2@
*T ox “7 ax<°g p>+6a<og Taeead kT) a

. . v?
Faisons apparaitre le déviateur V°V = VV — 5 1, nous obtenons alors:

Jlog T /s mvV? + 2H”
46) A= —V- Sy
) ox <2 * 2KT )
*
0 log —
+ ou { VoV + mV? 1 2H” 1Ly o8 p
ox | kT kT s skT ox
a- p* 1 (a))
Zllog? 4 Z1og A + 2
* aa(og p 2 T
Définissons :

m 1/2 1 1/2 mv2 ) H"(p )
W=[—) v :R=(— ;g —W2 ; g=— Pd _pup)
<2kT> <kT> Pa s &= T T ®)

On a alors, avec ces notations :

A 1
——e
/8m3 (nkT)*?

2kT\'? dlog T s ) ou j
48) A= —[— W=+ 1—¢ —&)+—:<2W'W
(48) < m > ox <2 + &£ ox |
3<fi) Qla)
2As— 2. 2kT\'2 d *J AT
+ (s 3)3'——5' 1 +(— -'[iW- p +a- — logp—\L
3s s m p* ox Oa p

D@, p.)
" D(W, R)

—gt—gl

@) 1@ = p*

(49) = (2m)*'3(kT)*?

et, pour une fonction 8(p,, p,), notée aussi O(W, R):

AII . ;
(50) <OV, p) > = j f©0dp.dp,da = | p* ‘7{: e~ ¥ “O(W, R)dadWdR

ANN. INST. POINCARE, A-XII-2 10
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Ecrivons A sous la forme:

1/2 1/2
(51) A:<2k_T> Olog T KD 4 Qﬁ :(K? +1K®)+ %I K@ 4+K®
m ox ox m

ou:
s A
K@) est le vecteur W(— (E + 1) + & + s‘),
K? le tenseur symétrique a trace nulle 2W°W,

-3 2. 2 2 .
2 g ——gd=—¢e—-(+¢),
s 3 s

o)

.. P
@ le scal —W- ,
K@ le scalaire — o

3 p* D(a)
K® =ZK‘5” le scalaire Zd,-——(log — JA"eM )
i 4 Oa p

t 13

K® le scalaire 2

Chacune des quantités K@), K@, K@ K@ K vérifie les conditions
d’orthogonalité

(52) JK‘i’f ©dp.dp, = 0

. w 0
53 K®- S Odadp dp, =
(53) I {8,+8,}f adp.dp, {0
En effet:

a) K est impair en W. La seule vérification a faire est :

Jer_“"i (g +1—¢ — si)deR =0,

ce qui résulte de

2 5 2 : i - i
fW“e’w dW = 3 Jer'w dW  etde fs'e"'dR =3 5 3 Je“'dR

b) On a:
Iwowe—wzf(wz)dw - j WOW-We™WdW = 0,
ce qui démontre les conditions d’orthogonalité pour K@,
¢)On a:
Js'e“"“"deR = ; fe““’”'"deR
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et

i t 4 gi -3 t 4 gi
f&’ ~E+IWAR = ST Je_“ *)IW4R,

ce qui démontre (52) pour K,
D’autre part,

(

: 15 )
()~ *)dWdR = " J e~ & +IW4R
o
C 3s—3
d |dée™E+EIWAIR = (S4 :

o

Ie‘ E+EHIWdAR

~

_ . — s —1 A
(2~ +awag = S =N~ D L(S ) j e~ IIWAR

d’ou:

os—=3 2N
f(e’ + e‘)<2 : 5o —s')e”“ *9%9WdR = 0,
S S

ce qui démontre (43) pour K,
d) K™ est impair en W. 11 suffit donc de vérifier :

(%)

p 2w —(et+¢t
fﬁww- =7 py/Ae”“ dWdRda = 0

Cela résulte de ce que j WWe ™ ¢dW et jJ A”¢”*dR sont indépendants
de a, et de
%
{2)
Jos
ox

e) a; est linéaire et homogéne en R;, ce qui démontre (52) et (53) pour
chacun des termes de la somme dont est constitué K.
dlog T
ox

*
da:pi-J”_da=o.
ox p

Ou
On pourra donc écrire, puisque et ix sont indépendants de W,
x

R,a:

2kT\V?> 0dlogT Ou (2kT>”2 Z .
=—{— A —-b:——{— | D- )E®
(54 @ ( m ) Ox ox m :

+ a(e + &) -li- B-W + y(a)
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ou A, b, D, E® sont respectivement solutions des équations intégrales
résolubles :

=24/, f©@A) =1A) = fOKY

—24(/@, [®B) = IBb) = [OE® + K1)
(55) _ Zf(f(o), f(O)D) =ID) = f(O)K(4)

_ Zj(f(o), f(O)E(i)) — I(E“’) — f(O)K(Si)

ou a, f sont des quantités indépendantes de a, W, R et y une fonction de a,
indépendante de W et R.

L’opérateur I conserve les propriétés tensorielles des fonctions sur les-
quelles il opére : on peut donc décomposer le tenseur b en somme d’un
tenseur symétrique a trace nulle B, d’un tenseur diagonal C1 et d’un tenseur
antisymétrique C’, vérifiant respectivement les équations :

(56) IB) = /OK® ; 1) = fOK® ; I€)=0.

Les solutions de (56-3) sont les invariants sommatoires. Or, aucune
combinaison de ces invariants sommatoires ne peut constituer un tenseur
antisymétrique d’ordre 2. Donc €’ = 0,

La solution fV = f©@¢ doit vérifier les conditions (27) qui s’écrivent
ici:

(57 J fOpdWdR=0; j fP9WdWdRda=0; f f@p(e' +&')dWdRda=0.

Or, pour chacune des équations vérifiée par A, B, C, D, E¥ on obtient
une solution unique si 'on impose les conditions d’orthogonalité suivantes :

. W .
(58) jf(O)é(J)deR =0 ; jfw){ - i}é(’)deRda =0;
& €

ou &V = A, B, C, D, E?,

Si I'on fait «, B, y nuls dans (54) et si I'on choisit pour A, B, C, D, E®
les solutions qui vérifient (58), les conditions (57) seront satisfaites et ¢
sera déterminé de maniére unique.

3.1.7. RESTRICTION DU PROBLEME. — Les formules établies jusqu’a
présent 'ont été en supposant que f® est une solution arbitraire de (2).
Rappelons ici que, contrairement a ce qui se passe dans le cas classique,
I’équation (2) admet en général, outre la solution localement maxwellienne,
d’autres solutions. Cependant, la solution maxwellienne, étudiée en 2.5
est privilégiée, puisqu’elle correspond a un équilibre thermodynamique.
Il est donc intéressant d’étudier les solutions de (1) voisines de cette distri-
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bution localement maxwellienne. C’est ce que nous allons faire dans la

suite.
Nous remplacerons donc, dans les équations finales du numéro précé-

dent, p* par sa valeur maxwellienne, donnée par I’équation (2.51)

e~ P@/kT

p* = p(a") ™12
J(A/r)— 1/2e—0(a)/dea

B

(A” = det H” = det A;; dans les notations du chapitre 2).
f'@ est alors remplacée par f° dont I’expression est:

AT)  —emo- G

fo=2
/8m (kT

avec y(T) donné par ’expression (2.62).
%
En reportant ’expression de P dans ’expression (51) de A, nous cons-
p

tatons que les quantités K5 sont identiquement nulles, puisque

p*
L /Aned)(a)/kT
pP

*
est indépendant de a. De plus L ne dépend de x que par l'intermédiaire
p

de T, d’ou :

p 0 p*) <0< ®(a) >>6T dlog T
L) = (-2 s 0 M) ) 2 = U, T
p* 0x<p oT kT + log (1) ox (@, T) ox

Il en résulte que:

olog T
K® = U(a, HW- S8~
0x

on pourra alors écrire :

dlog T
(59) D=D-
ox
D étant solution de :
(60) I(D) = f°U(a, YW

La perturbation ¢ prend la forme:

2kT\/2 clog T Ou
(61) ¢=—|—] (A+D)y— —b: —
m ox ox
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Remarquons encore que dans le cas ou le potentiel intramoléculaire ®(a)
est nul (molécules rigides par exemple), U(a, T) est nul et D est solution de:
I(D) = 0. Comme nous I’avons déja remarqué, ceci entraine que D est
alors nul.

Il est important de remarquer aussi que I'ordre des opérations que nous
avons effectuées n’est pas indifférent. Nous avons remplacé p* par sa
valeur maxwellienne dans A aprés avoir éliminé les dérivées partielles
par rapport au temps grice aux équations (41), (42) et (43). Ces équations
relient les dérivées partielles des valeurs caractéristiques de la distribution
perturbée f. Nous pouvons identifier, a un instant ¢ donné, les valeurs de

dp Ou 0T )
, —, — ; — calculées pour f aux valeurs correspondantes cal-
Ox Ox Ox
E 3

culées pour f° mais I'identification supplémentaire de 6L a la valeur
t

p*, u,

correspondante calculée pour f° serait contradictoire. La procédure
adoptée est donc la seule légitime.

3.2. Technique de P’intégration.
Nous allons étre amenés a calculer des intégrales de la forme :

(62) E= JcST‘P’fodeRda

avec
& = (2m)y*2(kT)"?,

ou TP est un tenseur d’ordre p dont les composantes dépendent de W, R,
a et f°la fonction de W, R, a définie par (47). Les variables W, et R, décri-
vent toutes l'intervalle ] — oo, + oo[; le domaine de variation des q; est
tel que toutes les déformations et orientations de la molécule soient obtenues.

Introduisons maintenant un repére « lié » a la molécule : nous désignons
par J le repére qui est a chaque instant centré en G, centre d’inertie de
la molécule, et principal d’inertie pour la molécule. Les moments d’inertie
principaux seront désignés par I'y, I',, I'5: ils peuvent varier en raison des
déformations de la molécule. Les trois premiers parameétres a; seront ceux
qui définissent I'orientation du repére 7 par rapport au repere fixe J,.
Les autres serviront a définir la « forme » de la molécule dans 7. Lors
d’un déplacement sans déformation de la molécule, seuls les paramétres a;,
a,, ay varieront. En d’autres termes, les paramétres a4, as, . .., pourront
étre considérés comme des scalaires, invariants par le groupe des rotations
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7

de R3. Soit w le vecteur rotation de .7 par rapport a 7, dont les compo-
santes dans J et 7, seront notées w; et w?. Définissons alors le vecteur Q
par ses composantes €; dans J :

r_ 1/2
(63) Q, = <2k:l') w;, , i=1273

Les hypothéses faites sur les types de molécules étudiés nous permettent
d’écrire I’énergie cinétique sous la forme

1
E[mV‘V + o I-o+ 2T (a,, as, -..; dg, ...)],

ou I désigne le tenseur d’inertie en: G. De plus, le potentiel intra-molécu-
laire ® ne dépend évidemment que des parametres a; (i = 4). Les paramé-
tres R; (i = 4) définis par

1\? 1\2 ¢H )
Ri=|—] po,=\|=%) = ; i=24
kT i \kT) éq,

ne dépendent pas des paramétres a,, a,, az. lls sont invariants par les
rotations de R>. Nous désignerons dans la suite par v I’ensemble des
variables a; (i = 4), par v 'ensemble des variables R; (i > 4), et par dvdv
I’¢lément différentiel da,, ..., da, dR,, ..., dR,.

Si 'on repére J~ par rapport & 7 par la position d’un vecteur unitaire k
de 7 et la valeur d’'un angle ¢ de rotation autour de %, un calcul simple

de Jacobien montre que:
1 3/2
-

D(ab az, (13, Rla RZ’ R3) D(al’ as, 03, pa,7 paza pa;;)
On peut donc écrire (62) sous la forme :

D(k’ (P, Ql, QZ: QS)
= /8 I,Iy = /8 det L

D(k, ®, Qh QZ’ Q3)

(64) E=. J STWF©_ /8 det TdWdQdkdpdvdy.

Pour les besoins ultérieurs, il est opportun de remplacer les 8 variables
d’intégrations symbolisées par dWdQdk par d’autres, que nous définissons
maintenant. Désignons par 7 le vecteur unitaire porté par W, tel que si
W = |W|, W= Wi, par j un vecteur unitaire du support de €, tel que
le triédre Zjk soit direct, par Q la valeur algébrique de  : Q=0)j, et posons :

Q-k

W-Q . Wk .
=— , W3=jk= a

— i = , — ik ,
Hy =1y WO Ha =1 W
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Le triédre ijk est repéré par rapport a 7  par 3 angles d’Euler a, 8, 7 (Par
exemple, a et § peuvent étre les 2 angles qui repérent i (ou k) par rapport
a .7 ,: le choix exact dépendra des circonstances).
D(W, Q, k)
D(/‘h Ha, u3v W? Q? a, B’ ’}‘)
W2Q? sin B
1= — 13— 3+ 2o,

Le jacobien a pour valeur absolue

On posera dans la suite:
(65) N, = (1 — i — p3 — p3 + 2uypops) ™2

L’intégrale peut alors s*écrire, avec ces nouvelles variables :
(66) J&T“”fo, /8 det IN,, sin BQ*W2dWdQdudpdadpdydvdv (*)

le domaine d’intégration est défini par :

Wel0, + o[ ; Qe€]— o0, + o0o[;
(67)  { pys oo M3€[— 1, +1] avec 1 —puf—p3 — p3 + 20,05 >0;
o, a,7€[0,2n] ; Pe[0,n] ; V,e]— o, + o pour tout i;

le domaine de variation des variables v; dépend du modéle moléculaire
choisi.
Dans (66) T et f® doivent étre exprimés en fonction des nouvelles

variables.
Posons: X; =i , X, =j , X;=k
L’ensemble des tenseurs X; X;,, ..., X;, ou les indices iy, ..., i, pren-

nent les valeurs 1, 2, 3, forme une base des tenseurs d’ordre p. On peut donc

écrire

W _ Z T, X Xy -5 X))

ou les T sont des scalaires. Puisque T dépend de W, R, a, les coeffi-
cients T;, ; dépendront des parametres W, Q, uy, u,, ps, @, v, v, qui
sont invariants par le groupe des rotations de R*; ils ne dépendront pas
des variables a, 8, y qui déterminent I'orientation du repére i, j, k. Avec les

(') On écrira dpu pour du,du,dus;.
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nouvelles variables utilisées, on a ¢ = Q? + ¢, ou &' est fonction unique-
ment de v et v. D’ou, en remplagant dans (64) f° par sa valeur :

[y

68) ==
-W2-Q2—¢ o)
x pN,1(T)\/8 det Ie TW2Q2T,, , dWdQdpdpdvdy
x inlxiz’ st Xip Sin ﬁdadﬁdy (i17 IR ip = 13 2: 3)
avece 1

2(T) = ,
J/8detl -2
g2 | Y2882 gy

ou det ¢' est le déterminant de la forme quadratique &°(v).
Le premier probléme est maintenant de calculer le tenseur :

(69) JX,-IX,.Z, -+ X;, sin Bdoadfdy

Dans la pratique nous rencontrerons des tenseurs d’ordre au plus 4.
Nous choisissons tout d’abord dans 7 une base orthonormeée e, f; g sur
laquelle nous décomposerons i, j, k. Nous pouvons considérer a et § comme
les angles qui repérent e par rapport au repére fixe ¢, €,, &3 de I, et y
comme l’angle qui repére fet g autour de e.

Les différentes intégrales a calculer se déduiront simplement des inté-

grales
M, = JLM sin fdadfdy

ou les tenseurs L, intéressants sont :

L,=¢

L, =ee L,, =ef

Ly, = eee L;, = eef Li; =efg

L,, = eeee L,, =eeef Ly =ceff Ly, =eefg

On a immédiatement
je sin fdadf = feee sin Bdadf = 0.

De méme

dey =0.
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Nous désignerons dans la suite par (U) le tenseur déduit du tenseur U
par transposition sur les indices de rang r et s, et par dw I’é1ément diffé-
rentiel sin Sdodfdy.

Avec cette notation, les seuls tenseurs M, non nuls ont les valeurs sui-

vantes : R s
812 8n

M,, = |eedw = —3—(8182 + £28 + €383) = —3“1

o

r 2

M., = |efgdo = %E ()

r 2

8
M., = |eecedw = (11 + (11" + (11"

2

[ 16
M,; = |eeffdo = 17;

En passant maintenant au calcul de (69), nous pouvons choisir le repére
orthonormé e, f, g de fagon que

(11 Lanys 111'--4)
-, =2y

j — pyd
e=i ; f=J_H
V1=
Les résultats pour p = 2 et 4 sont donnés par les formules suivantes:

[ (. 8n*

a) iido =M, = KN 1

(. 8n?
b) jdo = puM,, = p, 3 1
r 2

8
o |iiiido =™, = 1—”5(11 + AL + (11)1)

[ 8n?
4 |dijdo = My, = py — (11 + QA1 + A1)
(70) < J, .
eoes Y[
e) |ifjjdo = i3M,, + (1 — 2)M,, = E((2 — 3

1
5 Bud - 1xan + (u>'~)>

8n?
5 ijkdw = pypoMyy + (3 — oy pp) My = 15 (2us—pyp)1l

1
L + 5 0mpe — p)A + (11)“-4))

(') E désigne le tenseur complétement antisymétrique du troisiéme ordre, dont tous les
éléments non nuls ont pour module 1.
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Les formules (70) ¢), d), e) sont des cas particuliers de (70 f) ou I’on fait
respectivement :
O uy=pr=p3=1 ; dp,=1 ; pi=p; ; euz=1 ; p=p,

Des formules précédentes et de la définition :

1 1
x% = 5y +yx) = (e p)l
on déduit

Jioidcu =0 ; Jiojdco =0
et

J" i°k)dcw = —87[2 (—’1 11 + l(ll)' oy ! A1)+ )3 -
w= — -— 1, — 1,4
i(j 15 3 5 + 3 yr 3papa — p3)

Il résulte de cette dernicre formule que, si t est un tenseur du second ordre,
indépendant de «, 8, 7, on a

Naald

L n2 (t+t 1 8n?
f ii(j°k) : tdo = (3py py — us)F< 7~ g(trace t)l> =pyps — ﬂ3)—1?

ce qui définit t, ou plus généralement :
8n?

15

~hio

(71) fii(aoﬁ): tdw = ((a-i)(B-i) — a- )

avec a, f =1, j ou k.
Reprenons alors la formule (68): si p est impair, = est nul. Pour p = 2,

on a:
D(v)

1 Wi
(1) E=—3 J px(TN,/8 det TW2Q2¢ " @ T
s
8n?
x 3 (Tyy + Typ + T3 + (T, + Touy + (Tys + Tadps

+ (T,3 + T3,)p3)dQdWdpdedvdv
Le résultat de 'intégration est donc un tenseur proportionnel au tenseur

unité du second ordre.

3.3. Etude du tenseur des pressions
et du vecteur flux d’énergie.

3.3.1. DErNiTioNs. — Nous avons défini le tenseur des pressions p
et le vecteur flux d’énergie q par les égalités :

1 mV?
P=|VVfipdpda et q=—|Vf 3 + H” )dp,dp,da.
m
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Si nous remplagons dans ces deux formules f par son développement
' =9+ 4
nous obtiendrons les développements correspondants

p=pP?+pP+ ... , q=q2+qV+ ..,
avec

i . . 1 (1
pY = J VV f9dp dp,da ; qP =— jV f “’(5 mvV? + H")dp,dpada
m

3.3.2. CaLcuL DE p@ ET ¢‘©. — En prenant le premier terme du
développement de q et en utilisant les résultats obtenus en 3.2, il vient:

1 V2 2k3T3 1/2 .
q0= __j fo<mT +H">dpxdpada =< — > 5]W(a‘+g')f°deRda

m

dod ¢©@ = 0.
De méme, en appliquant (72) et (70.a) a p@ il vient :

0) _ Zk_T 0
p¥= SWW f°dWdRda
m

+ o0 - 2n
e’“zdeQ-J‘ de- JN#dp.
- 0

D(v)
. J ox(T)/8 detIe * ¥Tdvdv

16kT 1 /5 3 s=6 J/8detTI _2W
_—‘3—;/7:5—r<—)r<—)27t7t 2. p,((T)—e deV‘Sn
mm 2 2 2 /det 8"

_ 2kT 8n? 1

[e o]
C— -1-J e"WW4IW -
m 3 n 0

Or, de la définition de x(T), il résulte que

J8detl -2
2D | ———e "Tdv=—2.
/det &* 8n

On a donc

p(O) =p—1,
m
ce qui est un résultat établi précédemment.

3.3.3. CarcuL pE q'! eT p'Y. — Ces deux quantités sont définies par :

2kT
(73) pt = jvv fWdp dp,da =~ & J WW f°pdWdRda
m
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et:
2

(74) (1) —i V1 ﬂ H” \dp.d
q - f 2 + px pada
m

2k3'1"3 1/2 . .
= ( ) 8 J'W(s‘ + &) f°9dWdRda

m3
Remplagons, dans ces deux égalités, ¢ par son expression (61). D’aprés
les résultats de 3.3, aprés intégration sur les variables «, 8, 7, seul subsiste
dans q* le terme provenant de Iintégration de

2kT”2(A L D). dlog T

m
Décomposons A et D sur 7, j, k en posant
A=Aji+Aj+ Ak , D=D,i+ D,j+ Dk

Lexpression de q'!’ est alors, d’aprés (72):

) 2k*T?
(75 aV=-—3
m
872 —w2—Qr— v S
. W{ jpx(T)Nu 8 det IW3Q2(W2+ Q2+ ¢)e kT
n
] dlogT
X[(Ay+Dy)+(A;+Do)uy +(As +D3)ps] x dWdQdpdpdvav -
Posons :
gV = — 1QI.
ox
La valeur du coefficient A est :
16k*T W2 ogao - o)
(76) A= I fPX(T)Nu« /8 det IW3Q?(W2 4+ Q2 +¢")e kT

X ((Al + D1)+ (Az + DZ)#I +(A3 + D3)/12) deQd(pdp.dVdV

Tenons compte de la condition d’intégrabilité (58.a) avec {'=A+D:

5 J W(A + D) f°dWdRda = 0

. T2 /s dlog T )
En multipliant cette égalité par — ——— 5 +1 3 et en ajoutant
a (74) il vient : " *
2k*T? I
QW = - f&foW(A + D)<£' +e - - 1>deRda-
m

dlog T
ox
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ou, en revenant a la définition de KV :

2T
q = f 5f°KY(A + D)dWdRda-
m

2k>T?

dlog T

dlog T

J I(AXA + D)dp.dp.da-

Par comparaison avec (75) il ressort que le tenseur du second ordre

JI(A)(A + D)dp.dp.da

est un multiple du tenseur unité.

Le coefficient de multiplicité étant égal au tiers de sa trace, on peut
écrire :

2k*T oT

q = — (JI(A)-(A + D)dpxdpada>—

3m ox

Posons, comme il est d’'usage, R, et §, étant deux tenseurs d’ordre p:

R,,S,] = R, I(S,)= L JRP‘?’I(Sp)ddepada M
m .
Alors :

2

2k*T
(77) A= {[A, A]+[D, A] }
3m

Notons au. passage que les conditions d’intégrabilité (58), s’écrivent
explicitement :

D(v)
—W2-Q2—gv— A A
(78) JN” det Ie kT W3QZ{ 1 T Azl
D, + Dapy
+ Asu

0
}deQd(pdp.dvdv = {

+ Dsp, 0

Pour le calcul de p!*) nous avons a évaluer les deux tenseurs du second
ordre :
2kT

0
(79) nl——méffo WWB): audeRda
X
2kT 0
(80) n,=——30 | fOWWC|— -u |iWdRda
m ox
(') I ne peut y avoir confusion entre la notation [ , ] utilisée ici et les crochets de

Poisson utilisés précédemment. Le symbole ¥’ désigne le produit p fois contracté.
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T L .,
g donne une contribution nulle dans l'inté-

puisque le terme en

gration par rapport a «, f, 7.

Calculons d’abord m;, : B est un tenseur symétrique a trace nulle. L’espace
vectoriel des tenseurs symétriques du second ordre a trace nulle est de
dimension 5. Pour des raisons de symétrie nous allons décomposer B
sur les six tenseurs i%, j%, k%, %, j°k, k°i, qui sont reliés par la relation :

81) (1 — p3)i% + (1 — m3% + (1 — ik + 2pops — pr)i%
_ + 2pypz — u3)i% + 2y ps — pk% =0
SOI: B _ B,i% + Byj% + Byk% + B,i% + Bgj% + Bk

Les composantes B, ..., B¢ de B ne sont pas définies de maniére uni-
que: si { B;} et { B/} sont deux ensembles de 6 composantes d’'un méme
tenseur B, on a les relations:

B} = B, + k(1 — 1) Bi = By + 2k(pops — 1)
(82) B, = B, + k(1 — 43) Bs = By + 2k(uypy — i)
B} = B3 + k(1 — ui) Bs = Bg + 2k(pyps — p2)

ou k est un réel quelconque.
Dans (79) intégrons par rapport a a, f, y, en appliquant la formule (71)

ou .
avec t = — . Il vient:
ox

ou 8n?
J(iiB):gdw - 1—’;[231 + (312 — 1)B, + (3u2 — 1)B; + 2u,B,

ou

+ Buypy — p#3)Bs + 2#2B6]5—

, . x

Nous pouvons alors écrire : e
Ju
(83) m=—2u--
ox

ou le coefficient u a la valeur:

8kT _
Tommr=3 |PUTIN,y/8det Ie
+ 21,BcQ*W* } x dWdQdpdudvdv.

o)
kT
(2B, + ...

W2-0Q2—gv—

@4 u=

Si le calcul de (84) était effectué en remplagant B,, ..., Bg par des
composantes B, ..., By de B liées aux précédentes par les relations (82),
le résultat serait le méme ; en effet, le coefficient de k est alors:

21 = p3) + Gui — (1 = @) + Bu3 — (1 — pf) + 4py(paps — 1)
+ 23y — p3) + duauips — pa)
quantité qui est identiquement nulle.
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Draprés (56) on a I(B) = 2f°W°W. On a aussi

f (i)’ B)dw = J ii(@°B)dw,

donc

AT ou_ KT d
n, = 5F°(WOW)BAWdRda | : - < f 6I(B)BdeRda> “
m 6x m ox

En comparant avec (83) par exemple, on voit que le tenseur du quatri€éme

ordre J 61(B)BdWdRda est proportionnel au tenseur

S = ( T 1(11)'1 3 1(11)'1 )
=(-3 +5 .

Le coefficient de proportionnalité est obtenu de fagon simple en compa-
rant les scalaires

j SIB): BIWdRda et S =Zspm

p.q

On trouve S = 5. D’ou

o

kT ou
o= — {5— JéI(B):BdeRda}a—

m x
et donc
kT kT
u= oI(B): BdWdRda = —— |I(B): Bdp.dp,da
10m 10m
ou encore :
(85) —“Tis B
=705 %

Examinons maintenant ce que donnent les conditions de compatibi-
lité (58) pour B: puisque B = B,i% + ... + B°%k et que

faolidw =0 pour a Bp=1ijouk,
ces conditions d’orthogonalité sont toutes satisfaites et n’apportent aucune

relation supplémentaire entre les B,
Passons maintenant au calcul de =,. On peut écrire 7, sous la forme:

—_L‘
e <ax ")
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L est un tenseur du second ordre défini par:

2kT
L= — 8f °W2CiidWdRda

2kT i 2
- Jpx(T)N JBdetle KT Q2W4CAWdQdpdudvdy x J;‘idw
Or
’ 8 2
J iidw = %
d’ou:
(86) L=xl
avec :
(87) 16kT PR U
= Ir-2 Jpx(T)N J8det Te KT Q*W*CdW dQdgdp.dvdy

L’équation intégrale vérifiée par Cest :
2 2 .
(C)= foU-¢&—-(g+¢))
3 s
Utilisons la condition d’orthogonalité (58 b) avec & = C: on peut alors

écrire
3kT
m

D’aprés (86) le tenseur entre crochets est proportionnel au tenseur unité
du second ordre. En identifiant les traces, on trouve le coefficient de propor-
tionnalité et il vient :

I3}
deRda }— ‘u
ox

kT
= — jCI(C)dpxdpada,
m

ou
(88) x = kT[C, C].

Les conditions d’orthogonalité (58) s’écrivent, pour C

W2 -Q2—¢

- .02
(89) fNﬂ detIe KT CQ2W2dWdQdu,dv = 0

et

— W2-Q2—gv—

o)
- (90) fNu detIe KT Q2+ W2 4 £")Q*W2CdW dQdudpdvdv=0

ANN. INST. POINCARE, A-XII-2 11
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3.3.4. Coxcrusion. — Nous venons de montrer que, en nous limitant
a 'approximation du premier ordre pour la distribution f, nous pouvons
écrire les flux p et q sous la forme : ‘

kT 0 ou
1) P=(p— — ko u)— 2o
m ox ox
oT
92) qg=— A
ox

Les coefficients 4, u, ¥ donnés respectivement par les formules (77)
(ou (76)), (85) (ou (84)), (88) (ou (87)), s’identifient donc avec les coefficients
classiques de conductivité thermique, de viscosité (de cisaillement) et de
viscosité de volume. L’évaluation de ces coefficients nécessite le calcul
des quantités [A, A], [D, A), [B, B], [C, C] et I'intégration préalable des
équations intégrales :

(1(a) = f°w<w2 +Q e —%— 1)
IB) = fO2WOW

93) 3 ) ,
I(C) = f°<— W2 - Z(W? 4+ Q? + sv)>

3 s
LID) = f°U(a, T)
Nous pouvons cependant obtenir immédiatement un résultat: la dis-

tribution f° est proportionnelle & p, qui ne dépend que de x et t. D’aprés
la forme méme des équations (93) et la définition de l'opérateur I (55),

o . 1 .
il résulte que A, B, C, D sont proportionnels a —, et donc que les quanti-
p

tés [A, A], [B, B], [C, C], [D, A] sont indépendantes de p. Donc, a 'ordre
d’approximation utilisé ici, les coefficients A, p, k sont indépendants de la
densité du gaz.

L’intégration des équations (93), assorties des conditions de compati-
bilité (78), (89) et (90) fera I'objet du chapitre suivant.

CHAPITRE 4

Ce dernier chapitre est consacré a la mise en ceuvre des moyens néces-
saires a la résolution des équations intégrales définies précédemment,
et a la détermination des coefficients de transport. Aprés avoir précisé les
caractéristiques de quelques modéles particuliérement intéressants et
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écrit pour ces modéles I’'ensemble des équations a résoudre, nous étudions,
en 4.4, les différents types de fonctions orthogonales qui interviennent
dans la résolution des équations intégrales de Fredholm, lorsque nous
utilisons la méthode classique qui consiste a remplacer le noyau par un
noyau approché, somme de noyaux dégénérés. Nous choisissons ensuite
deux modéles, M, et M¥. Sur le premier, qui posséde des chocs inverses,
nous développons les calculs sans toutefois opérer les quadratures extré-
mement nombreuses et pénibles des intégrales qui apparaissent comme
coefficients dans les équations lin€aires. Sur le second, nous mettons en
évidence les différences qui apparaissent, dues au fait que le modéle est
de révolution et qu’il existe des chocs pseudo-inverses.

4.1. Restriction du domaine d’intégration.

Supposons que, dans 3.2, nous faisions choix d’un nouveau repére J g,
d’orientation opposée a celle de 7. Le vecteur rotation w de J par rap-
port a J, est alors I'opposé du vecteur @. Si nous conservons le
repére i, j, k défini en 3.2, le vecteur Q' construit a partir de @’ s’écrit
Q' = — Qj. Les tenseurs que nous étudions ici sont des tenseurs polaires.
Leurs composantes sur les tenseurs de base définis & partir de i, j, k ne
dépendent pas de l'orientation de 7, Donc, les différentes quantités
scalaires qui interviennent sont invariantes par le changement de variable
Q - — Q; elles ne dépendent de Q que par I'intermédiaire de Q2. Ceci
nous permet de définir un nouveau domaine d’intégration, noté ¢ : ¢*
est la partie de ¢ correspondant & Q > 0. L’intégrale sur ¢ de I'une quel-
conque des quantités définies au chapitre 3 est égale a deux fois son inté-
grale sur ¢”.

4.2. Les modéles de molécules.

Les méthodes de résolution que nous allons développer dans ce chapitre
sont applicables a un modéle quelconque de molécule satisfaisant aux
différentes conditions que nous avons énoncées dans les chapitres précé-
dents. Cependant, la description de ces méthodes souléve des difficultés
d’écriture et entraine une prolifération de notations et d’indices. Pour
alléger I’exposé, nous nous appuyerons sur des cas assez simples, qui
permettent néanmoins de faire apparaitre tous les aspects du probléme
général. Nous décrivons tout d’abord les deux modeles de molécules que
nous utiliserons, repoussant a un paragraphe ultérieur la description des
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modéles de collision correspondants et les hypothéses a faire sur ces colli-
sions pour que le probléme soit de ’'un des types I ou Pi*.

4.2.1. MOLECULES RIGIDES. — La molécule est alors un solide, au
sens habituel du terme. Dans ce cas, I'ensemble des paramétres v est vide.
Le nombre des parameétres est s = 6.

La quantité det I est constanteet 'ona:

1
2T) /8 det I =3
T

Nous avons déja signalé, que, dans ce cas la quantité D est nulle (3.1.7).
Les expressions de 4, u, k sont alors respectivement :

(1)

4= ;::% p J N, W3QAW2 +02)e™ W'~ P(A, + Ay + Au,)dWdQdpdp
@ w= é,l;Ts" J N, Q?We™ W "B+ (3u — 1)B, + (343 — B,

E +2u, By +(Buypt; — p3)Bs+ 21, Bo)dWdQdpdp
@) x= ;::3 PJ N QW™ V' =¥ CdWdQdod .

Les relations que doivent vérifier les fonctions A; et C s’écrivent :

r

(4) N, W3Q2e W (A, + A,u, + Azp,)dWdQdodp = 0
(5) N, ,W2Q2e "W = 2CadWdQdu, =0 Ve, uy, p3
(6) N, W2QXQ? + W2)e™ V"2 CaWdQdpdp = 0

Les domaines ¢* et £ sont définis par:
o { W>0 ; Q>0 ; ¢el02n];
His Hos p3€[—1, +1]  avec 1—pj—p3—pd+2u,p,u3>0.
{W>O ;. Q>0;
M1 € D(py, p3): 1—pf — p3 — 13+ 24, o3>0

(7

(®)

Quant aux équations intégrales vérifiées par A, B, C elles s’écrivent :

) I(A) = fOW(W2? + Q2 — 4)
(10) IB) = fO22W°W
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1
(11 I(C) = f°§(W2 - Q?
avec:
o e_wz_gz o
(12) fT=p (Jf dp.dp,da = 1)
253 Tm?2T, /T,

On notera que, avec des définitions légérement différentes pour A,
B;, C, les formules (18) a (31) de [30] sont des spécialisations des formules
précédentes dans un cas particulier ou I'orientation des molécules ne joue
aucun role.

4.2.2. MOLECULE A UN DEGRE DE VIBRATION. — Ce modele schéma-
tise une molécule diatomique considérée comme un oscillateur harmo-
nique : deux atomes sphériques identiques sont reliés par un ressort linéaire
de dureté s et de longueur au repos [,. Nous supposerons la dureté du ressort
suffisante pour que 'amplitude des vibrations, ainsi que I'allongement du
au mouvement de rotation global de la molécule soient faibles devant I,
Cette hypothése nous permet de supposer aussi que le moment d’inertie
transversal I'; de la molécule en son centre est pratiquement constant.
Le mouvement d’une telle molécule est alors défini par I’énergie cinétique

mx? T, r mi?

——+——(w%+w§)+—§w§+—2—,

2 2 2

et le potentiel intra-moléculaire ®(l) = g(l — )%
mi

L’ensemble des variables v est réduit a /, et celui des variables v a

:

Nous poserons:

A= | dov  dv = /2mdA,
\ 2kT _
L T 1-1) dou 4 2T
= (== -1l ou v= [—dL.
2kT 0 n

Les domaines de variation de A et L, sont ]— oo, + oo[. On a alors,
pour les différentes quantités qui interviennent dans les expressions du
chapitre 3, les valeurs suivantes :

et

o) _

1
s=7 ; JdetI=T,/T; ; &=A* ; deta”zz— ; T L%;
m

1 n
T) = / :
HD) = 857 \ 3T om
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d’ou 0
px(T)/det Idvdv = FyTp) dLdA.

La quantité U(v, t), dont l'expression figure dans la formule (3.93)
1
sécrit ici U = L? — 5
Les expressions de 4, u, sont respectivement :

4k2T 2 2 2 2
(13) A=——p W3QZ(W2+QZ+A2)N e WP -AL(A + D))
3m?nt " o+ a
+(A,+ Do)y +(As + D3)us)dWdQdAdLdodp.

2kT 2 2 212
14 p=op j N QWi WAt (B, + (32— 1)B,+ (33— 1)B;
+20,By + Byt — 13)Bs + 2, Bg)dWdQdAdLddp.
4kT 2 2 212
15) x=5 3 pJ N,Q2W4e™ W~ ~A2-L2CaWdQdAdLdpdy
mn e+

Les relations que doivent vérifier les quantités A;, D, C s’écrivent:

Py

(16) N”W3QZe‘Wz"m”‘2‘”{

JE

A +Au+Asp,

} dWdQdAdLdpdu=0
D, +D,pu+Dsp,

(17) | N,W2Q2e™ W ¥~ M-L'CqWdQdAdu, =0 ¢, L, pp, 13
r

18) N, W2QXQ2 + W2+ A2)e~ W~ A" L*CqWdQdAdLdpdp = 0

JE

Les domaines ¢* et € sont définis ici par:

(19) ot { W,Q>0 ; A, Le]—oo, +0[ ; ¢€l0,2n];
My, Moo 3€[—1, +1] avec 1—pf—pf—p3+2up,03>0;
W, Q>0 ; Ae]—o0, +o[;

(200 = { ] 2,2 [2
U €D (Ko, p3): 1 —p7 —p5— p3+ 20 iy i3 20.

Les équations intégrales vérifiées par A, B, C, D s’écrivent :
9
(21) I(A) = f°W<W2 + Q2 + A% — 5)
(22) I(B) = f°2W°W

_ o[ 8w _2q2_2 2)
23) I(C)—f(ZIW -2 - ZA
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1
(24) ID) = f °<L2 — 5)
avec
_WZ_QZ_AZ_LZ
(25) f°=p/~"—e——— (ff"dpdpda:l)
5 32mk*T*n®T, e
4.2.3. MODELES « DE REVOLUTION ». — Si le modéle moléculaire est

tel que la molécule est de révolution autour d’un axe (que ’on choisit alors
comme axe k) on peut concevoir des collisions telles que, au cours du choc,
la projection du moment cinétique de chaque molécule sur son axe reste
constante : c’est par exemple le cas des chocs parfaits, puisque la percus-
sion de contact rencontre alors les axes des deux molécules. Dans ce cas,
la projection du moment cinétique sur k, qui est un invariant du mouvement
de la molécule libre, est un invariant sommatoire dégénéré. Aucune des
quantités intervenant dans le probléme ne dépend plus de ¢. Dans tous
les cas ou le moment d’inertie de la molécule autour de k est constant,
l'invariance de la projection du moment cinétique sur k entraine I'invariance
de I'énergie cinétique de rotation autour de k, qui vaut

1
rswzz = F—(F3wz)2.
3

Il n’y a aucun échange possible entre cette énergie de rotation et le reste
de I’énergie cinétique de la molécule: le degré de liberté correspondant
est alors dit gelé. Conformément aux définitions précédemment données,
le nombre de degrés de liberté du systéme doit alors étre diminué d’une
unité. On doit scinder ’énergie cinétique de rotation en deux parties:

ol o=0,T0,+ 02
en désignant par o, la composante équatoriale de la rotation. Seul le
premier terme de la somme fait partie de I’énergie échangeable (et donc

donne un terme de H” dans la théorie générale).
On sera alors amené a considérer, au lieu de , le vecteur €, (cf. (3.63)):

Q =|—) o.
2kT

Dans ces conditions, on a
us =0 , €=Qr+ ¢,

D(v)
P AT -weem-E 1 s
" e (kT T, = 8T | ==y,

«(T) Jdet g,

fO
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L’intégrale (3. 66) s’écrit alors :

sin fQ2W?2
26) f rsror, S PRW?
NN

En effet, dans tous les calculs, u; reste égal a zéro, puisque €2, est ortho-
gonal 4 k. Ceci nous permet d’obtenir les formules suivantes, dans les deux
cas décrits précédemment, lorsque la collision est un choc parfait :

dWdQ, dp,du,dodBdydvdv

4.2.3.1. Solide de révolution avec choc parfait.

8k2T W3Q3 (W2 4+ Q2
J e( e)e—wz—gg(Al +Asu,

271 i= 3232 N
+A3p,)dWdQ,dp,dp,
09 o T Q2w*
S’ |, i g
+(3u3 — 1)B3+2u; By +3p, p,Bs +2u,B6)dWdQ,dp, dp,
8kT J’ Qw4

p
3/2
3mn NATITETE;

Les conditions que doivent vérifier les A; et C s’écrivent :

e™ ™ "%(2B, +(3ui - 1B,

(29) k= e~ W RCAWAQ dy,dy,

[ W] r-n3
(30) \/T—————z‘ze_w —Qe(Al +A2/11 +A3#2)dwdQedﬂldﬂ2=0
Jes —Hi—H2
[ w2Q? o2
(31) ———" “MCAWAQdp, =0 VY,
Joo V1—Hi—p3
r WZQZ 93+W2 ) N
(32) __Z(_Z—Z)e—-w “RCAWAQ, dy,du, =0
Joo 1—ni—p;

Les domaines ¢* et £* sont définis par :

33) W30 , Q30 , py,pel—1, +1]: 1-@d—p3>0;
(4 :W=0 , Q>0 , peD(uy): 1—pi—pu3>0.

Quant aux équations intégrales vérifiées par A, B, C, elles s’écrivent :
7
(35) I(A)=f°W(W2 + Q2 — 5)

(36) I(B)= fO2WW
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_pof Ay 2 z)
67) 1C)=f (15w e

On remarquera que dans [26] on trouve des formules qui sont des cas
particuliers de celles que nous venons d’obtenir ici.

4.2.3.2. Molécule du type 2 avec choc parfait.
8k2T [ W3QAW2+Q2+A?Y) _,
= p e
K N N
+(A2+Do)u; +(As+D3)u,)dWdQ dLdAdp, dy,
4kT [ w2

39) p=—— SR N
RO ETl RV e

+@uz—1)B;+2u,B,y+3u,u,Bs+ 21, B)dWdQ, dLdAdy,dp,

(38) 4 TM-ATLY A 4+ D,

e W HTATTLY(2B, + (34 — 1)B,

8kT W4QZ —-W2-Q2—-A2-L2
@0) k=2 sp N e 2 CAWdQ,dLdAdy,du,
e* —H1T 2

Les conditions que doivent vérifier les A;, D; et C s’écrivent :

(41) J' _ng__e—wz—ng-,\z_u{ A1 + Azﬂl

J1=pd—ul D, + Dy,

+ Ayl
+ Dspu,

w202
42) ——ﬁ e~ WIm-A-LCgWAQ dAdu, =0 VL, p,
CORVA Sl ey
W2Q2(W2+Q2 +A?
e* vV 1 —Hi— U2
Les domaines &*, £* sont définis par les formules (33) et (34) en ajoutant:
A, LG]— 0, + w[
Les équations intégrales vérifiées par A, B, C, D s’écrivent :

0
}deQedAdeuld,uz = { 0

~W2--A-L*CqWdQ,dAdLdp,dp, =0

(44) I(A) = fOW(W? + Q2 + A% — 4)
(45) I(B) = f2W°W
(46) I(C) = f"%(W2 -7 - AY

) (D) = f°(L2 - 51)
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4.3. Les modéles de collisions.

4.3.1. COLLISIONS CONDUISANT A UN MODELE M. — Nous avons
rangé dans ces modeles (voir 2.2.6):

a) les chocs parfaits ou existent des chocs inverses,

b) les chocs élastiques de sphéres rigides partiellement ou totalement
rugueuses.

Pour les modéles de b) les paramétres qui fixent I’orientation de la sphére
ne jouent aucun role ; par contre, le nombre des degrés de liberté libres est
de 6, car aucun n’est « gelé »: il y a, au cours du choc, échange d’énergie
entre la translation et la rotation.

Dans les formules (1) & (11), aucune des quantités A;, B;, C ne dépend
de u,, p3 et @. On peut alors procéder a une intégration par rapport a ces
trois variables et I’on retrouve, comme nous I’avons déja signalé les formules
de [30]. Nous n’irons pas plus loin dans la description de ce cas, étudié
en détail dans [30], [32] et [33].

Les modeéles de a) étudiés en 1. 10, ont une zone d’action qui est une sphére
de rayon invariable, et le choc entre deux telles sphéres est parfait. Le
moment cinétique d’une molécule au centre de sa sphére d’action est
inchangé au cours du choc.

— Si la molécule est telle que son centre d’inertie est confondu avec
le centre de la sphére d’action, et si le tenseur d’inertie en ce point est cons-
tant, I’énergie de rotation de la molécule reste fixe, aussi bien dans le mou-
vement qu’au cours du choc. De plus, aucun échange d’énergie ne peut
avoir lieu entre I’énergie de translation et I’énergie interne. Le nombre
de degrés « libres » est alors réduit a 3, et la théorie de ces modéles ne différe
en rien de celle des modéles monoatomiques [4].

— Par contre, si le centre d’inertie de la molécule n’est pas confondu
avec le centre de la sphére d’action, un échange peut se produire au cours
du choc entre I’énergie cinétique de translation et I’énergie interne. Le
nombre exact des degrés « libres » dépend de la structure méme de la molé-
cule. Par exemple, si la molécule elle-méme est un solide, le nombre de
degrés « libres » est 6 dans le cas général, 5 lorsque le tenseur central d’inertie
est de révolution et le centre de la zone d’action sur I’axe de révolution.
Ce dernier cas est traité dans [3/] et [33], sous ’hypothése supplémentaire
que la fonction de distribution f ne dépend pas de I'orientation de la molé-
cule : ceci revient a supposer que les diverses quantités A;, B;, C ne dépendent
nide u,, nide u3, nide ¢. Procédant alors comme pour les sphéres rugueuses,
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en intégrant les équations (27) a (37) par rapport a 4;, #,, @, on retrouve
les équations de [30]. Nous disposons cependant dans cette étude des métho-
des qui permettent de nous affranchir de cette hypotheése supplémentaire.

— Le cas ou le centre d’inertie et le centre de la zone d’action seraient
confondus mais le tenseur central d’inertie non constant, correspondrait
4 un échange d’énergie, aussi bien au cours du mouvement libre que du
choc, entre degrés de liberté interne, mais a une absence d’échange entre
Iénergie de translation et I’énergie interne. Ce cas n’offre, semble-t-il,
aucun intérét dans la pratique, aussi nous n’en parlerons pas plus.

4.3.2. COLLISIONS CONDUISANT A UN MODELE I*. — Nous avons
vu en 1.11 que, pour des molécules dont le centre d’inertie est centre de
symétrie de la zone d’action, on peut définir, pour toute configuration de
choc, une configuration de choc pseudo-inverse.

La théorie que nous avons exposée est valable sous réserve de supposer
que la fonction f satisfait a hypothése #* de 2.2.4 qui se traduit ici par
f(—=pJ = f(p,). Les différentes fonctions A;, B, C, D; sont alors des
fonctions paires de chacune des variables v;, ainsi que de I’ensemble des
deux variables u, et 5. Sila molécule est elle-méme symétrique par rapport
a son centre d’inertie, deux molécules qui ne différent que par le sens du
vecteur k choisi sont « indiscernables ». Il est donc naturel de considérer
alors la fonction de distribution constituée de la demi-somme

1 .
E(f(kv W, Qa v, V’ (p) + f(_ k’ W, Qa v, v’ (p))

Il est aisé de vérifier que cette fonction, que nous continuerons a désigner
par f, satisfait a ’équation de Boltzmann (sous I’hypothése #*). Les quan-
tités A;, B,, C, D; correspondantes sont des fonctions paires de I'ensemble
des deux variables pu,, ps; elles sont donc aussi des fonctions paires de
I'ensemble des deux variables p, et u,. Dans le cas de modéles de révolu-
tion de 4.2.3 ceci impliquera que ces quantités ne dépendent de p, et u,
que par lintermédiaire de u? et u2.

On peut dlailleurs diminuer la complexité des calculs en renforgant
I’hypothése #*: cest ce qui est fait dans [26] et [3]] en particulier, ou
’'on trouve I'hypothése, plausible pour des molécules a répartition de masse
proche d’une répartition sphérique, que la fonction de distribution est
indépendante de I'orientation de la molécule. Compte tenu de la symétrie
de la molécule, il est facile de montrer, par des manipulations analogues
a celles de 1.11, que, pour des molécules rigides, cette hypothése entraine
les mémes conclusions que #*. On peut alors intégrer par rapport aux
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variables u,, p3 et ¢, et les fonctions A;, B;, C, D; ne dépendent plus que
de W2, Q2 u3, v et v. Les formules correspondantes s’obtiennent alors
immédiatement a partir de celles de 4.2.2 ou 4.2.1, selon que les molé-
cules sont ou non de révolution.

Nous ne nous étendrons pas sur ce cas, traité par ailleurs mais nous
devons cependant noter qu’il est nécessaire, si I'on veut conserver aux équa-
tions intégrales qui définissent A, B, C, D une forme analogue a celle qu’elles
ont en 4.2, de changer la définition de 'opérateur intégral I: en effet,
méme si f ne dépend pas de I'orientation de la molécule, la quantité Y(g)do
en dépend. Les formules en cause ne conservent leur forme que si I’on prend
pour nouvelle définition de l'opérateur I la valeur moyenne

1
— | ldw
4n

(cf. [26] et [31]).

4.3.3. En résumé, les modéles les plus simples auxquels s’applique
notre théorie, sont, si nous excluons ceux qui sont traités dans les différentes
publications citées, les suivants :

a) molécule a zone d’action sphérique de rayon constant; la molécule
est ou non de révolution ; le centre d’inertie ne coincide pas avec le centre
de la sphére d’action; la fonction de distribution dépend de I’orientation
de la molécule. Pour ce modéle existent des chocs inverses, et donc, d’apreés
les résultats de 3.4, 'opérateur £ est symétrique. On se limitera comme
dans 4.2 aux cas ou le nombre des degrés de liberté internes est 0 ou 1.

b) molécule ayant un centre de symétrie, confondu avec le centre d’inertie,
pour sa zone d’action; la fonction de répartition est soumise a I’hypo-
thése #*. Les diverses quantités qui interviennent sont des fonctions
paires de ¥; et des couples de variables p 1y, puyptz €t psu,. L’'opérateur ¥
n’est pas symétrique en général.

4.4. Les fonctions orthogonales.

Pour résoudre les équations intégrales de 4.2, nous allons utiliser une
méthode d’approximation du noyau par une somme de noyaux dégéné-
rés [30], Nous utiliserons pour cela une décomposition du noyau en série
de produits de fonctions orthogonales. Ce sont ces fonctions que nous

allons étudier dans ce paragraphe.
Les quantités qui interviennent en 4.2 sont fonctions des variables W?;
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Q?;A;L;@;uy, iy Us ou de certaines d’entre elles seulement. Les noyaux
des différentes intégrales se présentent sous la forme

P(W, Q’ A)e_wz_QZ_LZ_AZ
1= 12— 13— i3+ 2p, s

Nous sommes donc amenés a rechercher une décomposition d’une fonc-
tion T(W2, Q2 A, L, @, u;, 14y, p3) sous forme d’une somme de termes

du type fw(W?) fo(Q%) fA(A) (L) (@) fultt1 B2s H3), chacune des famil-
les fw, fo, fa» fu» f f. étant orthogonale par rapport a un noyau et un
domaine spécifique que nous allons préciser.

4.4.1. FAMILLE DES FONCTIONS f,. — L’intervalle d’intégration étant
[0,27], nous utiliserons comme fonctions de base les fonctions cos ne et
sin ne ; le développement en série de la fonction T par rapport & ¢ est
alors un développement de Fourier classique, pour lequel les conditions
de convergence sont bien connues.

4.4.2. POLYNOMES DE SONINE. — Pour les variables Q* et W? ainsi
que pour la variable A? lorsque les fonctions cherchées sont supposées
paires par rapport a A, l'intervalle d’intégration est [0, + oo[, et le noyau
de la forme y**¢™** avec y = Q, W ou A. Nous utiliserons alors comme base
les polynémes de Sonine, dont nous regrouperons ci-dessous les propriétés
essentielles. Ces polynomes sont connues aussi sous le nom de polynémes
de Laguerre, mais comme ils sont historiquement utilisés en théorie ciné-
tique sous le nom de Sonine, nous conserverons cette dénomination.

Pour toute valeur du nombre réel a supérieure a — 1, S%(x) est défini
par

Six)=—e*x""

n‘ dx"(e—xxn+a).

Trois polynomes d’indices consécutifs vérifient la relation de récurrence :
m+ DSe i(x) —@n+a+ 1 —x)S%x) + (n + a)Sa_,(x) = 0.

Les polyndmes de méme indice a forment une famille orthogonale sur

—Xx.,a

'intervalle [0, + oo[, par rapport au noyau e” *x“:

x Tn+a+1
(48) J e *x"S8(x)S8 (x)dx = &, ﬂ—‘:J
0 n'

Les deux premiers polyndmes de chaque famille sont

Six) =1 et Six)=1+a— x.
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On montre aisément que:

* I'a+1) pour i=0
(49) e *xS¥(x)dx = .
0 pour i>0
et que
x I'la + 2) pour i=0
(50) j e *x*S{(x)xdx = { — I'(a + 2) pour i=1
0 0 : pour i>1

Soit L2 I'ensemble des fonctions telles que
s =J e x| f(x) |*dx

existe. Le développement d’une fonction f(x)e L2 en série de polyndmes
de Sonine donne les coefficients de Fourier

1 x
A, =— f e *x% (x)Si(x)dx
h, Jo
ou
» I'a+n+1
h, = f e x| Se() [2dx = LA F 2D
0 n!
On montre que la série A, S¥(x) converge dans L2 vers f(x) au sens de
la norme précédente (cf. [4/]). On utilisera dans la suite, les polyndmes S%(x)
pour les valeurs a = 1, 1/2, 3/2. Si la fonction U(x?) admet le développement

x

U(x?) = Zx"s"(xz)

Jj=0

Xl
J e (Z s iy =5
f ye y(ZX‘S (y)> = X5 — X}
1
avec a = —:
2

(53) Jxxze~x2U(x2)dX: ;f ¥y /2 - (le/Zsl/Z( )) \éﬁx(l)/Z
0 Z

j

et si 'on pose y = x2, on a:

aveca=1:

(51) J 3e7FU(x2)dx =
0

MI»—-A

l\)l»—

(52) fxf’e—xz x?)dx =
0
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(54)
x ) l X
J x4e X U(xz)dx= 5 J~ yllle—y<ZX}/ZS}/2(y)>ydy: %(Xé/z_xilz)
0o 0 S
3
avec a = <
2

(55) J x*e™**U(x?)dx = % J y3/23_”<ZX?/2Sf/2(Y)>dy = ﬁxg/z
o 0 - 8

4.4.3. PoLYNOMES D'HERMITE. — Pour la variable L (et A lorsque
les fonctions ne sont pas supposées paires en A), I'intervalle d’intégration
est ]— o0, + oo et le noyau e~ * (ou A%e~*%). Nous sommes donc amenés
a utiliser comme polynémes de base les polynémes d’Hermite définis

par

2 d" —x2
H,(x) = (- 1)'¢* F(e ),
X
ou par la relation de récurrence H,,;(x) — 2xH,(x) + 2nH,_,(x) = 0,
avec Hy(x) = 1 et H (x) = 2x.
La relation d’orthogonalité est:

(56) J +°oe—"zH,,(x)H,,,(x)dx = O/ T2"n!

- 0

Le développement d’une fonction f(x) appartenant a I’espace %2 des
fonctions pour lesquelles

(WA =-[ e™™ | f(x) Pdx

- o
existe, conduit aux coefficients de Fourier

B,= f " e (0 H,(x)dx

ou

+
h, = f e * | Hy(x) |2dx = \/n2™n!.

Ici encore la série £B,H,(x) converge dans 2 vers f(x)au sens de la norme

précédente.
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Si V(x) =2Y]H {x), on utilisera
=0

(56) f xe"‘zV(x)dx = /1Y,

—-x
et
Yo

(57) f xxze—xzwx)dx =n (2Y2 + -2—>

-
4.4.4. FAMILLE DES FONCTIONS f,. — Désignons par w la fonction
des 3 variables réelles x, y, z:

1
o=—(1—-x*—y" — 2% 4+ 2xyz)" ',
n

par A le domaine compact d= R3, ensemble des points de coordonnées x, y, z
vérifiant linégalité 1 — x2 — y? — z2 + 2xyz > 0, et par A, le domaine
compact de R, ensemble des valeurs de x, vérifiant, pour y et z fixés, I'iné-
galité précédente.

Nous allons construire une famille de polynémes a 3 variables, ortho-
gonale sur A par rapport au noyau w. Nous donnons tout d’abord quelques
propriétés des polyndmes de Legendre, liées a notre probleme. Le poly-
noéme de Legendre de degré n, noté L"(x) est défini par

1 4

L) = 2"n!dx"

[(x* — 1)].

Ces polynomes satisfont a la relation de récurrence

(58) (n + DL (x) = 2n + 1)xL"(x) — nL""}(x)
et a la relation d’orthogonalité
+1 5pq
(59) J LP(x)Li(x)dx = 'k
-1
Pts

Le coefficient de plus haut degré de L"(x) est
1
F(n + 5)
=2
1
n!l’ <—>
2

k
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4.4.4.1. Démontrons tout d’abord I’égalité
(60) J wLP(x)dx = L?(y)L*(z)
AX

Pour cela, nous posons x = cos a; y =cos b; z = cos ¢, et nous défi-
nissons A par cos a = cos b cos ¢ + sin a sin b cos A. En écrivant

=(1 =y = 2%) = (x — y2)%,

?w?
il vient
1
— = q sin b sin ¢ sin A.
w
Comme D(
X, ¥, . :
__yi) = sin b sin ¢,
D(A, y, 2)

on peut écrire le premier membre de (60) sous la forme
n

(61) j wLP(x)dx = ! J L? (cos b cos ¢ + sin b sin ¢ cos A)dA
Ax T Jo

Or, le théoréme d’addition des polyndmes de Legendre [4]] permet
d’écrire

L? (cos b cos ¢ + sin b sin ¢ cos A) = L? (cos b) L? (cos c)

)4
p— 9!
22 T q)!L‘}, (cos b) LY (cos c) cos gA

q=

ou L% désigne la fonction de Legendre associée de premiére espece.
En reportant dans (61) et en intégrant par rapport a A, il vient

J wL?(x)dx = L? (cos b) L* (cos ¢),
Ax

ce qui est équivalent a (60).
4.4.4.2. Calculons maintenant I'intégrale

+1
AP = J LP(x)L9(x)L"(x)dx.

-1

ANN. INST. POINCARE, A-XII-2 2
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Drapres (58) nous avons

qa . _
La~1(x),
Rt

qg+1
62 L9(x) = Lati(x) +
(62) xL9(x) 2+ 1 (x) 3
en écrivant
2r — 1
L'(x) = =

—1
XL~ 1(x) — rT L 2(x),

puis en utilisant (62), il vient la relation de récurrence

(63)
2r—1qg+1 +2r—1 q r-—lAp'q’r_2

APIm — Ap,q+1,r—l Ap,q—l,r—l _

r 2q+1 r 2g+1 r

Avec les conditions initiales
51»"1
+ 3
Pr3

AP0 —

la solution de (63) est :

AP =) si p+q+r=2s+1 s entier

1 1 1
T(s+ D s—p+ = J1(s—g+ = ) s—r4 =
IR (S ”+2> (S q+2> (S ' z)

- 2
[FG>J F(s+ §>I‘(s—p+ DI(s—g+DI(s —r+1)
) 2 sip+q+r=2s

1
[On utilise ici la convention m = 0 pour n entier < 0].
n

La quantité AP? n’est donc non nulle que si

p+q+r=2s sentier ; s—p>0 ; s—g=>0 ; s—r>0;
(65) ces trois inégalités signifient que p, g, r sont les trois cotés d’un
triangle.

On peut aussi écrire (64) sous la forme :

s! ]2 (2s—2p)'(2s —2g)!(2s—2r)!
s—ps—q)l(s—r)! 2s+1)!

si les conditions (107) sont satisfaites.

API"=0 dans le cas contraire.

APT =)

(66)

Ce résultat est donné dans [42], p. 87 ; 1a démonstration que nous donnons
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ici semble plus simple que celle de Hobson. Le méme résultat est écrit
par Landau et Lifchitz [43], p. 482, sous la forme :

AR = 2545

ou le symbole (J} 72 J3), nul sauf si my + m, + my = 0, est le « symbole 3j »

de Wigner, lié aux coefficients d’addition vectorielle de Clebsch Gordan
par la relation

C}T’"l}'zmz = (_ l)jl_jz+m\/ 2.] + 1(’{'1;'_11;22_1"") , My + my, =m

Nous pouvons alors écrire la décomposition du polyndme L?(x)L9(x)
sur la base L'(x):

(67) LP(x)L(x) =Za£"’L’(X)

avec

P A

4.4.4.3. Le produit scalaire du polynome LP(x)L%(y)L'(z) par le poly-
ndéme L?'(x)L9(y)L"(z), relativement au noyau w et au domaine A est obtenu
en appliquant (60) et (67) :

Ly =J OLA L)L EL (x)LY ()L (2)dxdydz
A

+1 +1
=Za;r'[ ﬁl L”(x)L"'(x)L"(x)d)E": f_l L"(y)L"'(y)L"(y)dy]

soit

1 N
(69) L, = Z(l + 5>qu iAagiprT

]

Les seuls termes non nuls de la somme sont ceux pour lesquels i vérifie
simultanément les inégalités
Ip=p'| <i<p+p' ; lq—q|<i<q+q ; |[r=r|<isr+r;

et les conditions:

’

(70) p+p ., g+q , r+r" i

de méme parité. En particulier L¥%.. est nulsip + p’,q + q’,r + 1’ ne sont
pas tous les 3 de méme parité.
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L’ensemble des polynémes LP(x)L%y)L'(z), p, q, r, prenant toutes les
valeurs enti€res positives ou nulles, forme une base de I'espace vectoriel
des polynomes a trois variables. Nous allons, & partir de cette base, cons-
truire une base orthogonale pour le produit scalaire :

(71) ' (fg>= f wfgdxdydz.

Pour simplifier les notations nous écrirons désormais X, pour L?(x),

Y, pour LYy), Z, pour L'(2).
Ordonnons I'ensemble des polyndmes X,Y,Z, par la relation :

XYZ >X,Y,Z,
si I'une des conditions suivantes est satisfaite :

ptqgq+r>p +qg+7r
ou: ptq+tr=p +qg +r e p>p
ou: p=petgq+r=qg +r e qg>gq

On peut alors procéder a la construction de la base cherchée, par le
procédé d’orthogonalisation de Schmidt.

Les calculs sont simplifiés par le fait que I'on peut, grace a la condition (70),
subdiviser ’espace vectoriel engendré par E en quatre sous-espaces vecto-
riels orthogonaux deux a deux pour le produit scalaire défini par (71):

Pour un polynéme X,Y,Z,, définissons un indice de parité (xfy), formé
de trois chiffres qui sont les valeurs respectives de p, g, r modulo 2.
Les quatre sous-ensembles sont formés respectivement :

— le premier, des polynémes d’indice (000) et (111),

— le second, des polynémes d’indice (100) et (011),

— le troisiéme, des polynomes d’indice (010) et 101),

— le quatriéme, des polynomes d’indice (001) et (110).

Il suffit alors d’orthogonaliser séparément les deux premiers sous-espa-
ces, les troisiéme et quatriéme se déduisant du second par permutation
des lettes X, Y, Z.

Chacun des polynémes X, prend la valeur 1 lorsque x = 1. Nous impo-
serons comme condition de normalisation que les polyndmes de la base
orthogonale prennent aussi la valeur 1 pour x = y = z = 1 (c’est-a-dire
pour X, =Y, =Z, = 1 pour tous p, g, r). Il est alors relativement aisé
de construire les premiers polynémes de la base, notés P;;, en utilisant

les formules (113) et (108).
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Nous donnons ci-dessous la liste des polyndmes de degré total inférieur
ou égal a 4, pour les deux premiers sous-espaces :

sous-espace E, : (000) et (111)

( Pooo=1 Nogo= 2
4
Py00=X; Nygo= 3
4
P020= YZ Nozo— g
(72) - 4
l:'002— Zz N002= g
1 14
P111=_{9X1Y121—2X2_2Y2—2zz_1} 111~ 57
2 25
1 14
P220= §{35X2Y2—45X1Y121+3X2+10Y2 N220=E
L +IOZZ+5}
Py, et P,q, se déduisent de P,,, par permutation sur X, Y, Z.
sous-espace E,: (100) et (011)
' 4
( P100=X1 N100=§
1 2
Po11:§(3Y121—X1) Non:g
4
P3g0= X3 N3oo= ;
(73) < 1 4
P120: 5(5X1Y2_3Y121+X1) N120:§
1 4
Pio,= §(5X122—3Y121+X1) Nig,= 9
1 27
P,,,= Z(25X2YIZI—10X1Y2—10X122—5X3 Ny = 5—6
\ +11Y,Z,-7X,)

La quantité N;;, donnée dans la deuxi¢me colonne, représente le carré
de la norme de P, soit:

(74) Ny = J P Pipdxdydz.
A

Lors de la construction du tableau précédent, différentes propriétés
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apparaissent : les polynémes P;oo construits sont les polyndmes X;. Les
polynémes P;;, vérifient, aussi loin que I'on pousse leur construction,
la relation: (n + 1)P,;o = 2n + 1)X,Y, — nP,_; ;. La relation d’ordre
entre polynémes de méme degré global ne joue aucun rdle, le degré de
P,. est x + f + 7 et il n’y a dans Pz, qu’un seul mondme de ce degré,
proportionnel a X,Y,Z..

Nous vérifions aussi, sur tous les exemples de (72) et (73) et en utilisant
la formule (60), les relations suivantes :

(75) J WPydx =Y iZivy J wPdy = Xi+jzj+k;
Ax Ay

¥

f 0P udz = X; Y e
Az

Mais tous nos efforts, pour démontrer directement ces dernieres formules
a partir de la construction méme de la suite des P, n’ont pas encore abouti.
Aussi avons-nous cherché a obtenir d’autres relations permettant de définir
les polynémes P,;. Nous partons de la relation (67), et nous constatons,
sur les tableaux (72) et (73) et leurs prolongements, que I'on peut vérifier
la relation:

(76) X,Y, :Zaquq—ZiPp—i,q—i,i
i

aussi loin que I’on pousse le calcul.

- Si nous utilisons (76) comme définition de P o, en supposant connus
les autres P,_; ,_;,; de degré inférieur a p + g, et en nous souvenant que
a?® est nul sauf si |[p — q| <r < p + g, nous pouvons alors démontrer
trés aisément, pour cette famille de polyndmes, les relations (75). Nous
utilisons pour cela (67) et la relation qui s’en déduit immédiatement en

faisant x = 1, soit
et

r

Nous sommes alors conduits, pour trouver une relation générale entre
les polynémes P,,, & procéder de la fagon suivante: plagons-nous dans
I'un des sous-espaces vectoriels considérés plus haut, par exemple le pre-
mier : la relation

7 XYZ, = § a:+g—2ka;+;—Zjag+z—2iQ1+i—j—k,B—i+j—k,7—i—j+k

i,j.k
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permet, en I'appliquant avec a ==y =0, avec a =2, =0, y =0,
aveca=0,8=27=0,aveca =0, f =0, y =2, de construire succes-
sivement des polynomes Q0> Q200> Qo20> Qoo2, qui coincident respecti-
vement avec les polynomes P de méme ensemble d’indice. Mais, si on
applique la formule (77) lorsqu’aucun des 3 indices «, f, y n’est nul, il appa-
raitdans le membre de droite, des termes Q,,, tels que I'un des indices puisse
étre négatif: on a toujours

Jtp=o+pf—-2k>0, A+v=a+y—2i>0 , u+v=B+y—2i>0,

mais le plus petit des indices peut prendre une valeur négative, supérieure

ou égale a I'opposée de la plus petite des valeurs «, f, y. La formule (77)

ne permet donc pas, pour a, f, y strictement positifs, d’obtenir Q,;, sans

ambiguité, puisque en méme temps que Q,4, s’introduisent de nouvelles

quantités a indice négatif. Nous Iéverons cette ambiguité en imposant

aux quantités Q,g, ayant un indice négatif des relations supplémentaires.
Nous supposerons a > b > 0, ¢ < 0 et nous écrirons:

(78) Qabc = Qa+l,b—1,c+1 + Qa—l,b+1,c+1 + Qa—l,b—l,c+1 -Qa,b,c+2
= Qu-zpe+2 = Qup-2,c42 + Qac1p-1,c+3

Cette relation, éventuellement appliquée plusieurs fois, permet d’élimi-

ner les expressions Q,4, ayant un indice négatif.
La relation (77) peut s’écrire maintenant :

(79) XaYﬂZy =ZM;J}*/Qa+i—j—k,ﬂ+j—i—k,y+k—i—j

la sommation étant limitée aux valeurs de i, j, k telles que

et les MY, étant des combinaisons linéaires des coefficients de (77). Il est
alors immédiat de montrer que cette relation définit Q,z, comme un poly-
noéme dont le terme de plus haut degré est proportionnel a X,Y,Z.; cette
construction se répéte évidemment avec les mémes formules (77) a (79)
dans les trois autres sous-espaces vectoriels.

D’autre part, il est facile de démontrer par récurrence que Q,,, vérifie
les propriétés (75) : la forme des relations (77) et (78) a justement été choisie
dans ce but. Le seul probleme est alors celui de I'identification des poly-
némes P, et Q,;,. Par vérification directe, 'identification est aisée pour
les premiéres valeurs de «, f, y. Par contre, pour la démonstration générale,

qui consiste a prouver que les polynémes Q,z, €t Q...+, construits a partir
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de (79), sont orthogonaux, nous n’avons pu trouver qu’une démonstration
par récurrence, d’une lourdeur et d’un volume rédhibitoires.

Il existe trés certainement une explication a la simplicité des relations (75),
de méme qu’il existe certainement une explication au fait que les polyno-
mes P,z apparaissent, les premiers d’entre eux au moins, dans le probléme
d’intégration de tenseurs du chapitre 3, mais nous n’avons pour l'instant,
pas tiré tout cela complétement au clair. La réponse a ces questions n’influe
d’ailleurs pas sur les résultats de ce travail, et nous les reprendrons par
ailleurs.

Les seules propriétés des polynomes P, que nous utiliserons dans
la suite sont la propriété d’orthogonalité, les propriétés (75) et les valeurs
numériques des premiers polynomes et de leurs normes, consignées dans
les formules (72) et (73).

4.5. Deétermination des coefficients de transport.

4.5.1. Les MODELES M, ET M¥. — Nous allons maintenant, en nous
appuyant sur des exemples, montrer comment les notions développées
précédemment permettent une résolution approchée des équations inté-
grales et une détermination des valeurs des coefficients de transport.
Parmi les divers cas décrits dans les paragraphes précédents, nous allons
choisir deux exemples, qui mettent en lumiére les différents aspects de
la méthode :

— le premier sera celui des molécules rigides, a zone d’action sphérique
de rayon invariable, dont le centre d’inertie G n’est pas confondu avec
le centre O de la zone d’action et dont le tenseur d’inertie central n’est pas
de révolution autour de GO. Les formules qui s’appliquent a ce modeéle
sont les formules (1) a (12). Il existe des chocs inverses : ces chocs ont été
étudiés en 1.10: la détermination de I’état des vitesses aprés le choc en
fonction de I’état des vitesses avant le choc est facile a partir des formules
du chapitre premier (voir aussi [26]). Nous noterons ce modéle M, ;

— le second sera un modéle de molécule de révolution, a un degré de
vibration harmonique, parallélement a 'axe de révolution, et a collisions
pseudo-inverses : on peut représenter une telle molécule par deux demi-
sphéres de rayon fixe, reliées par un cylindre de méme rayon et de longueur
variable ; le choc de deux molécules est alors représenté par le choc parfait
de deux telles figures ; on a 3 types de chocs possibles : demi-sphére contre
demi-sphere, demi-sphére contre cylindre, et cylindre contre cylindre.
Dans chaque cas la détermination de I’état des vitesses aprés le choc en
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fonction de I’état avant le choc est aisée. Les hypothéses sur la molécule
étant celles de 4.2.2 et 4.2.3, les équations en cause sont les équations (38)
a (47). De plus, I'hypothése #*, nécessaire pour qu’il existe des chocs
pseudo-inverses, fait que les diverses quantités qui interviennent dans ces
équations sont des fonctions paires de A et de I'ensemble des deux varia-
bles pypu, (voir 4.3.2 et 4.3.3). Nous noterons ce modéle M¥.

4.5.2. LE CHOIX DES DEVELOPPEMENTS ET LE CALCUL DE 4, U, K
POUR M,. — Conformément aux notions exposées en 4.4, chacune des
quantités A, (i = 1, 3), B; (j = 1,6), C doit étre développée en série de pro-
duits de fonctions des variables W2 ; Q?; ¢ ; u,; u,; us. Pour ¢ et pour
I'ensemble des variables u,, u,, u;, les familles de fonctions orthogonales
ont été définies sans ambiguité en 4.4.3 et 4.4.4. Il reste un certain arbi-
traire pour les fonctions en Q* et W2: le choix de I'indice a qui fixe la
famille de polynémes de Sonine utilisée (4.4.2). On choisira pour chacune
des variables A;, B;, C cet indice a de fagon a minimiser le nombre de coeffi-
cients qui interviennent dans la formulation des valeurs de 4, y, k, et dans
I’écriture des conditions (4) a (6).

La présence dans (1) et (4) des noyaux respectifs WQ? + W3Q* et
W3Q? nous conduit a choisir pour les variables A; les développements
en polyndmes S}(W?) et S¥3(Q?).

De méme, la présence dans (2) du noyau Q*W* nous incite & choisir
pour les variables B, les polyndmes S¥2(W?2) et S¥/2(Q?), alors que la pré-
sence de Q?°W* W2Q? et W2Q* + W*Q? dans (3), (5) et (6) nous améne
a choisir pour C un développement en polyndmes S'3(W?) et S/3(Q?).

Nous poserons donc:

(80) A= z APTUS (WS HQ)P (1, 12, 13)F () ()

p.q,r,s,t,u

J

(81) B; = Z B2 S 2(W2)S, Q)P iy, oy 13)F(0)

pay,r.satu

cos u¢g pour u > 0,

(!) Nous utiliserons pour F,(¢) la définition F (¢) =

VT

F. ) = sin u@
NE:

}

pour u <0, Folp) = . L’indice u pourra donc prendre toutes les valeurs entiéres de

2

<
)

7]

— o 4 + x, alors que les indices p. g, r, s, t. sont tous positifs ou nuls.
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(82) C= Z Crarsts (WS, 2(Q%)Pg(ptys Has 13)F ()
p.q.r,s,t,u
Avec ces notations, et compte tenu des diverses conditions d’orthogo-
nalité exprimées en 4.4, les quantités 4, u, x et les relations (4), (5) et (6)
ne font intervenir qu’un petit nombre de coefficients.
Explicitons, par exemple, les calculs qui conduisent a la détermination

de la valeur de /.
On a, d’apreés (1) et (80):

b] 4k2T 502 304, W2-Q2 st tu
=g asp | oW E WY (Aparsi gy Agars

pqrstu
+ 12A8) x SYWSIAQIP, (i1, i, 1a)F () } W dQdudg

L’intégration par rapport a ¢ ne laisse comme termes non nuls que ceux
pour lesquels u = 0.
D’autre part, d’apres (72) et (73)

jA’l"”s’owduldusz — 4593(‘)0A111qrst0 — 4A;l:q0000

4 4
JulAi"’”’Owdﬂlduzd#s = 3 O PABTTO = S ARO%°

4 4
J Mo AT 0dp dpipdpiy = 2 5 CASO = 2 ARIOTO0
d’ou
2
) = 34k2ngp f(wSQZ + W3Q4)e—W2—QZZ { (3A;17110000 + qu.lOOO
m°m
p-q

+ AI°100) » SLW2)SL2(Q?) } dWdQ.

Enfin, utilisant (51) a (54), il vient:

2
16k*T Z { (3A,1,qoooo+A;2;q1ooo+qumoo)<(52_511,)52j\{—fE

4= 9m3n? P

P.q RNZ 1
: + 8980 — 5;)—‘[>
soit : 16
kT
= 9—m2n3/2p { 21A(1)00000_12A100000_9A(1)10000+7A301ooo_4A501000

—3A(2)11000+7A800100—4A;00100—3A310100 }
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Quant a la condition (4), elle s’écrit :

2526‘(1)(3A117q0000 + qulOOO + quOlOO) — 0

. p.a
soi1t :

(83) 3A?00000 + AgOlOOO + AgOOIOO =0

ce qui permet de simplifier I’expression de Z dont la forme définitive est :

2

(84) A= - { 12A100000 | 9010000 4 4A101000 | 34011000

+ 4A;00100 + 3A310100}

omn32

Des calculs identiques sur les variables B; et C conduisent aux résultats
suivants :

kT 1 1
85) u= p {Btl)ooooo + = B202000 4 ~ B00200

10mtm 5 5
+ lBgowoo n lBgouoo + lBgoomo}
3 6 3
(86) __kTp Z2P (cooo000 _ (n100000)
T 2mn

avec les conditions, tirées de (6) et (5):

(87) 2Co00000 _ CIOOOOO _ COIOOOO =0

(88) Z CO0ha—ib=ic — quels que soient a, b, c.

i<inf(a,b)

L’égalité (88) a été établie en utilisant les relations (75) et le fait que
I'ensemble des polynémes L?(x)L%y) (p, g entiers positifs ou nulé), forme
une base orthogonale de 'ensemble des polynomes a deux variables.

De (88) on tire, pour a = b = ¢ = 0,C%°°°°% = (, ce qui permet d’écrire k
sous la forme:

kTp (100000 _ kTp X2P 010000
2mn 2mn

(89) k= —

4.5.3. LA RESOLUTION DES EQUATIONS INTEGRALES POUR LE MODELE M.
— Explicitons la méthode sur I'’exemple de ’équation (9):

)] I(A) = fOW(W? + Q2 — 4).
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Nous avons définien 3.3. 3 la quantité [R, S] ou R et Ssont deux vecteurs,
par '

1
[R,S] =— fR-I(S)dpxdpada
m

En passant aux variables W, Q, u,, ,, 143, @ nous avons :

(90) [R,S] =

e”WITTWITHR + R, — R
8mmn® !

— RY)SY(—~g)dedWdQdu,du,dp;dedW ,dQ dpidpsduide,

(o représente ici I'ensemble des parameétres qui déterminent la position
relative des deux molécules).
Multiplions les deux membres de (9) par le scalaire

S (W2)SYAHQP)P, ¢ (1 patt3)F ()

puis multiplions scalairement les deux vecteurs ainsi obtenus successi-
vement par les vecteurs i, j, k, et intégrons sur le domaine ¢”.
Définissons la notation (af)s 37514 par:

@By 710 = [aSp AWy AQ)P, g (1 2 13)F (),
BS,(W?)S;2(Q%)P, (1, 12143)F ()]

Avec le multiplicateur 7 le premier membre s’écrit :

) Z (ARars(ii)e 7S 4 ABISU(f)R LTS 4 AR jlypa TS

pqrstu

quant au second membre, il s’écrit :

(92) —2p . Je—wz—ﬂz(w2 + Q2 — HW-iW2Q?wSL(W2)
/A
Sy Q)P g (1 2 pt3)F (@) x dWdQdp,dp,dpsde

ou, encore, d’apres (51) a (54):

P (5050 51 50 50 5115050 5050

— W(o,éq, + 40,05 + 300.0,,)0,020252.
Les premiers membres correspondant aux multiplicateurs j et k s’obtien-
nent immédiatement a partir de (91) en remplagant dans les scalai-
res (i) (ij): (ik)- T'indice i placé en premiére position successivement
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par j puis par k. Quant aux seconds membres, ils seront obtenus en rempla-
¢ant dans (92) le terme W-i = W par W-j = 4, W puis par W-k = u,W.

Nous obtenons ainsi le systéme d’équations (93) ot nous avons symbolisé
par I I'ensemble des indices p, g, r, s, t, u et par I’ I’ensemble des indi-

P W

ces p'q'r's't'u’.

( , ', .
E (ALY + AL + ALGRY) = — —8:3/2 (8260 + 451,60
1

+ 3695150595052

) (G + A+ MG = 557 (6909 + 4038

93) <
’ + 360,61)51.52605

Z(A'l(ki){' + AL(kj) + AL(kk)) = — 247‘: 35 (0300 + 451,82
1

k + 3605150515250

Nous obtenons de la méme fagon un systéme d’équations linéaires
pour les coefficients BF?"*™, en multipliant les deux membres de (10) par
le scalaire S}/2(W?)S)/*(Q2)P, (1, ua13)F (), puis successivement par les
tenseurs t; =i%, t,=j%, t; =k, t,=i%, t;=j%, t,=k"i.

Définissant alors
BN =GR ar sty =882 (WS A Q)P g (s o t3)F (),

£S5 (WS Q)P (11 2 13)F (0)]

nous pouvons écrire le premier membre de ’équation correspondant au
multiplicateur t, sous la forme:

,Z ZBL(;):’ ;

quant au second membre, il prend la forme :

% j eIV (WOW)W2Q20SYHWA)SYAQ)P, ot 12145 F ()

dWdQdu,dp,du-de
Soit :

5p'5q'5u' J‘a)(tz : tl)Pr’s’r'd.uldiUZdiu3

3272
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Oor, nous avons :

( 2 ( 2
t13‘:1=’3:P000 t43t1:§P100

2 2
9 1:25t1=§ono A t53t1=§P110

2 2
kt25t1=§P020 kt6:tl=§P010

d’ou le systetme d’équations:

:
Z ZB};() ‘ 2625350505050
p=1,6 1
z ZB}:(%){' = 2o P 596062606050
=16 1

._ P

Z ZB:’(‘%): = 20n2 7%

(94) d #=T6 T
2 ZBk(ﬁ){' = 2’;2 0595152626
p=1,6 1
Z ZB}:(E)}' =3 fnl 06051515052
B=1,6 1
Z EB' W= L 505050515952
p=1,6 1

Enfin, pour calculer le coefficient C, nous multiplions les deux membres
de (11) par le scalaire : S}/2(W?)S1/2(Q?)P, (1, 42 113)F () et nous intégrons
sur ¢*. En posant

O = @370 = [S/2WHSFAQNP, g (11 a3 F (),
Sy (WS 2(W)P, (11 2 13)F o(@)]
il vient le systéme d’équations :

(95) Z( WOl = (5051 — 8189).

Nous n’avons pas pour Iinstant, dans les systémes (93), (94) et (95),
précisé les valeurs prises par les ensembles d’indices I et I’. C’est ce que
nous allons faire maintenant. Lorsque nous remplagons le noyau de 'une
des équations intégrales par une somme finie de noyaux dégénérés, nous
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obtenons pour chacune des fonctions en cause un ensemble de N coeffi-
cients indéterminés (par exemple pour A': N est égal a trois fois le nombre
d’éléments de I). Pour déterminer ces coefficients il faudra obtenir N équa-
tions linéaires indépendantes. Ces équations indépendantes sont obtenues
en projetant I’équation intégrale sur des fonctions formant une base ortho-
gonale. Ces fonctions peuvent étre choisies de fagon quelconque dans la
base, pourvu qu’elles soient au nombre de N. La méthode la plus naturelle
consiste cependant a choisir celles qui ont servi a définir la somme finie
de noyaux dégénérés. Ceci revient donc a choisir pour ensemble de varia-
tion de I’ le méme que pour I, que nous notons .</.

Lorsque I'on considére une suite &, ..., &,, ..., ordonnée par inclu-
sion (&/,_,; < «,), on obtient, pour chaque fonction inconnue A, B, C,
une suite d’approximations A,, B,, C,.

Lorsque I'équation intégrale de Fredholm I(x) = a est a4 noyau symé-
trique, ce qui est le cas pour le modéle My, on peut montrer [44] que «/ , 5./,
entraine [x,, A,] > [A,, x,] > 0.

Donc, les approximations successives 4,, u,, k, forment des suites qui
convergent respectivement vers 4, y, ¥ en étant monotones croissantes.
La détermination des approximations correspondant & une troncature .o/,
nécessite le calcul des quantités

By 5 G > O avec LT'esd,

Ces quantités sont des intégrales définies par (90).
En utilisant la symétrie et les résultats de 3. 5 nous obtenons

(o B =B ol G =G et O =0N,

ce qui réduit le nombre des intégrales a calculer.

Le calcul effectif de ces diverses quantités ne souléve aucune difficulté
théorique : les équations du choc permettent d’exprimer les quantités ',
W', uh, py, Wy, @ 3 QY W, ud', 1l ud', @) en fonction des quantités corres-
pondantes non primées et des paramétres qui fixent la position des molé-
cules I'une par rapport a l'autre. L’intégration n’est alors plus qu’un calcul
numérique, fastidieux, mais sans probléme. Il n’est d’ailleurs pas envisa-
geable de le réaliser explicitement « a la main », sauf dans des cas particu-
lierement simplifiés (cf. [30]).

4.5.4. METHODES D'ETUDE DU MODELE M¥. — Nous n’allons pas,
pour ce modele, reprendre tous les calculs des numéros précédents, mais
simplement insister sur les différences qui apparaissent dans le traitement
des modéles M, et M¥.
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— L’existence de variables supplémentaires, A et L, se traduit par la
présence, dans les développements, de polyndmes en A et de polyndmes
en L, orthogonaux par rapport aux noyaux respectifs e ** et ™', sur
le domaine ]— 00, + oo[. Conformément aux conclusions de 4.4 et compte
tenu de la parité de toutes les fonctions utilisées par rapport a A, nous intro-
duisons les familles de polynomes S!/2(A?) et H,(L).

— La variable u, n’intervient plus comme variable d’intégration, et
sa valeur reste nulle. Il est possible de construire, a partir des poly-
noémes P,,(x, y, z), une famille de polynomes R ,,, orthogonaux par rapport

1
au noyau ®; = —(1—x%*—y*)~Y?sur le domaine défini par 1 —x>—y*>0.
A

Cependant il est plus simple de choisir, au lieu de y, et u,, deux nouvelles
variables, ¢ et 0 définies par:

uy=sinfcosé , p,=sinfsiné¢ , 0<0<n/2,0<&éL2n

Une intégrale du type
h(pys p)
J e dpydpy
V1= =

"/ 21!
J J H(S, 0)sin 6d0dé , avec H(E, 0) = h(uy, 1)
o Jo

s’écrit alors

Si la fonction h(u,, p,) est paire par rapport au couple p;u, on a:

h(uy, p2) = h(— 1y, — u,)  quels que soient  p, et u,.
Ceci entraine H(0, ¢ + n) = H(6, £). On peut prolonger la définition de

la fonction H(6, &) au domaine % 5 < 0 < &, en posant : H(z—0, &)=H(®, ¢&).

L’intégrale peut alors s’écrire
1 n (2
= f J nH(¢, 0) sin 0d0d¢.
2 Jo Jo

Le choix d’une base de fonction orthogonale est alors naturel : nous pren-
drons évidemment les harmoniques sphériques :
Y0, &) = L} (cos 0)e** , (—p<q< +p),

ou L4(x) désigne la fonction de Legendre associée :

o d
Lix) =01 — Xz)"'zﬁ(Lp(X)) » L% 0) = LY, 0).
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La relation d’orthogonalité de ces fonctions est :

e o 4n ()
97) J; J; Y 40, )Y (0, &) sin 6dOdS = 3+ 10 — g 0ppOaq
La décomposition d’une fonction arbitraire k(W, Q,, L, A, ¢, 0) s’écrira
alors:

(98) ZK”"’S‘"S‘,’,(W)SZ(QJHy(L)Si’Z(A)Y,.,(i, 0).

si la fonction admet la symétrie définie par (96), on a KPastv— _ g parst—u

Les équations (38) a (43) s’intégrent alors sans difficulté. Le seul point
délicat est I'expression de 'intégrale (42) qui porte sur un domaine d’inté-
gration plus restreint : I'intégration par rapport a du, se fait en gardant pu,
constant, c’est-a-dire d6 et d¢ liés par cos sin £df+sin 0 cos EdE=0. Alors

du, = S cos 640,

. 2 ¢
et (42) s’écrit : 0s™ ¢

2 2 2 2 C
JWZQL?e_W —Oi-LA-A cos 0dWdQdAdO =0 V¢, L.
c

0s? ¢
— Sous réserve des modifications nécessaires dans les définitions des
crochets [R, S], des ensembles d’indices I et 1’ et des valeurs numériques
des seconds membres, l'intégration des équations (44) a (47) se déroule
formellement comme en 4.5.3. Mais 'opérateur n’est plus un opérateur
symétrique : pour deux fonctions tensorielles R et S, on n’a pas ’égalité
[R, S] =[S, R].
On ne peut donc plus affirmer que la suite des approximations succes-
sives de la solution de chacune des équations intégrales est monotone crois-
sante.
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