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Ann. Inst. Henri Poincaré, Section A:

Vol. XII, n° 1, 1970, p. 71-115. Physique théorique.

L’équation de Kirchhoff généralisée (*)
par

Michel CHEVALIER (**)
(Laboratoire de Physique Mathématique du Collége de France, Paris).

ABSTRACT. — This paper is concerned with Kirchhoff’s equation which
is satisfied by every regular solution of a second order linear partial diffe-
rential equation of the normal hyperbolic type on a space-time of General
Relativity.

The parametrix and diffusion kernels of the Laplace operators for tensors
and spinors are calculated as functions of space-time geometry. As an
application, Colleau’s formulas, connecting the diffusion kernels for tensors
and spinors of different orders, are proven.

For the special case of space-times of constant curvature, the parametrix
and diffusion kernels of the Laplace operators for scalars, vectors, tensors
of order two and spinors of order one are obtained and three operators
with zero diffusion kernel are given. Finally, we solve explicitly the
Cauchy problem for Maxwell’s equations on a space-time of constant
curvature.

INTRODUCTION

Nous nous intéressons aux solutions du systéme diftérentiel linéaire
hyperbolique du second ordre:

(A) Jr=Lug) = giﬂaauuk + Bi’”ap“s + CIS(uS'

(*) Article recouvrant en partie la thése de doctorat és Sciences Mathématiques, enregis-
trée au C. N. R. S. sous le numéro A. O. 3372.
(**) 25 rue de la République, 60, Pont-Ste-Maxence.
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En imposant au systéme de coordonnées les deux conditions

—(x),i=1,273 peuvent étre choisis comme parameétres sur ', le
demi-conoide caractéristique rétrograde de sommet x’,

— le repére naturel en x’ est orthonormé (x’ fixé), plus des hypotheses
de différentiabilité sur les coefficients de 'opérateur, S. L. Sobolev et Y. Cho-
quet-Bruhat ont montré que toute solution réguliére de L(u) = f vérifie
I’équation intégrale:

(K) drug(x’) = JJ‘J‘ [ugLE — of frldx'dx?dx® — JJ Ei ndS.
Vo s

Dans cette formule, V, est un domaine de I'; contenant x’ et de frontiére S,
n; un vecteur normal & S considérée comme plongée dans I';. o§ et LS,
appelées respectivement paramétrix et noyau de diffusion, sont des fonc-
tions définies sur I', dépendant uniquement des coefficients de I'opéra-
teur, enfin E{ dépend de I'inconnue ug, de ses dérivées premiéres et des
coefficients g**, By*.

Dans le cas particulier de I’équation d’onde sur un espace de Minkowski
(By*, C§ égaux a zéro, g = ), LY est identiquement nul et (K) se réduit
a I’équation de Kirchhoff habituelle donnant directement la solution par
potentiels retardés.

Dans le cas général, nous considérons d’abord les solutions a support
compact vers le futur. Si le conoide caractéristique est suffisamment régu-
lier, un choix convenable de V,, permet d’annuler (E})s; avec cette restric-
tion, la résolution par itération de (K) fournit la solution élémentaire
retardée Eg R relative a 'opérateur :

us(x’) = CEg M(x', x), fo(x) ).

Elle se compose de deux parties ; la premiére (terme de front) est la couche
simple — ¢ de support 'y ; la seconde (terme de diffusion ou terme de
queue) provient des itérées successives du terme de front composé avec
le noyau L, son support est '’émission rétrograde de x’. Ainsi, la nullité
du noyau de diffusion entraine I’absence de terme de diffusion.

Supposons maintenant u de support quelconque mais donnons-nous
par ailleurs uy et ses dérivées premiéres sur une 3-surface d’espace X cou-
pant I'7.. En fixant S = £ n I, I'intégrale étendue a S du second membre
de (K) est connue et la méme itération donne la solution du probléme de
Cauchy relatif a (ug)s, (0,ug)s €t au second membre fi.

L’objet de ce travail est I’étude détaillée de I'équation (K) appelée, par
analogie avec le cas plat, équation de Kirchhoff généralisée.

Le premier chapitre établit (K). La démonstration se trouve simplifiée
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en introduisant un systéme de coordonnées normales géodésiques d’ori-
gine x’; un tel systéme, d’importance fondamentale, est constamment
utilisé dans la suite.

En nous restreignant aux opérateurs laplaciens tensoriels et spinoriels
issus d’une métrique donnée, nous explicitons au chapitre II les para-
métrix et noyaux de diffusion en fonction d’¢léments attachés a la géo-
métrie riemannienne.

Pour le laplacien scalaire V?V u, le calcul, d’ailleurs sans difficultés,
s’effectue en coordonnées normales. Des expressions trouvées, on déduit
I’équation intégrale (I) vérifiée, en coordonnées quelconques, par toute
solution a support compact vers le futur de V*V u = f. Si s(x’, x) désigne
la longueur de la géodésique, supposée unique, joignant x’ et x, nous notons
par g le déterminant de la métrique en x, par g’ la quantité analogue en x’
et par J le déterminant de Hadamard associé a x'x

T — det 0 0 <8 2)
=det— —|(—s
Ox"* dxP\2

(¢ est égal & + 1 si s positif, a — 1 si s négatif).
En introduisant, d’une part la forme de Leray w du demi-conoide I

. £ . .
d’é¢quation 5 s? = 0, d’autre part le biscalaire en x’ et x

T=|J*gg) "%

(I) s’écrit sous forme invariante :

)] 4ru(x’) = ij [uV?V,T — frlw.
'

Le cas du laplacien tensoriel V?V,T,, , nécessite quelques considéra-
tions préliminaires. Le systéme de coordonnées étant fixé, un théoréme di
a J. Colleau permet de comparer les paramétrix et noyaux de diffusion
du systeme différentiel vérifié par les composantes du p-tenseur en repére
mobile quelconque avec les quantités analogues pour un autre repére:
il exprime que paramétrix et noyaux de diffusion se comportent comme
des bi-p-tenseurs, covariants en x’, contravariants en x. Nous profitons
de cette propriété pour effectuer le calcul dans le repére mobile adapté
aux coordonnées normales; le résultat, généralisation naturelle du cas
scalaire, s’obtient en remplagant t par 3} ... t7x dans I'équation inté-
grale (I) (£5.(x’, x) est le bitenseur de transport paralléle relatif a ;’}), ce
qui explique rétrospectivement l'utilisation du repére mobile adapté.
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En considérant uniquement les repéres mobiles orthonormés, une situa-
tion semblable se présente pour les laplaciens p-spinoriels VPV o
il suffit de remplacer ¢}, par le bispineur de transport paralléle 7.

Enfin, dans le dernier paragraphe, nous utilisons les expressions précé-
dentes pour retrouver les formules de J. Colleau liant les noyaux de diffu-
sion tensoriels et spinoriels des différents ordres.

Le chapitre III étudie les paramétrix et noyaux de diffusion sur un
‘espace a courbure constante. Le calcul, indépendant du chapitre 11, s’effec-
tue soit en coordonnées normales (laplacien scalaire), soit en repére mobile
adapté.

Le tenseur de courbure étant complétement déterminé, une méthode
d’E. Cartan permet d’obtenir la restriction a I'y, des quantités suivantes :
métrique et symboles de Christoffel, coefficients de rotation du repére
mobile adapté ainsi que leurs dérivées, bitenseur de transport paralléle.

A partir de ces éléments, nous calculons les paramétrix et noyaux de
diffusion des laplaciens scalaire, vectoriel, 2-tensoriel et 1-spinoriel. Il est
facile d’en déduire les quantités correspondantes pour les laplaciens de
De Rham-Lichnerowicz formés en ajoutant aux laplaciens ordinaires des
termes linéaires en I'inconnue a coefficients fonction du tenseur de cour-
bure.

Comme application nous donnons troi§ opérateurs, sur les scalaires,
sur les 2-formes, sur les 1-spineurs, ayant un noyau de diffusion nul sur
tout espace a courbure constante.

Le chapitre IV est consacré aux équations de Maxwell sur un espace
a courbure constante. Toute 2-forme solution de dF = 0, 6F = J est aussi
solution du systeme différentiel de type (A)

(dS + 8d)F = dJ ;

F,; vérifie donc une équation de Kirchhoff généralisée de la forme (K).

Mais ici se présente une particularité: en tenant compte des équations
de Maxwell, il est possible de transformer I'intégrale du terme [ugL§],
qui n’est pas nul, en la somme d’une intégrale étendue a V, d’une fonction
du vecteur courant J et d’une intégrale étendue a S d’une fonction du
champ F.

On obtient donc sans itération le champ électromagnétique au point x’
en fonction du vecteur courant et de ses dérivées sur I'_ et des données
de Cauchy (F)s, (0F)s sur ZnI'.. Une telle situation résulte au fond de
la covariance conforme des équations de Maxwell et du caractére locale-
ment conforme euclidien des espaces a courbure constante.
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CHAPITRE PREMIER

SOLUTIONS ELEMENTAIRES DES OPERATEURS
DIFFERENTIELS LINEAIRES HYPERBOLIQUES

Sur un espace-temps V,, muni d’'une métrique hyperbolique normale g i

de signature (4+ — — —), considérons 'opérateur différentiel du second
ordre :
(A) L(ug) = g*0;,up + By*0,us + Cius.

L’étude de cet opérateur sur le conoide caractéristique de sommet x’
va montrer que toute solution uy de I'équation L(ug) = f vérifie une équa-
tion intégrale, généralisation de I'équation de Kirchhoff, dont la résolu-
tion par itération fournit les noyaux élémentaires avancés et retardés
ainsi que la solution du probléme de Cauchy relatifs a cet opérateur.

1. RAPPELS

Ce paragraphe expose des résultats connus de caractére local [4], [10];
les démonstrations correspondantes seront effectuées en coordonnées
normales aux paragraphes 2, 3, 4.

a) Dans un systéme de coordonnées (x*), «a =0, 1, 2, 3 ou x° désigne
une coordonnée de temps et (x%), i =1, 2, 3 des coordonnées d’espace,
notons par p; les composantes covariantes du vecteur tangent aux géo-
désiques isotropes issues d’un point fixé x’ et tel que p}, = 1. Sur le conoide
caractéristique I, de sommet x’, les dx* sont liés par :

(1.1 dx® + pidx' = 0.

Ainsi, (x’) constitue un systéme de coordonnées sur I’ »» le demi-conoide
caractéristique rétrograde de sommet x’ (I est la portion de T',. telle
qu’au voisinage du sommet x° < (x°)).

Par définition, A est le paramétre sur I',. nul en x” et tel qu’en se déplagant
le long des géodésiques isotropes :

(1.2) dx* = p'*d.
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En désignant par [¢](x) la restriction 4 Ty d’une fonction quelcon-
que @(x%), on a d’aprés (1.1):

(1.3 o] = [0:0 — Pidoe];

soit en répétant 'opération :

(1.4) [ago‘P] = 0[00¢] + [Pi000®],
(1.5) [5ij(P] = aij[(P] + aiMO‘P][P}] + aj[ao(P][P;]
+ [00010,[p;] + [Pip;][0000)-
b) Soient [o§ ] des fonctions auxiliaires pour I'instant quelconques mais

qui seront particularisées dans la suite ; Pintroduction par (1.3),(1.4), (1.5)

des dérivations intrinséques au conoide donne la décomposition fondamen-
tale

(1.6) [o5 L(ug)] = 0, [Es] + [“RLN [Dg][aouk]

avec:

(1.7) [Eé] = [gUO's ]0 [ur] — [ull]aj[g”as] + [2p"'0§ Ooug] + [BT '“TUS]
(1.8) [L§] = 0,[gY08] — 0,[BY o5 ] + [05.Ch],

(1.9 [D§]=[o8]{204p"] - [g"10,[p;] } — [BY*paos] + 2[p"10:[ 0§ ].

Nous fixons dorénavant [¢§ | par les deux conditions

(1.10), [DR] =0,
(1.10), lim [40%] = 6% ;

(1.10), est une équation différentielle ordinaire le long des bicaractéris-
tiques issues de x’, (1.10), la condition initiale correspondante.

DEFINITION. — On appelle paramétrix (relative a 'opérateur différen-
tiel (A)) la solution unique [o§ | du systéme (1.10); elle dépend des deux
points x’ et x. Les fonctions [L§ ] qui en résultent a I'aide de (1.8) consti-
tuent le noyau de diffusion.

¢) Soit V, la portion de I'y,, supposée réguliére, comprise entre une
2-surface donnée S et la 2-surface S, d’équation x° = (x°)’ — . Par inté-
gration de (1.6) dans ce domaine on obtient, compte tenu de (1.10) et du
théoréme de Stokes:

Jj‘j [08 fi — ugl§]dx'dx?dx® = jf EindS — jj EindS.
Ve Se S

Le terme (n,dS) ainsi que l'orientation de S et S, seront précisés aux
§ 3 et 4. Nous cherchons maintenant la limite de cette équation lorsque ¢
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tend vers zéro. En supposant le repére naturel en x’ orthonormé, on mon-
trera au § 4 que:

lim J‘J EgndS = — 4rug(x’).
£ S,

Les fonctions [o§ ] et par suite [Lg | étant singuliéres en x’, il faut s’assu-
rer ensuite de P’existence d’une limite pour l'intégrale de volume ; d’aprés
le § 3, c il suffit pour cela que

22[0§ fa — urls']

soit continu borné au voisinage de x’. C’est évident pour le premier terme
et on démontre [4] qu'il en est de méme pour [A*ugL§ | ; dans le cas parti-
culier des opérateurs laplaciens, cette propriété découlera directement de
Pexpression de [L§ | donnée au chapitre II.

Toute solution réguliére de I’équation L(ug) = f vérifie donc I’équation
intégrale :

(1.11) dnug(x’) = JJJ' [ugL® — 6! fR]d*x — JI Ein,dS.
Vo s

d) Soit T une hypersurface d’espace sur laquelle on se donne ug et ses
dérivées premiéres ; en posant S = £ N I';, les quantités (Eg)s sont connues

d’aprés la formule (1.7); on peut calculer de cette maniere E{n,dS
S

pour tout point x’ dans le futur et au voisinage de X. D’aprés (1.11), uy
vérifie donc une équation intégrale dont le noyau, de support V,, est repré-
senté par L¥. La résolution par itération de cette équation fournit loca-
lement la solution du probléme de Cauchy relatif a (ug)s, (0,ug)s €t au second
membre fg.

De fagon indépendante, supposons que uy (et par conséquent f;) soient
a support compact vers le futur ; 'intersection de ce support avec I'’émission
rétrograde & (x’) étant compacte par définition, un choix convenable
de V, permet d’annuler I'intégrale de surface. Le résultat de I'itération s’écrit
ici

us(x’) = CEgM(x’, x), fu(x)),

ce qui détermine EgR®(x’, x), solution élémentaire retardée de l'opéra-
teur L(u) [8]. Par construction, le support de E¢® pour x’ fixé est inclus
dans I'ensemble & ~(x’) formé de ', et de son intérieur.

e) Sur un espace de Minkowski M, rapporté & un systéme de coor-
données cartésiennes pour lequel

g/w — ’,I).u (’700 =1, nii = -1, ,,,uli =0 pour o # ﬂ),
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nous considérons 'opérateur L(ug) tel que BS* et C$ soient nuls. On voit
facilement que

R=1"168 | LR=0

et (1.11) se réduit a I'équation de Kirchhoff habituelle donnant la solution

par potentiels retardés. Le support de Eg® est alors constitué uniquement
par I';.

2. COORDONNEES NORMALES GEODESIQUES

a) V, étant rapportée a un systéme de coordonnées quelconques (%),

soit R, = {e, } unrepére au point x’ tel que les produits scalaires e,. e, =1,
vérifient :

(2.1) n°° >0 , #YXX; définie négative.

A toute direction en x’, associons un vecteur tangent ¥’ de composan-
tes u’® par rapport a R,.. Alors, sur la géodésique issue de x’ et tangente
en ce point a u’, il existe un seul paramétre s(x’, x) satisfaisant aux trois
conditions :

ﬂV a 0 ( a dya (dx ’ ( ’ I) 0
u u = u = — . =Uu N Sx, X )= L.
’ ds ds )=y

DEFINITION. — Les coordonnées normales géodésiques d’origine x’,
associées a R,., sont les quatre quantités:

a ra

X = 8su .

D’aprés les théorémes classiques sur les systemes différentiels, (x*) forme
bien localement un systéme de coordonnées. Il ne dépend pas du choix
des vecteurs u’ (la transformation ¥’ — &u’ induit s — &~ 's, ce qui laisse
su’ inchangg).

b) LeMME. — En désignant par g,; les composantes du tenseur métrique
dans un systéeme de coordonnées normales géodésiques :

(2.2), 8apX’ = NypX?,
(22)b (gap)x’ = nap'
Preuve. — (2.2), résulte immédiatement de:

dx dx , 10,16 Py’
(d—s ' £>x =uu =u"’u (ep'ea) = (gpcr)X'u ue.
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Drailleurs, R,. coincide avec le repére naturel en x’ des coordonnées nor-

males.
Démontrons (2.2),. L’équation des géodésiques issues de x’ s'écrit,
dans le systéme (x?),

du® a oo
—d; + Fp MU = O,
avec:
dx* du®
ua = —= e N —_—
ds ds

D’ou, en développant les symboles de Christoffel et en multipliant par s?:
03 30,(8) ~ 8u 0 = 2 BN — 3 8y D)
Mais, par définition, u’V (u*u,) =0, c’est-a-dire:
8pottU’ = 1,,uu’.
En portant dans (2.3), il vient aprés simplification :
2.9 X00,(840X) = MyeX?,

et (2.2), découle de (2.4) par intégration le long des géodésiques issues
de x’, c. q. f. d.
¢) Le conoide caractéristique de sommet x’ est la surface I',. engendrée
par les géodésiques isotropes issues de x’, son équation en coordonnées
normales est donc
Mg = 0;

d’ou, par dérivation, les composantes covariantes d’un vecteur normal en x
arl,.:
Pa = NapX? = gapXx”.

Mais
gaﬁpapﬂ = gaﬁgapgﬂaxpxa = gpaxpxa = 0;
donc le vecteur p,, isotrope, est nécessairement tangent a la géodésique

de longueur nulle X"x. Les hypothéses (2. 1) montrent que p, # 0; on peut
donc poser, avec la notation du § 1:

Po=pps'  (Po=1).
Par conséquent :

P*=8¥P,po " = 88,0x"p5 ' = x"p5 .

ANN. INST. POINCARE, A-XII-1 6
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En dérivant le long des bicaractéristiques, on a d’aprés (1.2):
dp, = 1,,dx" = 1,,p"dA = p,di;

d’ou dp, = 0. En résumé, on a obtenu les équations de définition des géo-
désiques de longueur nulle sous la forme:

dx® dxi '
2.5) oy,
(2.6) g% + 2¢°%p; + g'pip; = 0.

En dehors de I',. nous posons encore p, = 1,,x*. Ce vecteur n’est plus
isotrope mais, d’aprés p* = x° il reste tangent en tout point x a la géodési-
que x’x. De plus

P’V p* = xP0,x* + T % x°x? = p*
entraine :
P’V,p"* = p?o,(p"ps ') = 0.

d) Avec les notations précédentes, le parameétre A s’exprime par :
(2.7) A = [po)-

Ceci résulte de la définition de p, et des équations:

d ’ 70

7 o1 = [P""0,0] = [P"101¢).
Supposons maintenant le repére R,  orthonormé (neo=1, n;= —1,
Nap = 0 pour a # B), on a sur I',.

(P1)? + (p2)* + (p5)* = 1;

il est donc possible de définir, sur I';, les paramétres 0 et ¢ tels que
pi=sin 6 cos ¢ , py=sin 0 sin @ , py=cos 0 , (0<O<n, 0<@<2n)

et, compte tenu de (2.7):

x!=—Asinfcosep , x*=—Aisinfsing , x>= —Acosb.

(4, 0, @) constituent des paramétres d’intégration sur I'( ; en effet:
2.8) dx! ANdx?> ANdx3 = — A% sin 0dA A dB A deo.
Notons enfin que (2.7) s’écrit ici:

A =x%=p,

e) La méthode de calcul des solutions élémentaires & partir des noyaux
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de diffusion est de nature locale, valable dans la mesure ou le conoide I',.
n’est pas singulier. En effet, la paramétrix ne sera pas univoquement
déterminée en un point (différent de x’) ou se couperont plusieurs géo-
désiques isotropes ; les coordonnées normales géodésiques n’existant pas
en un tel point, leur utilisation n’entraine aucune restriction supplémentaire.

Les coordonnées normales géodésiques sont les seules coordonnées
utilisées dans la suite.

3. INTEGRALE DE SURFACE ET DE VOLUME

Nous utilisons le théoréme de Stokes pour transformer l'intégrale de

volume :
J‘J‘J‘ O;[E& Jdx! A dx? A dx>.
Ve

a) On prend pour 2-surface S l'intersection de I';. avec une hypersur-
face d’espace X de vecteur normal ¢, ; son 2-plan tangent a pour équations :

(3.1) dx° + pidx' =0 , qudx° + qdx' = 0.

Comme on I'a vu au paragraphe précédent, (4, 0, ¢) constituent des
parametres d’intégration sur I' ; montrons qu’il en est de méme de (6, @)
pour S et S,. D’apreés (3.1):

(qi - %P:)d-"i =0.

En définissant ¢ et ¢’ par I’égalité, valable sur le conoide,

3.2) dxi = pidi + 0'd0 + ¢ido,
on a donc:
(3.3) P'(q; — qop))dA + (6'd0 + @'do)q; — qop?) = O.

Pour qu’on puisse exprimer, sur S, A en fonction de (0, ¢), il suffit de
vérifier que ‘
p"(a: — qop:) # O,

soit en utilisant [p™p,] =0:
p’*q, # 0.

Or sur S, le vecteur de temps g, ne peut étre orthogonal au vecteur iso-
trope p’°.
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Sur §,, intersection de I'y. et de x® = — ¢, (3. 1) est vérifiée pour les valeurs
particuliéres g, = 1, g; = 0, et on a bien, pour un repére R,. orthonormé :
plﬂqp — pIO =_x0p(;l — 1 ;é 0.

CoNCLUSION.— 6 et ¢ peuvent étre prises comme variables d’intégration
pour les 2-surfaces S et S,.

b) Si d est I'opérateur différentiation extérieure de I'y. et n;; indicateur
de Kronecker, on a immédiatement

. 1. .
O,[Ei Jdx' A dx? A dx® = d(z [E§ Jnipdx’ A dx");
puis en posant sur I',,
1 .
Emjkdx’ Adxk=AdOAdp — ®dO A di+ Odo A dl,

on a, compte tenu de (3.2) et des propriétés des mineurs d’'un détermi-
nant :
D(x!, x2, x3)

*A; + 040, + "D, = 5 = — 2% sin 66,
P ¢ D( 0, ) o
Mais, sur S, (3.3) montre que:
1 . ; , . , do A do
SMidx’ A dxt = (Ap” + @07 + ©,0)q; — qop)) =,
2 ( ! 0 I) 14 k(‘]k - ‘IOPk)

o A do

— A% sin O(q; — qop}) —p———+-
(4 = 4o )p“(qk ~ qoPk)

Ainsi :
1 . Y .
E[E‘S,]nijkdx’ A dx* = — 4% sin 0(p'°q,)” *(q; — qoP})E5dO A do.

Nous sommes maintenant en mesure de transformer lintégrale de
volume. Pour l'orientation, il suffit de remarquer que

D(x!, x2, x3)

=—12sin0<0
D(4, 6, ¢)

et que A(= x°) varie de — & <02 A(0, ¢) < — & Le résultat s’écrit :
J:[:[ 0;[ E§ Jdxtdx?dx? = jj — A% sin 0(p"°q,)” *(q; — qop;)E.d0de
Ve S

- ” 22 sin 0(p’°) " p/EL.d0dg.
Se
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¢) D’aprés (2.8), on a d’autre part
ij [o% fi — ugL& Jdx'dx?dx>
Ve

A=—¢ 0=n (f¢=2n
- — J j f [0% fi — uxLR]42 sin 0didfde.
A=A0,0) JO=0 Jo=0

D’ou le résultat déja énoncé (voir § 1, ¢): pour que cette intégrale ait une
limite lorsque ¢ tend vers zéro, il suffit que les quantités

A*[0§ fr — urLs’]

soient continues bornées au voisinage du sommet.

4. COMPORTEMENT AU VOISINAGE DU SOMMET
DU CONOIDE CARACTERISTIQUE

Nous cherchons le comportement de [E&] lorsque 4 tend vers zéro.
On supposera pour cela que g**, BY*, C¥, ug sont continus bornés prés du
sommet x’ ainsi que les dérivées partielles de ces expressions qui apparais-
sent dans les calculs. D’apreés la définition (1.7), on a:

lim (12p/E}) = — uglx’) lim (671420 [o%])

(1.10), montre que %26 ;[08] est borné au voisinage de x’, on a donc, pour
R, orthonormé (n% = 0):

lim (A?piEy) = — ug(x’) lim 2%p"0;[ o ].
Mais en écrivant que !11_1;1(1) [A*D§] = 0, on obtient :
lim 2%(20[p"] — [g"10.[p}])[08] + 2 lim 423 [08] = 0.
Compte tenu de (1.3) et (2.2)
olp"1 = 0[x'po '] = 3[po '] — [x'Po *10i{Pol = [2P5 *];
d’autre part :
5;‘[1’}] = [P(;l]ai[Pj] - [pjpa 2]51‘[!70],

= [po "I[mi; = Miob; — njob’ + Noopip;)-
On a donc, avec (2.7) et (1.10),:

3§(4 = n"[ni; — miop; — njop; + NooPip]) + 2 lim 22p"0,[0§] = 0.
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Examinons le premier terme ; par des transformations évidentes
1915 — NioP} — MyoPs + NooPiP;]
= [n9n;; — 20:0(n™*P, — 1) + Noon” PPy — 20°p; — 1°°),
= [y + 210 — 20i00"" — N00n°° = 2000(1°P, — n°%)1;
ce qui s’écrit:
@.1) n9[ni; — MioP; — NjoPi + NooPiPi) = N*Map — 2= 2.
Ainsi
lim AL = — up(x')— 88) = us(x");

d’ou, comme p'®=1:

lim JJ A% sin 0(p,)~ ' p;E& dOdep = j
£~ S,

0

g

2n
J ug(x’) sin 0d0dp =4nug(x’)
0

ce quiest le résultat annoncéau§ 1, c.
En conclusion, nous énongons le résultat fondamental de ce chapitre:

THEOREME. — Avec les notations et les hypothéses des paragraphes
précédents, toute solution de I’équation L(ug) = fg vérifie équation inté-
grale, dite équation de Kirchhoff généralisée: ’

4.2) 4dnug(x’) = Jjj [ug LY — o6& fRldx'dx?dx?
Vo

T 2n
—f J A% sin 0(p"*q,)” *(q: — gop)Es-d0do.

0JO

CHAPITRE I

PARAMETRIX ET NOYAUX DE DIFFUSION
DES OPERATEURS LAPLACIENS

Soient T, , les composantes d’un p-tenseur par rapport au repere
naturel (g,) associé a un systéme de coordonnées (x%). Les opérateurs lapla-
ciens V*V, T,  , sont des opérateurs différentiels hyperboliques du type

étudié au chapitre premier. Leurs paramétrix et noyaux de diffusion seront
notés respectivement :

Pgm-(x!, x) , PLy (X, x).
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En prenant pour (x*) un systéme de coordonnées normales géodésiques
d’origine x’, nous donnons au cours de ce chapitre des expressions simples
de Pg et PL en fonction des éléments géométriques attachés a la

variété [2], [3].

. PARAMETRIX DU LAPLACIEN SCALAIRE V*Vu

Calculons les coefficients B* et C.
VPV, u =V (g°70,u) = g°°0,,u + 0,8°°0,u + I',%,g"0,u;
soit :
(1.1) Bt =0,¢"+ T, g"=—-gT} , C=0.

En portant les valeurs précédentes dans (I.1.10,), on voit, aprés regrou-
pement des termes, que la paramétrix [o] (= [(Vs]) vérifie:

(1.2) [e){odp"1— [T %]} + [0 { ailg"l[p}] + &™) — [P20,8""1}
+ 2[p'10,[c] = O.

LEMME. — En coordonnées normales d’origine x’:
P = 9g"][p;] + 0lg"] — [p.0,&"] = 0.
Preuve. — En utilisant (I1.1.3):

— [0,8°° + pi0,e"] = — [008"°] — 0[g"°] — [Pi00g"]
~ [Pi00g®1 — [p:]0,18"] — [Pip00g"].
D’ou, I’expression cherchée

P = —[pg*]l00g™Psp,l.
qui s’écrit aussi, a l'aide de (1.2.2)):

P = — [po?][0o(&* PP, — &*Pu00p;]
= — [po 2] 00x* — x*n9,] = — [Po *(Po — Po)] = 0.

Mais nous avons déja vu que
alp = (3;[xip6 1] = [2P6 l];
d’autre part, si g = det g,;, on a le résultat classique:

2p°T %, =g 'pPo,g.
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Par conséquent, (1.2) prend la forme

_ . d d
(1.3) [6](4[170 1-1g 1]—:Ls’])ﬂl~4—.[0]=0,
ds dz
qui, jointe a la condition initiale
lim o] = lim [poo] = 1,
conduit par intégration au

THEOREME. — Sur V, rapportée a un systéme de coordonnées normales
géodésiques d’origine x’, la paramétrix [®s], de support I';, associée a
I'opérateur laplacien scalaire a pour expression :

(1.4) . [“0] = [po ']Jl(— &)*(— &) 7*].

Remarque. — Nous supposgrons dorénavant R, orthonormé, ainsi
g =detn,y = —1c¢et(1.4)sécrit:

(o] = [po ' ][ &1*.

2. NOYAU DE DIFFUSION
DU LAPLACIEN SCALAIRE

D’aprés le théoréme précédent, (I.1.6) est I’équation, valable quel que
soit u:

[ps (= &)*1IV*V,ul = 6[ET + [u][L].

Si u est le scalaire qui s’exprime en coordonnées normales par u=(—g)~ %,
nous montrerons dans la suite que les quantités [E’] qui lui correspondent
d’aprés (1.1.7) vérifient 9, E] = 0; ainsi:

1

[po '(— &*V*V,(— &)~ ¥ = [ g] *[L].

Nous énongons :

THEOREME. — Sur V, rapportée 4 un systéme de coordonnées normales
géodésiques d’origine x’, le noyau de diffusion [(PL], de support I';., associé
a Popérateur laplacien scalaire a pour expression :

(2.1) [OL] = [pg '] &I[V*V,(— &)%)
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Il reste a calculer [E'l. Compte tenu de (1.1), (I.1.7) s’écrit, pour
=(-g)*:
2.2) [E]= [g”I?Sl][— ,L—g]'* — [g%(— &)7*19,po (- 2)*]
— [P0 '10,Ig"1 + [2(— £)*P"'po ' do(— &) "*1 + [P0 '1[0,8" '+ (28)™ 'g°'0,8].

Remarquons d’abord que: -

(— 80, (—8) t= (-8 %0,(—gt=—(4g) 0,8
Donc
[g"po ' J[—81*0,[—8l~*~Ips 'g¥(—2)~*10,— gl* +[2(—8)*P"'p5 0o —) %]
= —[2gpo)~ '([g"19,{g] + [P"'00g))
= — [2gpo] " '[g"0,g],
et, en reportant dans (2.2):

[E = [po '][— 0,g"] + 0,8" + &p5 '0,[poll.
Or
. — dj[g"] + 0,81 = [008°'P,] = [Po ' [00(8”'P,) — 8"'00p,];
puis:
[gijpt; l:laj[l’o] = [gijP(; 1(’70,' - UOOp;)] = [PE 1][gip'h)p - ’700P'i]-

Si on se rappelle que

60(gpipp) = 5oxi =0 ) aOP;J = rIOpa
on obtient

[E]l= — ﬁoo[xipa 3] 5

d’ou le résultat annoncé:
A{ET = — noo[3P0 > — 30'p5 (Mo — Moop?)] = 0.
3. INTERPRETATION [7]

D’apres les formules (1.4) et (2. 1), toute solution de I'équation VeV, u=f
vérifie, en coordonnées normales,

dnu(x’) = jffv VYV, (- )7 — f(= &) *I[(— )Py 'Jdx"dx?dx?

- JJ EindS ;
S
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pour u, et par conséquent f, a support compact vers le futur, on a donc,
avec un choix convenable du domaine V,:

dnu(x’) = JJL [V (— &)™ — f(— &) *[(— g)*po ' Jdx"dx?dx’.

Nous nous posons la question: que devient cette équation intégrale
si on passe du systéme de coordonnées normales utilisées pour la démons-
tration a un systéme de coordonnées quelconques y” (vérifiant toutefois
les conditions d’orientation du § I, 1: y° de temps, y' d’espace)?

La quantité (— g)~* joue un role fondamental, commengons par donner
son expression en fonction des éléments relatifs aux coordonnées (y*).
Désignons pour cela par s(x’, x) la longueur de la géodésique X’x'; posons

€
de plus Q = 532 ou ¢ est égal a + 1 si s positif et a — 1 si s négatif. Un

calcul, effectué en coordonnées normales d’origine x, montre que, en coor-

données normales d’origine x:
_ ap(xl) 0Q = x*
goX) = .

En passant maintenant au systéme y° de métrique §“:

X_ det £ — [D(Xa)jlz
g - g}.u _g D(y")

629 2 o'’ aZQ 2
= g[det —n* —w——} = g[det —n* Y }
ox'Poy* ox'? oy'? oyt

B D(yro) aZQ :|2
=g(g)? det .
8 [D(X"’) = oy

ais, au point x’, étermi e ivant :
Mais, au point x’, le dét nant g’ se transforme suivant

X '[D(xra)]Z
S T
2

oy"?0y"
T=(gg ) = |JPEE)

le déterminant de Hadamard

Ainsi, si on désigne par J = det
de la variété:

On vérifie immédiatement I'invariance du second membre sous une trans-
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formation quelconque des coordonnées; t est un biscalaire en x’ et x;
nous écrivons, pour R,. orthonormé (g' = —1):

WVV, (-9t = f(= 9 1=[uVV,r - fi
Il reste a interpréter la forme de rang maximum :
o = [(— g)tpo ]dx' A dx* A dx>.
LEMME. — o est la forme de Leray associée au conoide d’équation :

1
= 1 x°xP = 0.
QD 2naﬂxx

Preuve. — 11 suffit de vérifier
dp A w=n=(—gkdx° Adx* Adx* Adx?;
ce qui est évident d’apres :
do = p,dx” = podx® + pdx’.

Conséquence. — En supposant x” et y* de méme orientation, on a, sur
le conoide caractéristique
K\ ok
o = [(— 8)*Pg ' Jdy' A dy* A dy*;
ou P, sont les composantes du vecteur p dans le repére naturel associé a

().
Preuve.

a P
do A[(=3)8s ' Jay' Ady? Ady* =p, a_;o [(=&*Bs Jay® A dy* Ndy? Ady?>.

L 0xXP
Mais p, 56 = Py, ainsi

dp A [(— 2*P5 ' Jdy* A dy* A dy® = [— E1¥dy°® A dy' Ady* Ady? =g

et:
do A {[(— 2P 'Jdy' Ady* Ady* —w} =0.

THEOREME. — Toute solution a support compact vers le futur de VPV ju= f
vérifie I’équation intégrale :

dnu(y’) = J f L [uV?V,r — fT(y', y)o(y', y, dy).
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4. CAS TENSORIEL, METHODE

a) Désignons par {e,} un champ de repéres mobiles quelconque pour
lequel les composantes du p-tenseur sont notées T,, , (Les indices sou-
lignés « seront affectés a e,, les indices non soulignés au repére naturel g,,
ainsi d, est la dérivée pfaffienne par rapport au repére mobile). Les opéra-
teurs différentiels V°V T et VeV, T,, ,, s'écrivent respectivement :

p T ar...op
(4 1) VprTax..‘a,, = g;wa/w’ral...ap + Bg;:::gﬁyuauTﬁl...Bp + Cg::::gﬁTﬁl.“ﬂp
4.2) VeV, T, , = g0, Ty, o + Bg;;;;ggv"a,‘TﬂlmﬁP + Cg":j;g;Tﬁl.__Ep.

Ce sont deux opérateurs différents mais de type (A); leurs paramétrix et
noyaux de diffusion sont notés par

(P) ;1 ..., Py 21...a
0',,;_,_,;‘;, ’ Lpin-p',’;
pour (4.1) et par
(P) 5212 (PI] 21...2,
opey o LGIE

pour (4.2). Si A et A% sont les matrices de passage du repére naturel au
repére mobile et inversement, on a le résultat (J. Colleau [6]):

THEOREME. — Le systéme de coordonnées (x*) étant fixé, les paramétrix
et noyaux de diffusion tensoriels se transforment comme des p-tenseurs
covariants en x’, p-tenseurs contravariants en x:

i=p

[Pohii] = [H Az:{x’)A%‘i(x)“”oﬁ}:::ﬁ:z]’

i=
[PLg 2] = [H A;E(X’)A%‘,.(X)“”LL’}:::fi,'z]-
i=1
Preuve. — Elle repose uniquement sur la relation:

vey,T =Al . Ag:jV”V,,T,,h_l,p.

a1...3p

Pour simplifier, nous considérons seulement le cas de I'opérateur V/V A, ;
la démonstration serait semblable dans le cas général. De I’équation

g*0,,A,+BE*0, A, + CEA, = Al(g*0;,Ap + B} 0,A, + CJA,),
il résulte, en introduisant Ay = AFA, au second membre :

B+ = AZB#AL + 2A%g"0,AL.
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D’aprés cette loi de transformation, on vérifie que
4.3) Mgz, = Ag(x")A%(x)Va?.

est solution du systéme (I.1.10) associé a V2V ,A,; c’est donc la nouvelle
paramétrix. Tout vecteur A, a support compact vérifie I'’équation inté-
grale (I.1.11), c’est-a-dire:

4.4, 4nA,(x") = ij [A,VL: — De2.VPV A Jdx.
Vo
On a de méme, en considérant 'opérateur (4.2)

4nA,(x') = 4nALA (x') = JJ{ [A,ML2 — (”ai,VBVEAg]cpx,
Vo

soit, avec (4.3):
4.4),  4nAZA(x) = j J J [AMLE — AEMGE VOV, A Jd3x.
Vo

Multiplions (4.4), par A%’ et soustrayons de (4.4),, nous obtenons, pour
tout champ A, a support compact

”j ALy — AFVLEAZ)dx = 0;
Vo
d’ou
“’L;, —_ AZ(I)Lg'A%';

relation qu’on aurait pu obtenir aussi par un calcul direct basé sur (I.1.8)
et les lois de transformation des coefficients.

b) Pour le systéme de coordonnées normales (x*), un choix qui s'impose
consiste a prendre pour { ¢, } le repére mobile adapté a ces coordonnées ;

il se définit en chaque point x comme étant le repére obtenu & partir de R .
par déplacement paralléle le long de la géodésique X’x ; on a donc :

eg . E’E = rlgﬁ

Notons aussi par t%(x’, x) les composantes en repére naturel du bitenseur
de transport paralléle relatif & x’ et x; p* étant tangent & X'x, on a:

4.5), p*v, 5. =0,
(4.5), £3(x', x') = 8.

En repere mobile adapté, r2. = 6% par construction; la matrice de
changement de repére s’écrit donc:

e, = Ale,, A} =ty (¢ = p numériquement).
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LemMmE 1. — Si C,2, sont les coefficients de rotation du repére mobile
adapté:
CApt=0.

Preuve. — Le vecteur e, est déplacé par parallélisme le long de p2, soit :
0= p’i’Vg(eg)i = p'20,0% + C2,p"%(e,)* = C,2,p™

LEMME 2. — Le vecteur p’ a mémes composantes en repere naturel et
en repére mobile adapté, autrement dit:

(4.6) n*EAbp;, = p'* = p’* (2 = numériquement)

Preuve. — La relation p?V p'* =0, démontrée en (I.2.b), s’écrit en
repére adapté

O= pPVL’p’i = pgai’p’_l + Cziﬂp’gplg = ppapp,_i;

en tenant compte de p?d,p’* =0, on aboutit a I'équation différentielle

ordinaire

d 7 1A
_T(p— _'p ) = 0
ds.

avec la condition initiale :
PAX') — p'HX') = ntE(x, X)) — pA(x) = 0.
¢) Coefficients. — Si I';*, sont les symboles de Christoffel relatifs aux
coordonnées normales (x*):
i=p
(4.7) Bidet= — grT f ol ... okr — 2Zg“5ﬁ',‘ N DO
i=1
La formule de transformation
neeALo Al — neeCfAY = — g *

P a p o pa

entraine d’autre part

(4.8), Blifer— _ o0t .. 68rg? T, + Zag; .. b ol

a; # Zp

(4.8), C§,’.’If§,‘,’=25§“...Cg;‘...5§g+2n4ﬂ26§;...Cliﬁ"i...C & ..ok

i i<j
avece :
.9, BEk = — DAREEICH

a v

(4-9)b Cg = ’71&(_ aACQEE + Ciggclﬁﬁ + Czﬁicgé )
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5. PARAMETRIX ET NOYAUX
DE DIFFUSION DES LAPLACIENS TENSORIELS

a) Le calcul de la paramétrix nécessite, d’aprés (I.1.9), la connaissance
de BE! 4r#ps; d’aprés (4.9), et le lemme 1 du § 4:

bip, = = 2ALpiC L, = — 2p*CL,
Par conséquent
B drkp, = — o8 ... 8brg?T * p
= (B”p"t)égl‘ - 55;’,

et la paramétrix [af,i;;;f,ﬁ] vérifie I’équation

o [oging 112000 — (810 p]] — [B*pi]} + 2100222 ] = 0,
avec la condition initiale:
(5.1), }13(1) [).af,!l";ﬁ ] = 5%3 e 5;;;.

On obtient, compte tenu de I’équation semblable vérifiée dans le cas sca-
laire

(5.2) [Posi o] = [Vo]on ... 0%,

ce qui, avec la loi de transformation de la paramétrix donnée au § 4, conduit
au

THEOREME 1. — Sur V, rapportée a un systéme de coordonnées normales
géodésiques d’origine x’, la paramétrix, de support 'S, associée a I'opé-
rateur V°V T s’écrit

P ay.ap
(5.3) [Wopiz5z] = [po ' M- g1 - - 132,
ou r. sont les composantes du bitenseur de transport paralléle relatif
ax'x.
b) La formule de définition (I.1.8), écrite pour I'opérateur (4.2), donne,
en utilisant (4.8) et (5.2)

(5.4) WLGgr=03 ... 6% {0:1gps H(—g) *]+0[g‘“r4iu(—g)*P61]}

+Z(5§‘i oo KB 0% 4 20t — g [p"l]Z(S“' e i G, 0%

i
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avec:

Kj = — ab3'(— &'po '] + [(— &0 "C} ]

On a déja vu dans le cas scalaire que:
(5.5 8ifg"ps {(— &)*1 + a[g™T '~ 8)*po ']
=[“L] = [po '][— &P [V*V(— &I

D’autre part, la dérivée covariante en x du bitenseur de transport paralléle
s’écrit, en repére mobile adapté

(5.6) Vltg' == 645; + ngﬁég' = Cg’gi;

o IR

par conséquent :

(5.7) 24— g]*[pgl]z(sg e Gy Cy, L B
i<j

= [_g]*}[pgl][(—g)‘*Ztg,'i co Vs V&tf,g tgg:'.

ij
En admettant pour I'instant que

(5.8) K2 = [— g]*[po 'Jl(— &) VeV, 5 + 2Vr2 V(- g) %),
on obtient, en regroupant (5.5), (5.7) et (5.8) dans (5.4)
[PLg 2] = [pg ' ]1— g VV,(e5: - - - 12— 2)7 )]
et, compte tenu de la nature covariante des noyaux de diffusion:
THEOREME 2. — Dans les conditions du théoréme 1, le noyau de diffusion
s’écrit :
(5.9 [PLz-2] = [pg ' ][— &l IVVa(eg; - .. £55(— @7 H))
¢) Vérification de (5.8).
(5.10) —a[b&i(—g)*py ' ]1=20,[Ain™C,*(—8)*po ']
=2—gl*[po "] {o[AJ"C,* L+ [An™0,[C, 0]
— [P ' AIC, 4 (Moi—n0oP)] } +2[Ain™C, %P 10 —g]*.
En utilisant (I.1.3) et (4.6) sous la forme
Alp; = p = nuxt,
il vient successivement :
6i[Ai][’7mCﬂ’gy] = [(alAl aOAr_p).) P’ Gz]
= [aAAi_l - Do 1('10: A '701)][’7 Cp v]
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D’autre part
[A;r/“]f?i[C W] = [A{n20,C,%, — p00C,% )5
soit, d’apres les lemmes 1 et 2:
Ain™0,C,2,] = [70.C,2%, + po 'C,%]-
En se rappelant que
(5.11) - Alp) n=C,*, =p"C,%, =0,

on a ensuite:
— [po IJ[A nC,* WMo — 'loopx)] = —[po 'Alnon CB’Zy]'

Regroupons ces résultats partiels dans (5.10); on obtient :
(5.12) - a[bgi(~ &p5 '] = 2[An=C, %05 1oL gl

- g]%[p(; 1][61A:";3Cg'gy + nsya{cglz!].
Toujours d’apres (5.11)

2[A:’7" o’ »pO l]a [_ g]4 = [2Aa p’ ‘pO 16 ( g) ]

et en calculant de deux facons différentes la dérivée covariante contractée
en x du bitenseur f%:

0,AL =0,k =Vt — eI} =Ch, — g 1o g
(5.12) s’écrit alors

— 0[b3(— g)*pe '] = [— &l*[po ‘][ — (29)” ‘6lgn“CL y
+ 2CA 0 'C, % + 21™0.C,y N E

et, avec I'expression de C% donnée en (4.9), :
P b

K& =2[— g]*[po |IViea V(- 8) 7] _
+ [_ g]%[p(; 1][’7 ((3 C + C C + Cy'azcgzx + 2C14&C£'g!)]‘

Si on remarque enfin que, d’aprés (5. 6),
VeV, = 12V V8 = 0,C, %, — C2,C,% + C,0.CR),
cette équation prend la forme:

KS = [—gl¥[po ' J(— 8)72VeV, 15 + 2Vor3.V,(— g) ¥
+ 2[— g]%[p(; l][’,’ L((:‘1: vp’ a‘ + C Cp \)]

ANN. INST. POINCARE, A-XII-1 7
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Pour retrouver (5.8), il suffit de montrer que le dernier terme du second
membre s’annule, ce qui est évident grace a lantisymétrie de C,,, en det p:

nCely = r’nng_iclé! = nﬂczi&'

6. CAS SPINORIEL

Dans un repére spinoriel au dessus d’un repére orthonormé quelcon-
que {e, }, nous considérons les opérateurs laplaciens VAV, , agissant
sur les p-spineurs covariants ¥, , . Le théoréme du § 4 se transpose au
cas spinoriel de la maniére suivante :

THEOREME. — Pour un systéme de coordonnées (x%) fixé, les paramétrix
p p
(E)in‘_';;,“: et noyaux de diffusion (T)L‘:,‘l'.:‘,‘; associés a VAV, . se
comportent, par changement de repére spinoriel, comme des p-spineurs
contravariants en x, p-spineurs covariants en x’.

En désignant alors par 7y (x’, x) les composantes du bispineur de trans-
port paralléle, un calcul en tout point semblable a celui du § S aboutit au

résultat :

THEOREME. — Sur V, rapportée a un systeme de coordonnées normales
4 Tap y

géodésiques d’origine x’, les paramétrix et noyaux de diffusion p-spinoriels,

de support I', s’écrivent :

(6.1) [(.7)0‘;;_-;_-;;5’] =[po ' J— &tz ... iz ],

(6.2) [(7)L‘:*.:::f;:] = [po ' J[— gl VAV ... (-9 7Y

7. APPLICATION AUX FORMULES DE COLLEAU

On sait, daprés Colleau [6], que les noyaux de diffusion tensoriels et
spinoriels des différents ordres s’expriment en fonction de celui corres-

1 . . , .
pondant au spin 3 (1-spineur covariant) et de « termes complémentaires

simples ». Une telle situation découle immédiatement des formules expli-
cites données aux § 5 et 6. Par exemple, d’apres (5.9):

(7.1)  [PL#%.] = [ DL + 5L — @B OL 4 206V4EV 18],
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0
(71.2) ["Lypn] = P - )p - 2[VLey; ... 132]
1
—Z(p—Z[t:‘,‘i oo WL ]
Z[r’* B & RPN - P A B

On a aussi, en partant de (6.2) écrite pour p = 1 et de I’équation obtenue
en changeant la variance des indices :

o[, ¥Le] = [« WLy + 7 YL
= [po ' J[— gl*le, VAV, (1 — &)%) + e VAV (2 (— 2) 9l

Mais, en utilisant une premicre fois o =4
T VAV (e — @) VAV (- )Y

= VT V(14— g) ) + 1eV (1 (— @)~ ) — A — @) VAV,
puis

V(i — 87 + V(L (- 2) ) = 8V (- g)7F;
et en reportant:

1 ’ 7

(7.3) [OL] = Z[r'r' DL 4 OVieey,e].

Cette formule donne le noyau de diffusion scalaire a partir du noyau

.1 . .
correspondant au spin 2 et du bispineur de transport paralléle ; une

formule du méme type permet d’exprimer VL2, en fonction de PL?, des
matrices de Dirac et de 72 [6].

CHAPITRE III

PARAMETRIX ET NOYAU DE DIFFUSION
SUR UN ESPACE A COURBURE CONSTANTE

Par une méthode directe n’utilisant pas les résultats du chapitre II,
nous calculons les paramétrix et noyaux de diffusion des opérateurs lapla-
ciens scalaire, vectoriel, 2-tensoriel et 1-spinoriel [3].

Pour cela, il faut déterminer explicitement les éléments géométriques
de I'espace qui interviendront dans le calcul.
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1. I’ESPACE A COURBURE CONSTANTE
DU POINT DE VUE DES COORDONNEES NORMALES

a) Notons par »* et w,? le corepére et les formes de connexion associées
au repére mobile adapté {e,} (I, 4, b). En utilisant une méthode due a
E. Cartan [/], les équations de structure

(1.1 do® = 0? A\ 08

1
(1.2 dof =02 Aot + ERQEA,_,(U’—1 A wt,

ou les composantes R, sont connues, permettent d’expliciter [g,,],
[T2.), [CE,), [6.C.2,] ainsi que [t%]. Examinons cette méthode.

Elle consiste a introduire les paramétres surabondants a®, ¢ liés par
x* = a%t (x* = coordonnées normales). Si, a* étant fixé, on fait varier ¢,
le point x décrit la géodésique x’x. D’aprés la définition du repére mobile
adapté, on a donc, en remplagant x* par a’t et dx* par tda* + a*dt et en sépa-
rant les termes en dt:

w* = a*dt + @¥4a, t, da),
ot =woka, t, da).

Reportons ces expressions dans (1.1), (1.2); on obtient des équations du
genre
Bygdx* A dxf = Adt A da* + A,gda® A da’® =0,

et par identification des deux premiers membres
A,=2ta’B,,=0;

les équations correspondantes constituent le systéme différentiel ordi-
naire

(1.3) 0,0* = da* + a*® %,
(1.4 00,2 = R 2, a o,

ou on a posé:
d,0(t, a, da) = d(@,(t, a)da®) = 0, da".

Avec les conditions initiales

(a)g)t=0 = 0 ’ (wgé)r=0 = 0,
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on déduit de (1.3) et (1.4):

(1.5), 0,0° = R 2, ababc,

(1.5), (@%)=0=0 , (0,0%),=o = da*.

99

Cette équation différentielle étant résolue, il suffit de faire t = 1, @ = x*

dans @* pour retrouver w*(x”, dx®).
b) Meétrique et symboles de Christoffel.

En posant
a, = ngeae y @y, = r]egm;' = -

on a, d’aprés (1.3)
0(a 0% = a,da*;
d’ou: :
(1.6) a,@0* = ta,da*.
Mais dans un espace a courbure constante ou, par définition,
Ropau = — K(Waallgy — Mayy2)
(K constante positive ou négative), (1.5), s’écrit :
0,0* + Ka,a’®* = Ka,w%a* = ta,da%a".
Intégrons a l'aide de (1.5),; il vient
@* = @(t, a)da* + (a,da®)a’(t — ¢(t, a))a‘a,)”?,

avec, en supposant par exemple K > 0:

a,a®>0: o, a) = (Ka,a®)"* sin ((Ka,a)?),

a,d®=0: ot a=t,

a,0° <0: ¢(t, a) =(—Ka,#) * sh (t(— Ka,&)?).
Ainsi : _
1.7 o* = ¢(1, x)dx* + (x,dx°)x¥(1 — ¢(1, x))(x*x,)~ 1.

La métrique g, , est donnée par

Nap0*0? = g, dx*dx* ;
on trouve:

1.8 8au = @*(L, X1, + 22,1 — @*(1, X))x"x,) "%,

Sur le conoide ;

K K
(1.9) [g:.] = Naw + ?xlx” , (g™ =nt* — ?x‘x“.
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Puis, en calculant 0, (1.8) (dérivée ordinaire) et en passant a la limite sur
le conoide:

K 2
(1 . 10) [apgly] = E(xurllp + xlrlup - 2xp’1).u) - —ZS— xpx),x;.n
P K p ] p. 8K p
(1.11) [ry)= —?(x16u+xu5,1—2x rh,,)+4—5xlx‘,x .
LeMME. — Pour un espace a courbure constante et sur tout conoide
caractéristique I',. repéré par des coordonnées normales d’origine x’:
[-gl=1

La réciproque est exacte (sans démonstration).

Preuve. — On pourrait calculer le déterminant de la matrice
N + 3 XXy

montrons plutdt que [— g] est constante; d’apres (1.11):
[rpaa] = —Kx,;
puis :
[pT,%.] = [(28)"'p0,8] = 0.
Ainsi: [—g]=[-g1=1
¢) Bitenseur de transport paralléle.

A laide des symboles de Christoffel (1.11), les équations de défini-
tion (II.4.5) s’écrivent, sur le conoide:

K .
[pro.2] + 3 [x*xpth]1=0 , [53x", x")] =35
En intégrant

K
(1.12) [5]=05 — Zp"‘pp,;

d’ou, sur le conoide, la loi de transformation du repére naturel ¢, au repére
adapté e,:

K
[eg = (52 - gp“pe)[sa],

K K
(1.13)  [0,] = (5; - gp“pg)[aa] , 0] = (5;' + gp%)[ﬁg]-
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d) Coefficients de connexion du repere mobile adapté.

En notant @2 = D,2,(t, a)da?, les équations
1
oot = 3 R, (d*0* — atw?)

s’écrivent, compte tenu de (1.7) et de 'expression du tenseur de courbure
dafoDf, = — Ko(t, a)a,0f — aln,p)da? ;

d’ou, en supposant par exemple K > 0, a,a” > 0:

(1.14) D!, = K(Ka,a*)" (1 — cos t(Ka,a*)*)(aln,, — a,0%).

Si nous définissons alors
o,f = CLt, ayw?,

les quantités Cg"-’e(l, x) sont les coefficients de connexion cherchés ; on les
obtient a partir de (1. 14) et de la formule (1.7) qui donne dx* comme com-
binaison linéaire des w?:

K
(1.15) [Cp] = = = (x5 — xPigy).

En dérivant I’expression générale obtenue et en passant a la limite sur

le conoide :
2

K K
[auca_zég] = - 5(’11,45% - 51%'742) - Exu(xgég - xgnzg)'

Soit, avec (1.13):
K
(1.16) [0:C%5] = = 5 (1005 — O21sy).

2. PARAMETRIX ET NOYAU DE DIFFUSION
DU LAPLACIEN SCALAIRE [5]

a) La valeur de la paramétrix résulte directement de (II.1.4) et de la
valeur de [— g] donnée au paragraphe précédent :

2.1 [Va] = [po ']-

b) Le calcul du noyau de diffusion a I'aide de (I1.2.1) nécessiterait la
connaissance des dérivées secondes [0,,g] qui sont assez longues a calculer ;
nous utiliserons en fait une méthode directe basée sur ’équation de défi-
nition (I.1.8).
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Dans un calcul préliminaire, on a, d’aprés (1.9) et (1.11)
[B]=[-g"T,,] = — 2Kx';
d’ou, avec (2.1):
— 0,[B'e] = 2Kd[x'p; '] = 4K[pg ']
D’autre part: - -
0;lg"e] = aij[g”p(;l]'
Mais (1.9) entraine

y . K .. K__. . o 4K .
olg = 6i|:11" - —x'x’:I = — —[0ix) + x'6]] = — —x/;
3 3 3
ainsi :
o 4K . of & Ko ,
aj[g”Po 1] = - Tl’ f— [Po 2(’1J - ?xlxj)(an_nOOPj)]'
Or:

[1(10; — n00P3)] = 10, — M00P"1 = — t00lp],

Exixj("lo i ﬂooP})] = [x'po)
Par conséquent

(2.2) 0;[g"ps '] = [— Kp" + 100P"'Po 2,
et: :
0;lg"po '] = — Kap"] + 1000, P'Po *] = — 2K[po ']-
D’ou le noyau de diffusion [®L]:
(‘L] = é;{g"0] — 0{B'a]l = 2K[po ' ]-
THEOREME. — Sur un espace a courbure constante, la paramétrix et le

noyau de diffusion, de support I';, associés au laplacien scalaire s’écrivent,
pour un systéme de coordonnées normales d’origine x’:

2.3 [@el=[ps'] ., [PLI=2K[ps']

3. CAS TENSORIEL

a) Le théoréme 1 du § II, 5 donne immédiatement la paramétrix :
3.1) [Pozigr] = [po 105 - .- O3
En repére naturel, il faut remplacer 4. par [¢%.] donné par (1.12).

b) Pour les noyaux de diffusion, nous employons encore le repére mobile
adapté aux coordonnées normales.
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(I1.7.2) permet de calculer les noyaux tensoriels d’ordre supérieur a 2
a partir de (OL, WL, @L et % ; il suffit donc de donner les résultats pour les
laplaciens vectoriels et 2-tensoriels :

VAV A, . VPV, T,
LEMME 1. — Sur le conoide, (I1.4.9,) s’explicite par :

KZ
[CE]l=— ~ Ppe

Preuve. — D’apres (1.15):

3K
[#2Ce,Ct 1= —[xECg’?E] =0.

D’autre part :
KZ

['1&'-‘(3 p; u] == "Z—Pﬂpg

Enfin, avec (1.16):

K
[ ”lya C /_3”] = 5'7&‘—‘('72'355 - ”5555) =
LEMME 2.
d[b%ps "] =o.
Preuve. — D’apreés la définition (I1.4.9,), (1.15) et la valeur de [4{]
résultant de (1.12):
[637] = [~ 20°AIC,A] = K[ — i8]
Par différentiation :
o[b%'po '] = K[po '1[(m:, — no,pn* — (63 — 58p})5,
(p_pngl - mélg)("Ox - ’10017;)],
= K[po "1[m:,1** = 10,1%° — no,(p"* — n°)
— 046, + 6505 + O%(p, — 69)
- P;('Igl’?oz — 1"%%00 — Nool™* + Noon*°)
+ p"(0pn0s — 52'100 — NooPp t+ ’70053)] =0.

Noyau de diffusion vectoriel. — La paramétrix est donnée par (3.1),
les coefficients de I'opérateur par (I11.4.8); ici

Bg"‘ = — 5§g”°1",,“,, + bg"‘,
cl=cL
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Il vient facilement :
[VL5] = &5 {9,le"po '] + Gilg™T'upo ']}
= alby'po "] + [po 'Cy]
Compte tenu des lemmes 1 et 2 et des résultats obtenus dans le cas scalaire :
1 K2
Noyau de diffusion 2-tensoriel.

Bi§* = — 650387, + bg"df + byhoy,
Chg = 62C5 + 65CE + 2n*CL,C 2.

=
Il

=

D’apres (3.1) et le lemme 2:

alBLY Vo] = - kA [gTL);
ainsi :
[‘Z’Lg,{i_,,] = 65,55,[“’1] + [CZ—,’;]

On trouve, avec (1.15) et le lemme 1:

_ K?
[(Z)LE%,] = [po 1][2K5§:5§r - 7(57}'172[’5 + 5g'p‘1p£,
= PP — PPy + 0502, + 05.0%P, )]

¢) Opérateurs laplaciens de De Rham-Lichnerowicz. — Sur les vecteurs
et les 2-tenseurs, ces opérateurs s’écrivent, compte tenu de la définition (1.2)
du tenseur de courbure:

AA, = V*V A, + RA,,
AT,; = VY, T,; + R, T,; + RyT,, — 2R,%,°T,,.

La démonstration du théoréme du § II, 4 n’utilisant que le caractére
tensoriel de AA,, AT,;, les paramétrix et noyaux de diffusion correspondants
se comportent comme des bi-vecteurs ou des bi-2-tenseurs covariants en x’,
contravariants en Xx.

D’autre part, I'addition aux opérateurs V°V, de termes linéaires par
rapport a linconnue ne fait que changer la valeur des coefficients C;
ainsi les paramétrix des opérateurs AA, et AT,; qui, d’aprés I'équation
générale (I.1.10), ne dépendent pas des Cj, sont respectivement égales
a Wg2,, @o% . pour les noyaux de diffusion, il suffit, d’aprés (I.1.8),
d’ajouter aux expressions 'L, P’L déja obtenues les combinaisons linéaires
convenables de R,2;% et R’
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Enfin, le passage du repére mobile adapté au repére naturel (et méme
a un repére quelconque) s’effectuera en remplagant 62 (= 3 et p* par
t; et p*. Le résultat s’exprime par:

THEOREME. — Sur un espace a courbure constante rapporté a un systéme
de coordonnées normales d’origine x’, les paramétrix Mg, *g et les noyaux
de diffusion "M, ¥ M, de support 'z, associés aux opérateurs AA, et AT,,
s’écrivent :

3.2) [Wey] = [po't3],
(3.3) [Pa3t, ] = [po ‘1t ],
K2
(3.4 [“’M;,] = [pgl]’:— Kt;, - Tp“pp'],

(3.5 [PM%, ] =[po'][— 4Keatb — 2Keeth + 2Kg, g%
K? ,
- (50" P + t5.0°D, — PyP. 8" — PPPGy o + 12D’D, + 5.0%D,)].

Remarque. — Si on s’intéresse aux 2-formes, il est utile de calculer:

(3.6) (M, — MOz ] = — 2K [pg '][1a1. — r2eb.].

4. CAS SPINORIEL

a) Si y* désigne un systéme de matrices de Dirac, a la connexion tenso-
rielle C,%, est associée la connexion spinorielle [9]

1 1
4.1 0 = = 7 CA0"%s = — L CAarh

P
P 4 £2

N

pour laquelle la dérivée covariante du 1-spineur ¥ s’écrit :
Vi = 0,4° + o,y
L’opérateur hyperbolique
VAV,)° = g0, 4 + B{#0 Y + Cyb
a pour coefficients :

(4.2) Bj? = — g™T 2,08 + 2iko,",AL,
4.3) Ci = 120,0,%; — PPEC,2,0,%, + nPho fs0,.

Plagons-nous pour I'instant dans un repére spinoriel au-dessus du repére
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mobile adapté. Le lemme 1 du § II, 4 (Cj,_,p’-’ = 0) entraine d’aprés (4.1):
0,7 p* =0.
On a donc, avec le lemme 2 du méme paragraphe
B3“p; = (B”p;)05 + 2n*ta,", Agp, = (B°p))d7 5

d’ou la paramétrix
Wgr' = Oggr

ce qui est bien en accord avec la théorie générale : &, sont les composantes
du bispineur de transport paralléle en repére spinoriel adapté.
Pour un espace & courbure constante:

(.4) [9o7] = [515;.
b) LEMME 1.
[cs]=o0.
Preuve. — On a tout d’abord, d’aprés 4.1) et (1.15)
a K ]
[Gb ;_7] = g XE(V,_;Y— - ye'yg)‘.’b;
puis, avec (1.16)
i 1 .
[0won'int?] = = S [0.Cpam* ¥ ]0ah)", = 05
et:
) ) 3K

Calculons enfin:

(4.5) [n“ac"ia,fg] =

,
<2 e 0 = 1200 = 7).
En utilisant les relations de commutation

'yi‘y}i + '}y.‘i»yi - _ 2'7AEI(1,

un des termes obtenus en développant le second membre de (4.5) prend
la forme

K? K? . K?
A o | 4 fod — 1Tyl

[64 xexz””‘nvﬁv,;ﬁ] = [— o X = 35 X |
ce qui s’annule d’apres:

1
(¥, 127 = 5 [x,X,(027% + y7p2)) = — [2x,x,]ld = 0.

3]
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On montre de la méme fagon la nullité des trois autres termes du second
membre de (4.5); ainsi:

[n*%6.104°,] = 0.
LEMME 2.
d[2n*te," Aupo '] = 0.

Preuve. — Les composantes des matrices de Dirac sont des constantes
absolues ; on a donc, d’aprés le lemme 2 du § 3 :

. . 1 .
5.{2'!%%“&/\;1761] = Zai[bz’lpo I(ngg)flb] =0.

Ces deux lemmes étant établis, la paramétrix (4.4) conduit au noyau
de diffusion:

[(%)L;] = 5: { aij[gup(; l] + ai[gi"raiu P(;l] }=2K [P(; 1]5:-

Mais, a I'opérateur laplacien sur les 1-spineurs contravariants
A a _ yey e + E wa
'// - L’l// 4 El
correspondent la paramétrix et le noyau de diffusion
()51’ (€ V (& Sy r ! 0) .5 .
[Per] . [PMy] = ZL"+Z adyR |3
nous pouvons énoncer, d’aprés R = — 12K :

THEOREME. — Sur un espace a courbure constante rapporté a des coor-
données normales d’origine x’, les paramétrix et noyau de diffusion relatifs
a 'opérateur Ay“ s’écrivent, en repére spinoriel quelconque

(4.6) [(Mor]=[po' 1]  [PMI]=-K[ps ][],

\ ’ . . . N N TN
ou 1;, désigne le bispineur de transport paralléle associé a X’x.

5. CONSEQUENCES GEOMETRIQUES

Les relations (2.8), (3.6), (4.6) montrent que les trois opérateurs :

1° sur les scalaires:

» R
V'V ,u + ~6~u,
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2° sur les 2-formes:

AFJI} - (RzﬂFﬂ[J - R/J/‘F/u)’

1
3
3¢ sur les 1-spineurs:

1

ont un noyau de diffusion identiquement nul sur tout espace a courbure
constante.

CHAPITRE 1V

LE CHAMP ELECTROMAGNETIQUE
SUR UN ESPACE A COURBURE CONSTANTE

Considérons une 2-forme vérifiant les équations de Maxwell

(Ml) V}.F/n' + V;(F\'i. + VF = O’

v oA

(MZ) V/’F/)az = Jz ;
elle vérifiera aussi le systéme hyperbolique du second ordre
(E) AF,, =V ], =V,

ou A désigne I'opérateur laplacien de De Rham-Lichnerowicz introduit
en (II1, 3, ¢). En appliquant a (E) la théorie générale développée précédem-
ment, nous obtenons dans ce chapitre I'équation de Kirchhoff nécessaire-
ment vérifiée par le champ électromagnétique ; de la méme maniére que
dans le cas plat, elle donne la valeur du champ au point x’ comme somme
d’une intégrale triple étendue a un domaine V, de I', d’une fonction
de 0,1, J, et d’une intégrale double étendue a £ NI, d’une fonction des
données de Cauchy (F,z)s, (0:F )5

1. CHANGEMENT CONFORME DE METRIQUE

a) Soit g;, une métrique conforme a la métrique initiale :
r _ -1
8 =8 8w

Tout champ électromagnétique solution de (M,), (M,) satisfait aussi,
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si on désigne par V' le nouvel opérateur de différentiation ccvariante,

ViF,, + V,F,; + V/F,, =0,
VPF = ¢Jas

et par conséquent :

(1.1) A'Fop = Vi(llg) — V4(ET,).

b) L’espace a courbure constante V,, ayant un tenseur de Weyl identi-
quement nul, est localement conforme a un espace euclidien ; en se plagant
dans un syst¢éme de coordonnées (y°) cartésien pour la métrique eucli-
dienne, on peut donc poser

(1'2) th = é_lglu’

ou g;, sont les composantes de la métrique initiale en coordonnées (y*).
L’équation (1.1), qui prend ici la forme

10, F up = 0.(ET5) — 04(ET),

montre que toute solution a support compact vers le futur des équations
de Maxwell s’écrit localement sous forme de potentiels retardés

(1.3) — 4nF,,(x’)
= JJJ (x°)71[0,8T 5 — 04ET, + EBdp — I NNX" + x) dx* dx? dx?,
Vo

avec:

x=x%+xe, , xX°<0 , (x°?= Z(xi)z.

Le changement conforme (1.2) laissant invariant le conoide caractéristique
de sommet x’, le domaine d’intégration V, est aussi une portion du conoide
caractéristique associé a g,

Nous montrons dans la suite qu’il est possible de retrouver et de pré-
ciser (1.3) en partant de la formule de Kirchhoff (. 4.2) et de I'expression
des paramétrix et noyau de diffusion donnée au chapitre III ; nous calcu-
lons de plus les termes de surface a ajouter a (1.3) lorsque le support
de F,; est quelconque.

¢) Nous reprenons a partir de maintenant le systéme de coordonnées
normales habituel de V,, soit (x*). Il s’agit principalement de transformer
I'intégrale due au noyau de diffusion en y faisant apparaitre le courant J.



110 MICHEL CHEVALIER

Sur un espace a courbure constante et pour une 2-forme F,; rapportée
au repére mobile adapté, on a, d’apres (II1. 3.6):

1
v [[] tstgtoe= [ tenes - onepes

=—-2K J” [pgl][Fzg]d3x.

Dans toute la suite, nous supposerons numériquement :
a=g=ﬁ’ N ﬁ=ﬁ=§’

Un indice a correspond & un tenseur au point courant x en repére mobile
adapté, un indice a correspond a un tenseur au point courant x en repere
naturel, un indice o’ correspond & un tenseur au sommet x’ (en x’, repere
naturel et repére adapté coincident). Nous rappelons que p, = p,.

2. TERME DE DIFFUSION

a) THEOREME. — Sur un espace a courbure constante, on a, pour toute
2-forme solution de (M;), (M;,):

(2.1) 2[po ' J[Fapl = — [P — ppla] + 0l pF's — ppF, + Sip'°Fy,
— Opp"?F,, + p”Fw].

Preuve. — En passant au repére naturel, on a tout d’abord :

2.2 [Fgg] = [t2t5 F ]

Dans un calcul préliminaire, montrons que :

K
[tg’] = [Vppa - Epppa]'

[V?p,] = [8°784sV.P"l = [0 + &°°Tuol’) 5

soit, avec (II1. 1.9), (IIL. 1.11), (IIL. 1.12):

Par définition

vopd = | oo+ Koop | = [0+ Ko c.qfd
[V?p, «t 3 PP vt PP q
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En portant dans (2.2), il vient, d’aprés (III. 1.12):
o K P O
[Fgg] = tg’aﬁFpa - gta’p pﬂFpa s

K K
(2 3) [FEI_I] = VppanB - 5' pppanﬂ - gp pﬂFaa .
Mais
VppanB = Vp(panﬂ) - panFpﬁ;
d’autre part, avec les symboles de Christoffel (II1. 1.11):
Vp(panB) = Vp(panﬂ) = 6p(panB) - ratpptFpB - r[irppanr + rrpppaFtpa

2K
[Vp(panﬂ)] = I:ap(panﬂ)+ TpapprB:, .

D’ou la nouvelle forme de I’équation (2.3)

K K
[Fypl = [— P.V’F 5 + 0,(p.F?y) + 5 PP’F o+ gppp”F ,,GJ ;

soit, par antisymétrisation et en tenant compte de (M,):
2.4 [2F,,] = [—pds + ppde + 0, (pF?p — psF*l)].
On a ensuite

[P '0,(pF?)] = [0,(PiF?5) + Pipo '0,F?s]5
mais, en faisant apparaitre une divergence surie conoide

[0:p2F?y)] = O piF's] + [ps0o(piF*s)]s
soit en reportant :
[P0 '0,(paF*s)] = O.[P2F's] + [Pipo 10,575 + pip,00F? s + P'°F ,500pL]

Examinons le dernier terme du second membre ; compte tenu de

. L. Noa = — p%aa(p(; l) 5
il s’écrit :

[P"?F 1p90P2] = [(Mox — N00P2)Po P"°F 4]
=[—0uP"F 15) +Po ' 0uP"F 1) + Pi00(P"*F 1) — P ' PL0lp,F*)]
=[(0a—P00)P"*F ) +P5 'Fup+ p'°0,F 3 — b5 * P, F* 5 — PP 00 F?,].
On obtient donc, aprés simplification,

[P0 0,(p.F?4)] = O.[PiF's] + [(8. — Pido)p"*F},) + pi 'Fip + p?3,F o8]

ANN. INST. POINCARE, A-XII-1 8
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et:
(2.5) [P(;lap(Panﬁ - Ppra)] = 6,~[p;F‘B - P;:Fia]

+[(0a— P8P F ) — (95— P300)(P"*Fop) + 26 'Fop+p"P(0.F 15— 05F ) ]
Continuons a transformer (2.5); d’apres (M;) écrite en repere naturel

[zp(;‘FaB + p,p(aanﬁ _baﬂFpa)] = [2p(;lFaB + p’papFaﬂ] = ai[p,iFaﬂ] 5
puis , , .
.. [(aa - Paao)(p pFBp)] = 5,-[(5ap pFﬁp] ;
ainsi :
(2.6) [P '0(pF?s — pyF*.)] = 0:[PiF's — PyF, ' '

+ 5;p,pFﬂp - 5j3plpFap + p”Fzﬂ]'

La formule (2.1) du théoréme résulte immédiatement de (2.4) et (2.6) si
on remarque que, d’apres (II1. 1.12):

= [pdds = pda] = — [Pids — Ppla):
b) Pour une 2-forme rapportée au repére mobile adapté, (I. 4.2) s’écrit :

(2.7) 4nF,p(x) = j ” [F,,®M25. — @g28.(V,J, — V,J,)]d*x
Vo

n (*2n
—J J 2% sin 0(p°q,)” '(q: — qop})Ezpd0de.

0 JO

Sur un espace a courbure constante, on a, d’aprés (1.4) et (2.1)

][, tramggrens = [[[ kom, - s+ [ ||, atciprex
Vo - Vo - Vo -

avec .
2.8) [Gipl=- K[p,F's— pjFi,+ 0.p"°Fy, — 630" °F,p + p"'Fog].

De la méme fagon qu’en (I, 3, b), 'intégrale de volume de la divergence se
transforme en intégrale de surface; on obtient, compte tenu de (A*Gy ), =0:

J“H‘ 3[Gypld’x = — J:[ A2 sin 0(p'*q,)” (q; — qoP})Glpd0de.

Vo - S -

La formule de Kirchhoff (2.7) s’écrit :

(2.9) 4nF,z(x") = JJJ [po 1][K(p£J£—p£J!) = (Vs — VEJ!)]d3x
Vo

n (*2n
- j J A% sin 0(p"q,) " (4; — qoPi)(Eiy + Gy p)d0de.

0 JO
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Dans le cas ou F,; est a support compact vers le futur, un choix conve-
nable de V, permet d’annuler Iintégrale de surface; (2.9) se réduit bien a
une équation de la forme (1.3).

3. INTEGRALE DE SURFACE

D’apres la définition (I. 1.7) et pour la paramétrix (III. 3.1), on a, en
repére mobile adapté :

(3.1) [Efﬁi’] = [P(;l][gij]aj[Fgg] - [Fgg]t?,-[g”pc?‘]
+ 2[po 'p""0oF 5] + [P0 'BEFF ).
En premier lieu:
3.2) { [gij]aj[Fg[_I] +[2p"00F 4] } (0 — qoPi)
= [(¢* — qop* + 850""9,)0:F14)-
En second lieu, on a déja vu en (I11. 2.2) que

0,[g"po '] = [ Kp" + noop"'p5 2] ;

d’ou:
(3.3) 0;[&"ps *][4: — qopi] = [p"*a,( =K + no0P5 *)]-
En troisiéme lieu, I’équation générale

Bgf;" = — 556§g"‘l}",‘+ bg"ﬁ,:% + b%"'ég
s’écrit, sur un espace a courbure constante :
[B25] = [-2Kd555p' + 95K (p,ne' — pesi)+ 82K (pgn™ — poo})]

Mais, d’aprés la loi de transformation du repére mobile au repére naturel

. K . K \
[Kogp12'F,,] = [Kpa<F‘,; + r p'p,Ffs— % ppp"F‘pﬂ ;

puis, de la méme fagon

[_ K5§p£’5; gg] = [_ Kéipprli] >

ainsi : )
[pnggf‘iFPg] = [-—2Kp"'FgL,+K(p;F",, — piFi, + 8ip°F,,
. K> .
- 5;31) pFap) + zp“(papprﬂ + pﬁppFap)] ;
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d’ou il résulte, avec (2.8):

3.4 [G.;’E' + pg‘Bﬁ"'FM]

, ‘ K K
[— 2Kp"F,p— Kp“<Fa,; 3 PP’F 5 — 6 pw"%)]
= [-3Kp'F,,).
(3.1), (3.2), (3.3), (3.4) entrainent enfin:
[(Eyp + Guplai — qoP)] = [P0 (@* — qop + 850°4,)0:F 4,
= P"°q,(2K + 100pg *)F 4]

THEOREME. — Sur un espace a.courbure constante et dans le domaine
de régularité du conoide caractéristique de sommet x’, toute solution des
équations de Maxwell s’exprime en fonction du vecteur courant J, et des
données de Cauchy (F,y)s, (0,F,p)s par

4nFyp(x") = JJL [po 1][K(p_@,EJE—- Ppla) — (VI — VﬁJz)]d3x

n (*2n
- L J sin 0[po(p"°q,) ™ (¢* — qop™ + 86p"q,)0,F 4
0

= (Moo +2Kp3)F, ;]sd0dep,

en désignant par F,,; les composantes du champ dans le repére mobile
adapté aux coordonnées normales (x*) d’origine x’, par p* le vecteur tangent
aux bicaractéristiques (p* = x*) et par g* le vecteur normal & Thyper-
surface initiale X.
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