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Contribution a la théorie cinétique
des gaz polyatomiques

PREMIERE PARTIE
par

André BERROIR
49, rue de Chatenay, 92-Antony. Tél. BER 76-25

REsUME. — Ce travail est publié en deux parties. Dans cet article, qui
constitue la premiére partie, une équation de Boltzmann est établie par
intégration de I’équation de Liouville pour un gaz formé de molécules
ayant un nombre fini, mais quelconque, de degrés de liberté, dans le cadre
de la mécanique classique. Les collisions sont supposées instantanées.
L’étude des invariants sommatoires de la collision est faite de fagon géné-
rale. Pour certaines classes de modéles, un théoréme H est démontré.

ABSTRACT. — This work is published in two parts. In this first part,
a Boltzmann equation is established by integration of the Liouville equa-
tion, for a gas whose molecules have a finite, but arbitrary number of degrees
of freedom; the hypothesis are those of classical mechanics. The colli-
sions are assumed to be impulsional. The summational invariants of
the collision are studied in detail. For certain classes of molecular models,
an H-theorem is obtained.
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NOTATIONS

Nous employons, pour les notions tensorielles, des notations analogues
a celles de Chapman et Cowling [4].

Les vecteurs sont désignés par des lettres en caractéres gras: a, A, v...

La notation a désigne aussi plus généralement un ensemble fini de varia-
bles a;, qui ne se transforme pas obligatoirement comme un vecteur.

Les produits tensoriels de vecteurs sont représentés par la notation
dyatique ab ou plus généralement ab ... I, qui désigne le tenseur de com-
posantes ab; ... I

Dans cette notation, si f est'un scalaire et u un vecteur,a— est un vec-
x

of Ou
teur de composantes % ox est un tenseur du second ordre de compo-
x; 0x

ou;
santes — .
X

J

Les autres tenseurs sont désignés par des lettres minuscules et majus-
cules en caractéres gras romain: exemples: 1, B, T, I, ...

Le produit scalaire de deux vecteurs, et plus généralement le produit
contracté p fois de deux tenseurs est indiqué par les notations a-b, t-a,
S : T, S”'T. Sauf mention du contraire, la contraction est toujours effec-

tuée sur les indices les plus voisins. Exemples :

0 ou;
a_x-u: . a—x'., s t= sijtji

ij
Le produit vectoriel de deux vecteurs est noté a x b.

La définition et le calcul de tenseurs par leurs composantes sont utilisés
la ou cela apparait plus simple.
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D’autres notations sont définies au moment de leur premiére introduc-
tion.

Les renvois a l'intérieur d’un chapitre sont faits en donnant seulement
le numéro de la formule. D’un chapitre a un autre ils sont faits en donnant
le numéro du chapitre suivi de celui de la formule.

INTRODUCTION

1. Alors que dans I'ouvrage fondamental de Boltzmann [/], se trouvent
exposées les idées qui permettent la construction d’une théorie cinétique
pour des gaz dont les molécules dépendent d’'un nombre arbitraire, fini,
de paramétres, I'’étude des modeles de gaz polyatomiques n’a pas connu,
de loin s’en faut, un développement comparable a celui qu’a pris la théorie
cinétique des gaz monoatomiques. Pendant que I’étude théorique des
gaz monoatomiques au moyen de I’équation de Boltzmann faisait I'objet
d’un grand nombre de travaux, les contributions a la théorie cinétique
des gaz polyatomiques étaient trés restreintes dans la premiére moitié
du siecle.

Le modéle de molécules sphériques rugueuses, proposé par Bryan [2]
en 1894, puis étudié par Pidduck [3] en 1922, Chapman et Cowling [4]
en 1939, un modéle voisin (sphéres rugueuses a rayon variable) étudié
par Chapman et Hainsworth [5] en 1924, le mod¢le des sphéres lisses sur-
chargées, proposé par Jeans [6] en 1904, et un modele d’ovaloides rigides,
étudié par Ishida [7] en 1917, sont les seuls qui aient fait I’objet de publi-
cations dans cette période. On peut citer aussi une analyse de Tolman [§]
sur les collisions entre molécules non sphériques et sur le théoréme H.

On peut donner diverses explications a cette désaffection:

— tout d’abord, la théorie cinétique des gaz monoatomiques permet
de rendre compte, avec un succés inespéré, de nombreuses propriétés de
gaz relativement complexes. En particulier, la détermination des coeffi-
cients de viscosité de cisaillement et de diffusion par la méthode de Chap-
man-Enskog donne un accord trés convenable avec I'expérience pour des
gaz tels que CO,, N, ou CH, (voir par exemple, Chapman et Cowling [4],
chap. 12).

— d’autre part, les potentiels intermoléculaires, relativement bien connus
pour des gaz monoatomiques, le sont beaucoup moins bien pour les gaz
polyatomiques, méme les plus simples ;

— la complexité des calculs nécessaires a I'obtention d’approximations
des coefficients de transport dans le cas des molécules sphériques, ou les
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variables ne sont que trois, n’incite pas a augmenter le nombre de ces varia-
bles sans avoir tiré le maximum du modele le plus simple ;

— enfin, la situation n’est pas simplifiée par le fait que, dans la réalité,
le traitement de certains degrés de liberté des molécules reléve de la méca-
nique quantique (vibration presque toujours, et parfois rotation) alors
que d’autres relévent le plus souvent d’une formulation classique de la
mécanique (translation et presque toujours rotation).

2. Cependant, les insuffisances du modéle monoatomique pour tra-
duire les propriétés des gaz polyatomiques sont telles qu’elles justifient
un développement de modeles plus élaborés :

2.1. Le coefficient de conductivité thermique d’'un gaz polyatomique
n’est pas obtenu avec une bonne approximation dans le modele mono-
atomique ; dans la théorie classique de Chapman-Enskog pour les gaz
peu denses, on montre que A, coefficient de conductivité thermique, est lié
a u, coefficient de viscosité de cisaillement, par la formule :

() mh = fuc,

ou ¢, est la chaleur spécifique moléculaire a volume constant, m la masse
de la molécule et f un coefficient qui dépend de la loi choisie pour le poten-
tiel intermoléculaire. Si I'on choisit le potentiel maxwellien (répulsion
proportionnelle a r~ %) on a exactement

f=3

alors que, pour un grand nombre de potentiels, et en particulier pour le
modele des sphéres rigides élastiques, la valeur de f est peu différente
de cette valeur. Or, si cette valeur coincide bien avec celle que donne I'expé-
rience pour les gaz monoatomiques (4 I'exception de 'Hélium aux basses
températures), elle est trés éloignée de la réalité pour les gaz polyatomiques.
Ce fait est trés compréhensible, puisque, dans le calcul de A qui conduit
a la formule (1), seule est prise en considération I’énergie de translation
de la molécule, qui dans le cas de la théorie classique, coincide avec I’énergie
totale, alors que ce n’est pas le cas pour une molécule plus compliquée.

Ceci a conduit Eucken [9] en 1913, & proposer, pour les gaz polyatomi-
ques la formule semi-empirique

mi = (,ftrclr + fimcim )ﬂ’
ou

3
Cp = =k
2
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(k constante de Boltzmann), et

Cint = Cp = G-

Un raisonnement fondé sur des considérations de libre parcours moyen

\

amena Eucken a proposer les valeurs

5

f;r = 5 et fint =1

Cependant cette formule, améliorée par Chapman et Cowling sous
la forme:

5
mi = Eclr# + Cint pD,

ou D désigne le coefficient de self-diffusion et p la densité, s’est révélée
insuffisante, lorsque les mesures de A sont devenues plus précises, pour
traduire correctement les variations de A en fonction de la température.
La validité de la théorie monoatomique, méme avec des corrections semi-
empiriques, atteint donc 1a ses limites.

2.2. Létude de la dispersion et I'absorption des ondes sonores dans
un gaz polyatomique fait apparaitre des phénomeénes de relaxation dis
au déséquilibre créé par le passage de la perturbation, entre la « température
interne » définie a partir de I’énergie interne, et la « température de trans-
lation » définie elle, a partir de ’énergie de translation. Ce déséquilibre
ne cesse pas immédiatement aprés la disparition de la perturbation; un
certain nombre de collisions moléculaires est nécessaire avant que I'équi-
libre macroscopique se rétablisse. La détermination de ces temps de relaxa-
tion et I’étude des phénoménes qui leur sont liés sont évidemment impos-
sibles avec le modéle monoatomique ou n’existe aucun transfert entre
énergie interne et énergie de translation.

2.3. Ce méme processus d’échange d’énergie entraine, pour les gaz
polyatomiques, lexistence d’un deuxiéme coefficient de viscosité (visco-
sité de volume), qui n’apparait pas dans la théorie de Chapman-Enskog
pour les gaz de faible densité.

2.4. Des phénoménes, classés par Waldmann [/0] sous le terme géné-
rique de « tensoriels », tels que polarisation, biréfringence, alignement
des molécules dans les jets moléculaires, effet Senftleben, différences entre
les coefficients de transport de l'orthohydrogéne et du parahydrogene
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sont, de toute évidence, impossibles & interpréter en prenant pour le gaz
le modéle monoatomique.

3. Le développement des mesures des propriétés des gaz, tant sur le
plan qualitatif (précision) que sur le plan quantitatif (étude de nombreux
gaz, dans une gamme de température trés étendue) et la description de
phénoménes nouveaux justifie pleinement le regain d’intérét qui s’est porté
sur le développement d’une théorie cinétique des molécules polyatomiques.

Deux voies s’offrent naturellement a Iesprit :

— la premiére consiste a traiter les degrés de liberté interne dans I'optique
de la théorie quantique, en conservant la formulation classique pour les
degrés de liberté de translation. Cest la théorie dite « semi-quantique »;

— la seconde consiste & supposer que la molécule dépendant d’'un nombre
fini de paramétres, obéit aux lois de la mécanique classique, tant dans son
mouvement propre que lors des collisions. C’est la théorie dite « classique ».
C’est celle-ci qui fera ’objet de notre travail.

Nous allons cependant donner un bref apergu des possibilités de la théo-
rie semi-quantique.

4. Théorie semi-quantique : les états internes de la molécule sont
discrets, chacun étant caractéris€ par un ensemble, I, de nombres quan-
tiques ; les niveaux d’énergie internes sont eux aussi discrets et désignés
par E,. Pour chaque état quantique on peut définir une fonction de dis-
tribution fi(r, ¢, t), ou r désigne le vecteur position de la molécule, ¢ son
vecteur vitesse et ¢ le temps. Wang-Chang et Uhlenbeck [//] et de Boer [12]
ont établi pour 'ensemble des fonctions fi(r, ¢, t) le systéme d’équations
intégrodifférentielles (2), valable pour des gaz de faible densité :

Aile , . hle)
ot Yoox,

_ Z j (e Aled) = filen) flex)olto, Exgdde,

-,
I2,13,12

)]

k désigne le vecteur unitaire de la droite joignant les centres des 2 molé-
cules, g la quantité g = | ¢, — ¢, | et 6}112(8, E) la section efficace de la colli-
sion qui fait passer ie systéme des deux molécules de I’état quantique 1,1,
a I'état quantique I;I,. Cette section efficace dépend de I'énergie totale E
des deux molécules dans le systéme du centre de masse et de I'angle de
déflection 6, et satisfait & I'équation du bilan détaillé:

2 I _ 2,140,
8L, = & Onny
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En fait 'équation (2) n’est valable que si les niveaux d’énergie ne sont pas
dégénérés et sont suffisamment éloignés (voir la discussion par Waldmann
dans [/0]). L'impossibilité de traiter par cette méthode les degrés de liberté
de rotation, qui sont toujours dégénérés, empéche de décrire les phéno-
meénes « tensoriels ». Néanmoins, cette théorie permet, au moins dans le
principe, d’obtenir des renseignements sur la contribution des degrés
internes & la conductivité thermique [/3], la viscosité de volume, la disper-
sion du son et les temps de relaxation [//], [/2]. Mais, pour pouvoir passer
du principe a la pratique, il faut disposer des sections efficaces des colli-
sions inélastiques de‘deux molécules, et les renseignements dans ce domaine
sont rares [/4].

Pour étudier le cas des niveaux dégénérés et en particulier des molé-
cules avec spin, Waldmann [15] et [10], a établi une autre équation, com-
pliquée, qui a été étudiée plus spécialement dans le cas d’un gaz de Lorentz,
ou les seules collisions sont celles qui interviennent entre une molécule
avec spin et une molécule sphérique sans spin [/6]. La théorie semi-quan-
tique « idéale » qui contiendrait comme cas particuliers a la fois celle de
Wang-Chang et Uhlenbeck et celle de Waldmann et qui formulerait une
équation générale de transport n’est pas encore faite.

5. Les équations de Wang-Chang et Uhlenbeck et de Waldmann sont
du type:

) 0 0
o r o

at % T

ol le second membre (terme de collision) est d’une forme plus ou moins
analogue au terme correspondant de I'équation de Boltzmann pour les
gaz monoatomiques. Pour éviter les difficultés de résolution il est possible
d’utiliser, dans le cas des gaz polyatomiques, une méthode analogue a
celle que Krook [/7] a proposée pour les gaz monoatomiques : cette méthode
consiste a remplacer, dans I'équation cinétique (3) le second membre par
un terme de collision « statistique » qui « imite » les propriétés du terme
de collision intégral de Boltzmann. Cette technique a été utilisée en par-
ticulier par Brau [/8] [19], qui a défini des modéeles du type de Krook et
du type de Fokker-Planck et les a utilisés pour I’¢tude, dans le cadre clas-
sique ou semi-quantique, des propriétés de transfert et de la dispersion
et absorption des ondes sonores dans des gaz formés de molécules diato-
miques sans degré de vibration. Cette méthode, féconde pour certaines
applications, repose sur le choix, plus ou moins arbitraire, d’'un modele
pour P’équation cinétique. Il apparait intéressant de pouvoir pousser le
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plus loin possible I’étude de I’équation (3) avec un second membre « exact »,
de fagon & pouvoir, en particulier, tester la validité des modeles utilisés.

6. L’équation de Boltzmann en théorie classique : en 1956, Curtiss [20]
a étudié une modification de I’équation de Boltzmann monoatomique
pour I'adapter au cas ou les molécules sont des corps convexes non sphé-
riques, dans lesquels le centre d’inertie est centre de symétrie et le potentiel
intermoléculaire un potentiel « rigide » (choc é€lastique parfait des corps
rigides convexes); l'utilisation d’une méthode heuristique analogue a
celle décrite dans Chapman et Cowling [4], conduit & écrire le terme de
collision sous la forme :

C)] J= J(ffl - f'fll)k‘gs(k)dkdvld“ldwl

Cette démonstration, comme celle de Chapman et Cowling dont elle
dérive, ne permet pas de comprendre clairement comment apparait I’hypo-
thése du chaos moléculaire, ni ou intervient fondamentalement le fait
que chaque molécule a un centre de symétrie. Les équations de variation
sont établies en utilisant la notion de collisions pseudo-inverses et les
propriétés des invariants sommatoires: ces derniers sont supposés étre,
dans ce cas: une constante, la quantité de mouvement, le moment ciné-
tique (ce qui n’est pas clair) et I'énergie cinétique totale. La distribution
a Déquilibre, supposée obtenue par des considérations de mécanique
statistique, est écrite

o n*m'2 /T, T,T, exp( mv? QIQ)

(2nkT)? 2kT 2T

ou

sin w0, 1o 0y I-
n*=n Qﬁ exp Osz o, Q= [exp (%) sin fde.

Les notations sont :

a« = a, B, y: angles d’Euler qui repérent la molécule; I: tenseur central
d’inertie, de moments principaux I'y, [, I3; wo(r, t): vitesse angulaire
moyenne des molécules au point r, a I'instant ¢ ; o : vitesse angulaire d’une
molécule; @ =w — wy; vy (r, t): vitesse moyenne de translation des
molécules au point r & I'instant t; v = v — v, : vitesse d’agitation; n = L

m
est la densité numérique.
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La méthode de Chapman-Enskog est utilisée pour résoudre I'équa-
tion (3) dans le cas de faibles variations de f autour de f°. En décompo-
sant I'espace des variables «, ou espace des orientations, en petits éléments,
lauteur établit, par une méthode analogue a celle utilisée pour les mélanges
de gaz monoatomiques, un systéme d’équations intégrales. Puis il fecher-
che les solutions de ce systéme parmi les fonctions d’un certain type, en
utilisant une méthode variationnelle décrite dans [I4]. Il obtient ensuite
les expressions des différents coefficients de transport en fonction des
coefficients qui apparaissent dans les développements en série de poly-
nomes de Sonine. Le raisonnement n’apparait cependant pas entiérement
satisfaisant : tout d’abord, le partage de I'espace des orientations en petits
¢léments semble artificiel et son utilité n’apparait pas clairement. Mais
surtout le choix des fonctions parmi lesquelles on recherche les solutions
est trop restrictif. Par exemple, pour I'équation

mv: Q1,0
zfjg'—u(A) = - {4 TOT kT }Vi./;'(oi
J

lauteur suppose que la fonction AV, ) est de la forme A; = VA, ou
le scalaire A; dépend uniquement des deux scalaires
mV,-Z . Q;'1;-Q,

t '
¢ ETTOT

t

= T

La forme générale de A, est en fait bien plus compliquée (voir notre cha-
pitre 3). L’hypothese faite revient a supposer que la distribution du moment
cinétique est isotrope. Malgré les insuffisances que nous venons de décrire,
le travail de Curtiss a servi de base a une série d’applications : dans [2/], [22]
et [23] sont calculés, a partir des résultats de [20], les coefficients de transport
d’un gaz de faible densité formé de molécules en forme de sphérocylindres.
En 1958, Taxman [24], écrit, pour un gaz polyatomique, I’équation de
Boltzmann
of o

(5) +e—+F g J(f”f'{ — fl1)gbdbdpde,dQ, ;

ot or dc

Q représente I’ensemble des paramétres internes de la molécule (y compris
ceux qui fixent son orientation); g, b, ¢ ont la méme signification que dans le
cas monoatomique ; f” a la méme signification que la notation f” du chapitre
premier de ce travail. L’auteur déclare avoir obtenu (5) « par les arguments

J . .
habituels ». L’absence du terme 0—9'(9 f) au premier membre de (5)
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indique implicitement que les variables Q vérifient Q = 0; autrement dit,
on a choisi comme variables dans f les intégrales premiéres du mouvement
de la molécule isolée, et 'on suppose de plus que f ne dépend pas des
autres parametres internes. Cette hypothése, en faveur de laquelle on peut
présenter des arguments physiques (voir Waldmann [/0]) n’est cependant
pas explicitement formulée par 'auteur, non plus que celle, équivalente
a lisotropie de f, qui lui permet d’obtenir des développements en série
par rapport a c? et a I'énergie interne Eg. Aprés avoir annoncé une démons-
tration du théoréme H par utilisation des « cycles fermés de collisions
correspondantes » de Boltzmann, Taxman étudie les coefficients de trans-
port, et considere la théorie ainsi obtenue comme la limite classique de
la théorie semi-quantique de Wang-Chang et Uhlenbeck. Cette derniére
conclusion est erronée, comme le montre Waldmann dans [/0]. Malgré
ses lacunes, ce travail présente I'avantage de montrer clairement comment
la situation est compliquée, dans le cas polyatomique, par la non-existence
d’une collision inverse d’une collision donnée.

En 1963, Curtiss et Dahler [25], utilisent des méthodes mises au point
dans I’étude des gaz denses de molécules monoatomiques, pour obtenir,
a partir de I’équation de Liouville, une équation de Boltzmann qui est
écrite sous la forme:

(6) (g— * K>f(21, B = F(ﬂu 2 (S(f(z1, 0f(za, D)z,
t Oq, 0p,

z; = (py1, q1) et z, sont les points représentatifs des deux molécules dans
I’espace des phases; ¢, , est le potentiel intermoléculaire ; x est I'opérateur
de Liouville pour la molécule isolée, et S est 'opérateur dont l'effet sur
un systeme de deux molécules est le suivant : il transforme les coordonnées
du systéme dans I’espace des phases « en remontant le temps » jusqu’a
ce que les molécules n’interagissent plus, puis les transforme « en descen-
dant le temps » pendant une durée égale et en supposant que le potentiel
intermoléculaire reste nul pendant cette deuxiéme phase. A partir de (6)
les auteurs retrouvent (4) dans le cas de molécules rigides symétriques a
potentiel rigide. Cependant, le passage de (6) a (4) suppose que la fonction
de distribution f est une fonction paire de la rotation @ de la molécule.
On peut valablement supposer, comme le font Curtiss et Dahler, que @,
vitesse de rotation moyenne des molécules, est nulle en tout point en
absence de couples extérieurs. Mais il ne semble pas possible d’en déduire
sans hypothése supplémentaire, la parité de f par rapport 4 w.

Dans un article paralléle, Dahler et Sather [26], étudient en détail le
modéle proposé par Jeans [6] des sphéres lisses et élastiques dont le centre
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de masse ne coincide pas avec le centre de symétrie. Ils montrent que
ce modele a la particularité de comporter I'existence, pour tout choc,
d’un choc inverse. Dans I’étude de la fonction de distribution au voisinage
de I’équilibre par la méthode de Chapman-Enskog, f est supposé indé-
pendant de l'orientation de la molécule, et, par une démonstration fausse,
ne sont conservés dans le développement de f que les termes qui ne sont
pas fonction de l'orientation du vecteur rotation.

L’influence de cette anisotropie a été mise en évidence par Kagan et
Afanas’ev [28] dans I’étude des propriétés d’'un gaz de sphérocylindres
fondée sur Iéquation établie par Taxman, et par Waldmann [29] dans
I’étude du coefficient de diffusion d’un gaz de Lorentz de sphéres rugueuses.
Pour en préciser la portée, Condiff, Lu et Dahler [30], ont repris I'étude
détaillée du modéle des sphéres rugueuses de Bryan [2]. Ils établissent
dans ce cas, I’équation de Boltzmann sous la forme ot nous I'obtenons
au chapitre 2, en étudiant en détail les chocs pseudo-inverses. Ils montrent
que I’équation intégrale obtenue par la méthode de Chapman-Enskog
est une équation de Fredholm a noyau non symétrique et établissent une
équation symétrisée qui leur fournit des majorants pour le calcul des coeffi-
cients de transport. Ces coefficients sont obtenus par des développements
en série triple de polynomes des variables v, Q2 et (v-€2)%. En résolvant
de fagon approchée le systéme infini d’équations linéaires obtenu, pour
différents choix des termes conservés, ils montrent que, pour le modéle
utilisé, 'influence de I’anisotropie du vecteur rotation par rapport au vecteur
vitesse n’est pas négligeable pour le coefficient de conductivité thermique
et beaucoup plus faible pour les coefficients de viscosité. On doit noter
une erreur, mineure, dans leur équation (30) ou la valeur exacte du dernier
terme est 2B,u?w®Q* et non 4B, u,w®Q* (voir infra, chap. 3). Cette erreur
est d’ailleurs reproduite dans [33].

L’¢tude de l'influence de l'anisotropie du vecteur rotation est aussi
le but du travail de Sandler et Dahler [3/] pour un gaz de sphérocylindres.
Aprés avoir établi de fagon heuristique une équation de Boltzmann ana-
logue a (6) en supposant f indépendant de I'orientation de la molécule,
les auteurs déclarent avoir démontré que la fonction f est une fonction
paire de Q, vecteur rotation, et que I'équation de Fredholm obtenue est
4 noyau symétrique. Limitant leurs développements a un petit nombre
de termes, ils montrent sur des résultats numériques que I'influence de
I'anisotropie de € est faible, plus encore que dans le cas des spheres
rugueuses.

Dans une autre voie, en généralisant la méthode des 13 moments de
Grad et celle de Waldmann [29], McLaughlin et Dahler [32], obtiennent
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des résultats comparables a ceux de [30], pour les coefficients de transport
des gaz de sphéres rugueuses.

7. Le rapide examen que nous venons de faire des différents travaux
publiés sur la théorie classique montrent a I’évidence que de nombreuses
lacunes subsistent dans cette matiére. C’est 4 I’étude de certaines de ces
questions que nous avons consacré le présent travail. Le cadre dans lequel
nous avons choisi de travailler est assez général pour comprendre comme
cas particuliers tous les modeles décrits ci-dessus, sans étre pour autant
le plus compliqué que I'on puisse imaginer : toute notre théorie est faite
dans le cas d’'un modéle a collision « instantanée » : au cours de la colli-
sion, de durée nulle, les paramétres qui fixent la position et la forme d’une
molécule ne varient pas; seuls varient les paramétres de « vitesse ». Cette
restriction apporte de considérables simplifications en de nombreux points
de notre étude. Par souci de cohésion, toutes les démonstrations ont été
faites sous cette hypothése. Cependant, un certain nombre d’entre elles
peuvent facilement étre étendues au cas d’un potentiel intermoléculaire
quelconque.

Dans le chapitre premier, aprés avoir donné quelques définitions et précisé
la notion de choc parfait, nous étudions en détail le probléme de I'existence
de chocs inverses ; ce probléme est important car la théorie des modéles
qui possédent une telle propriété est considérablement simplifiée. Nous
donnons la forme générale des modéles correspondants, qui généralisent
le modele des sphéres surchargées cité ci-dessus. Nous étudions ensuite
des modeles ou existent des paires de collisions présentant un degré de
symétrie moins important. Ces collisions, dites pseudo-inverses, jouent
un rdle considérable dans le modéle des sphéres rugueuses, Comme nous
'avons dit plus haut, mais il existe une classe plus vaste de modéles dans
lesquels elles apparaissent. Enfin, nous terminons ce premier chapitre par
I’étude des invariants sommatoires dans un choc parfait : ces invariants
sont bien connus dans la théorie monoatomique, si bien connus méme que
leur définition correcte est souvent omise dans les traités classiques. 11
en résulte qu'une assez grande confusion apparait lorsque I'on passe a
la théorie des gaz polyatomiques : il nest qu’a voir la diversité des interpré-
tations, dans les articles cités ci-dessus, sur le point de savoir si le moment
cinétique (en un point fixe ou en un point li¢ & la molécule) est ou non un
invariant sommatoire ! Faute de définition précise, toute réponse correcte
est impossible. La distinction que nous introduisons entre invariants som-
matoires propres et dégénérés est importante au chapitre 2 pour I’étude
de la distribution maxwellienne. Nous montrons aussi que le nombre
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total des invariants sommatoires est compris entre 4 et n + 1, n étant le
nombre des paramétres nécessaires a la description de la molécule.

Le chapitre 2, divisé en six parties, est consacré a ’obtention d’une équa-
tion de Boltzmann et a I’¢tude de ses premieres propriétés. Dans 2.1,
nous partons de I’équation de Liouville et, en utilisant des distributions
tronquées analogues a celles que Grad [34] utilise pour la théorie mono-
atomique, nous obtenons par intégration une équation intégrodifféren-
tielle reliant les distributions tronquées d’ordre 1 et 2. Le second membre
de cette équation est tout d’abord obtenu comme une intégrale calculée
sur un sous-ensemble de I’espace des phases. Puis nous le transformons
pour obtenir une intégrale plus aisément manipulable. Notons que, dans
un article récent, She et Dahler [33] utilisent une méthode analogue, au
début du moins, mais I’écriture, faisant intervenir un Jacobien, et le choix
des variables d’intégration sont différents des notres. 2.2 est consacré a la
formulation et & la discussion des hypothéses qui permettent le passage
de I’équation précédente & une équation du type de Boltzmann. En parti-
culier sont discutés le cas ou existent des collisions inverses et celui ou
existent des collisions pseudo-inverses. Dans le second cas, on montre
ce que la structure du modéle des sphéres rugueuses a de particulier et
qui permet d’obtenir un second membre analogue au second membre de
la théorie monoatomique. Pour les autres modéles a collisions pseudo-
inverses, une hypothése supplémentaire est formulée concernant la fonction
de distribution. Nous distinguons ainsi deux classes de modé¢les particu-
liers, notées M et M*, pour lesquelles 'équation de Boltzmann a une struc-
ture plus simple que dans le cas général. 2.3 est consacré aux équations
de variation pour des fonctions quelconques des paramétres d’une molé-
cule, et a I'obtention de résultats techniques, utiles pour la suite. Dans 2.4,
un théoréme H est démontré, pour les modeles M et IM*, qui permet,
dans le sous-chapitre 2.5, 'étude des distributions maxwelliennes, corres-
pondant a un équilibre macroscopique. L’existence d’invariants somma-
toires dégénérés conduit 4 une distribution d’équilibre qui dépend d’une
fonction arbitraire de ces invariants dégénérés. Dans le cas ou I’hamilto-
nien a une forme particuliére, obtenue pour tous les modéles usuels, et tous
ceux qu'il est naturel d’envisager, on peut se débarrasser de cette fonction
arbitraire et obtenir une forme proche de la forme classique de Maxwell.
Le sous-chapitre 2.6 traite des équations de conservation dans le cas
général et lorsque la fonction de distribution est maxwellienne.

Le chapitre 3 est consacré a la recherche des solutions normales (au sens
de Grad) de Iéquation de Boltzmann, par un développement du type
Chapman-Enskog. Contrairement au cas monoatomique, les solutions de



CONTRIBUTION A LA THEORIE CINETIQUE DES GAZ POLYATOMIQUES 15

I’équation du bilan détaillé ne sont pas en général solutions de I’équation
de Boltzmann. Le développement doit se faire & partir d’une fonction f(®
plus compliquée que la distribution maxwellienne f°. Nous montrons
que les équations intégro-différentielles a résoudre pour obtenir les termes
successifs du développement d’Enskog sont des équations de Fredholm,
et nous explicitons le second membre de celle qui correspond au premier
terme du développement. L’équation homogéne adjointe de I’équation
de Fredholm admet comme seules solutions, pour les modéles M et W*,
les invariants sommatoires de la collision. Le calcul de la premiére approxi-
mation est poursuivi en détail dans le cas restrictif, mais usuel, ou le seul
invariant non dégénéré, linéaire par rapport aux paramétres p; est la
quantité de mouvement. Puis le probléme est restreint a la recherche des
variations de f autour de la distribution maxwellienne f ce qui est justifié
puisque f° correspond a I’équilibre macroscopique du systéme. Nous
montrons aussi pourquoi il n’était pas possible de développer directement
autour de f°, sans passer par f'?. Dans la deuxiéme partie du chapitre 3,
est développée une technique qui permet de procéder a l'intégration par
rapport a des parameétres d’orientation globale. Le sous-chapitre 3.3
est consacré a I'étude du tenseur des pressions et du flux d’énergie ther-
mique et conduit a la définition du coefficient de conductivité thermique
et des coefficients de viscosité et a leur expression en fonction de scalaires,
vecteurs ou tenseurs solutions d’équations intégrales qui sont écrites.

Le chapitre 4 est consacré a la formulation concréte des résultats précé-
dents pour un certain nombre de modéles particuliers, et a I'étude des métho-
des utilisables pour la résolution des équations intégrales. En particulier,
y sont étudiés les développements en séries de polyndmes et la construc-
tion d’une famille de polyndmes orthogonaux a trois variables est éla-
borée.

8. Dans cette étude, qui a essentiellement pour objet la mise au point
d’une théorie cohérente, nous n’avons pas poussé la résolution jusqu’au
calcul numérique. Ce calcul nécessite I'évaluation d’intégrales sur des
domaines assez compliqués : les difficultés que I'on y rencontre ne sont
pas théoriques, mais seulement de mise en ceuvre; elles ne sont pas, de
nature, différentes de celles rencontrées dans la théorie monoatomique :
seul, 'ordre de grandeur du volume des calculs change. 11 est obligatoire
d’envisager le traitement de ces calculs sur ordinateur ; ceci fera, de notre
part, 'objet de travaux ultérieurs. Quelques-uns des résultats des chapi-
tres 1, 2, 3 ont été annoncés dans [35], [36] et [37]. Les chapitres 3 et 4 cons-
tituent la deuxiéme partie, qui sera publiée ultérieurement.

ANN. INST. POINCARE, A-XII-1

5]
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Ce travail a été réalisé sous la direction de M. le Professeur H. Cabannes.
I1 a été accepté par la Faculté des Sciences de Paris comme thése de Docto-
rat és Sciences Mathématiques. Cette thése a été soutenue le 29 avril 1969.

CHAPITRE PREMIER

SUR LES CHOCS MOLECULAIRES

Ce chapitre contient des généralités sur la schématisation employée
dans ce travail pour la description d’une molécule et I'étude de I'interaction
de deux molécules. Le modéle des collisions instantanées est traité plus
spécialement ; on prouve en particulier que tous les modéles de cette famille
qui possédent des collisions inverses sont d’un type déterminé, qui est
décrit. On démontre enfin un résultat annoncé antérieurement, sur les
invariants sommatoires dans un choc parfait.

1.1. LES DIFFERENTS REPERES UTILISES. — Suivant les cas, il sera
commode d’utiliser 'un ou l'autre des trois procédés suivants de descrip-
tion du systéme:

a) 'espace physique E, muni d’une structure d’espace affine a 3 dimen-
sions : une molécule sera considérée ici comme un systéme matériel occu-
pant 3 un instant donné un volume fini V de E, limité par une surface fermee
simplement connexe. La distribution de masse pourra n’étre non nulle
que dans une partie de V. L’évolution de la molécule V au cours du temps
sera supposée définie par la connaissance d’un nombre fini, s, de para-
métres ; ces paramétres, notés ¢; (i = 1, . . ., s) seront : les trois coordonneées x;
(i = 1, 2, 3) d’'un point caractéristique de la molécule (par exemple le centre
d’inertie), dans une base de E (on écrira globalement x); les paramétres
internes a; (j =4, ..., s) (notés globalement a) qui fixent la forme de la
molécule et son orientation dans E. Soit 2 'espace de configuration, iso-
morphe a R?, dont un point représentatif a pour coordonnées g; (i=1, .. ., s).
On se servira aussi de I'espace ./ (coordonnées a;). On a 2=E x o/.
A cet espace 2 on associera 'espace des moments & dont le point représen-
tatif a pour coordonnées I’ensemble des valeurs des moments conjugués p;
des variables x; et a;. On notera p, 'ensemble p,, p,, p; et p. I’ensemble
des moments conjugués des variables a.
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b) L’espace des phases y : dans cet espace a 2s dimensions I'état de chaque
molécule est représenté par un point z, dont les s premicres coordonnées
sont les g, les s suivantes étant les p;. On écrira aussi z = (g, p). L’espace y
est isomorphe a 2 x 2.

¢) L’espace des phases 72 : c’est I'espace produit y.- x y. Dans cet espace,
un couple de molécules est représenté par un point { noté aussi (Q, P)
ou Q est un point de 2@ = 2 x 2 de coordonnées q1, ..., g}, 4%, ..., ¢*
et P un point de 2 = 2 x 2 de coordonnées pi, ..., pl, p?, ..., p2

1.2. LE POTENTIEL INTERMOLECULAIRE. — Le mouvement d’un sys-
téme isolé de deux molécules est supposé régi par I’'Hamiltonien

H®(() = H(z') + H(Z®) + ®(¢', ¢°),

ou H(z) est ’Hamiltonien d’une molécule isolée dans I'espace. L’Hamilto-
nien H sera supposé indépendant du temps. Le potentiel intermoléculaire
®(¢q', ¢*) est une fonction symétrique de ses deux arguments. Nous la
supposerons de classe ¥' dans un domaine de 2® qui sera précisé plus
loin, et nulle a Pinfini. Le principe d’homogénéité de I'espace physique
nous montre que le potentiel ® doit étre invariant si 'on fait subir au sys-
teme des deux molécules une translation quelconque dans I'espace physique.

Ceci entraine que ® doit étre une fonction de x* — x!, de a' et de a?
exclusivement. De méme, I'application du principe d’isotropie entraine
que @ doit €tre invariant par toute rotation globale du systéme des deux
molécules dans I'espace physique.

On désignera par ¥(q', ¢°) le vecteur gradient de ® par rapport au premier
groupe de coordonnées: ses composantes sont

0
l//i(ql7 qz) = Wq)(ql’ qz)’ (l = 19 v S)'

1.3. COLLISION DE DEUX MOLECULES. — On désignera par ce terme
I’évolution du systéme des deux molécules lorsque son point représentatif Q
dans 2% appartient au domaine F ou ® est défini et non nul. Le début
de la collision sera défini par l'instant ¢t~ ou Q pénétre dans F, la fin de
la collision correspond a Iinstant t* ou Q quitte F. Les points représen-
tatifs dans y®' seront notés respectivement : { ~ = (z! 7, 22 ") et { * = (2! *, 22 ).
L’expression « choc de deux molécules » sera réservée aux collisions dites
instantanées, étudiées plus loin.
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1.4. LES EQUATIONS DU MOUVEMENT. — Elles s’écrivent :
. 0H(2) . aH(Z)
Q= oP 5 P=— 20 °
ou encore : Q

. oH ]
q' = a—’;(q‘,p‘); P!

oH
- a—ql(q‘,p‘) - ¥q', 9>
, OH oH

— " (a2 p2)- 22 0T 2 2y 2 .1
q apz(q,;v), P apz(q,p) Vg, q')

(1)

1.5. INTEGRALES PREMIERES ET INVARIANTS DE LA COLLISION. — Nous
pouvons écrire immédiatement un certain nombre d’intégrales premiéres
du systéme (1), linéaires par rapport aux moments p; :

a) Supposons que g, soit un paramétre cyclique de H(z) et que ®(g*, ¢°)
ne dépende pas de g}, g7. Alors le systéme (1) admet les deux intégrales
premiéres : p; = cte; p? = cte.

b) Supposons que g, soit un paramétre cyclique de H(z) et que
vig', ¢%) = — V(q*, q') ce qui sera le cas en particulier si g} et g/ n’appa-
raissent dans ® que par la différence qi — g7. Dans ce cas, le systeme (4)
admettra lintégrale premiére p! + p} = cte.

Ces diverses intégrales peuvent étre obtenues soit a partir de la forme
actuelle de H'®({), soit aprés que cet Hamiltonien ait subi une transfor-
mation canonique. Le premier type, (@), d’intégrales premiéres correspond
aux constantes du mouvement de chaque molécule, qui se conservent au
cours de la collision. Nous les désignerons dans la suite sous le nom d’inva-
riants dégénérés. Au second, (b), appartiennent les invariants classiques :
quantité de mouvement totale du systéme et moment cinétique total du
systéme en un point fixe. L’existence d’autres invariants dépendra de la
nature du modéle moléculaire et de la forme du potentiel d’interaction.

A coté des invariants linéaires décrits ci-dessus, figure aussi un invariant
quadratique : puisque H®({) ne dépend pas du temps, il se conserve sur
la trajectoire de { dans y'». D’autre part, au début et a la fin du choc, @ est
nul. Cette équation de conservation (de 'énergie) prend donc la forme:

H(z' ") + H(z2") = H(z' ") + H(z*").
Notons aussi que, dans les phases antérieure et postérieure a la collision,

H(z!) et H(z?) sont invariants séparément.

1.6. CAS PARTICULIER IMPORTANT : LES COLLISIONS ELASTIQUES. —
Supposons que x; (i = 1, 2, 3) soient les coordonnées du centre d’inertie
de la molécule et que le potentiel intermoléculaire ne dépende que de
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| x2 — x'| (ce qui est cohérent avec les principes d’homogénéité et d’iso-
tropie de I'espace). Alors 'Hamiltonien H'?' se décompose en trois parties :
H®(0) = K(x', pl, x*, p2) + H(a', p;) + H(a?, pJ),

et le mouvement du systéme lui-méme est décomposé en trois: le mouve-
ment de chacune des molécules autour de son centre d’inertie est le méme
que s’il n’y avait pas d’interaction ; le mouvement du centre d’inertie est
décrit par 'Hamiltonien K(x', p!, x, p2). C’est le mouvement classique
de deux points matériels soumis a une interaction centrale.

Cette hypothése conduit a la théorie cinétique des gaz monoatomiques :
les degrés de liberté autres que les coordonnées du centre d’inertie ne sont
pas pris en considération.

1.7. RELATION ENTRE LES VITESSES D’APPROCHE AVANT ET APRES LA
cOLLISION. — Un des résultats les plus intéressants de la théorie des colli-
sions élastiques est que la valeur absolue de la vitesse relative des deux
molécules est la méme au début et & la fin de la collision. Nous allons
maintenant étudier la propriété correspondante dans le cas général. Dans
I'espace des phases y® la transformation de contact (canonique) qui définit
{(t) en fonction de {(to) conserve le volume (théoréme de Liouville). On
peut donc concevoir le mouvement de { dans y'*) comme Pécoulement
d’un fluide incompressible.

Si on considére un tube de courant limité par deux portions de surfaces
fixes ¥* et &~ orientées respectivement vers I'extérieur par les normales
unitaires M* et M, les flux algébriques a travers & * et &~ sont opposés.

On a donc:

j (*- Ayt = —J {Twdy.
s -

En particulier, choisissons pour & * et &~ les sections par le tube de cou-
rant des surfaces définies par les équations:

67(Q)=0 et 07 Q)=0.

RN+ et R~ n’ont alors de composantes non nulles que dans 2% et I'on a:
j (o mrdyt =j Q*- A*d 9*dP,
»+ P xP
f (o MdyT :J Q - Ad ¥ dP,
} 9- x 2

ou A’etd ¥ sontla normale unitaire et I’élément d’aire de la surface (Q) =0
dans 2?2,
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La relation 6(Q) =0 peut aussi étre interprétée comme représentant
dans 2 une surface S, lieu du point g€ 2 tel que 6(q*, q) = 0 (¢* étant alors
fixe). Définissant alors G, comme la vitesse d’approche normale du point ¢*

par rapport a la surface 6(q', g) = 0 et dS comme I'élément de surface
correspondant,ona:

f Q- Nd$dP = j G,,dSdq'dp'd p*.
b4 S

Passons maintenant & I’espace physique E. La méme relation 6(Q)=0
peut encore étre considérée comme I’équation d’une surface £ de E, depen-
dant paramétriquement de x*, a! et a®: C’est le lieu de x?> € E tel que :

B(x!, a', x2, a®>) = 0.

La vitesse normale d’approche de x? par rapport a la surface Z est notée g,,
et Pélément d’aire de T est noté do. On a alors: G, ,dS = g,,da*ds (*).
On en déduit alors les trois formules suivantes:

) f Q- AHagtdPt = —J Q - N d$~dP~
(3) J G;,dStdq tdp*tdp*t = — J G;,dS"dq' ~dp' ~dp*~
S+ -

@) J gz*lda+da2+dq‘+dp‘+dp2+=—J g7:do~da*~dq'~dp'~dp*~
T+ P

Seul le domaine d’intégration relatif a df (respectivement dS, do) a été
indiqué ; les autres variables décrivent la partie de leur domaine définie
de maniére immédiate a partir de <.

Nous appliquerons ces formules au cas ou les surfaces $* (ou S* ou T%)
sont des parties de celle qui limite le domaine d’action de la molécule 1.
Donc, lorsque le point représentatif Q (ou g* ou x?) pénétre a travers ¥~
(ou S™ ou X7) avec Q -4 <0 (ou G;;, <0, ou g5, <0), la collision
commence. Elle se termine lorsque le point représentatif ressort a travers
#* (ou S* ou =*) avec Q* - A > 0 (ou G3; > 0 ou g5, > 0).

Dans le cas des collisions élastiques, la formule (4) jointe & I'équation

H(z7) + H(z7) = H(zy) + H(z3),
qui est équivalente a (pi*)? + (p27)* = (pi~)* + (p27)% conduit imme-

diatement 3 g7, = — g3;-

(!) La démonstration de cette formule sera faite au chapitre 2, ou elle se trouvera plus
a sa place.
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1.8. COLLISIONS INSTANTANEES. — Dans 7, la surface S séparant la
région ou le potentiel @ créé par la molécule 1 est nul, de la région D ou
il est non nul, a pour équation 6(q*, q) = 0. Supposons que dans D, ® soit
positif. D’aprés les hypothéses faites en 1.2 les dérivées partielles de @

. )]
par rapport aux variables g; sont continues dans D. Le vecteur a—est donc
q

une fonction continue de ¢ dans D ; nous supposerons de plus que lorsque

. 2 aQ . . .
g€ D tend vers un point ¢* de S, le vecteur a—a une limite, dont la direc-
q

tion est celle de la normale en g% a S. Définissons alors le potentiel @,
par ®,(q, q') = A®(q, q') pour A > 0; la limite, lorsque ¢ tend vers g%€S, de

o0, / o,

oq oq
ceci quel que soit 4 > 0. Ceci nous améne, en passant a la limite . —» + oo,
a définir le potentiel rigide élastique (schématiquement : ® = 0 a 'extérieur
de S, ® = + oo dans D) de la fagon suivante : lorsque le point g atteint
la barriére de potentiel 6(q*, g¢) = 0 il est soumis 4 une percussion géné-
ralisée n'2 dont la direction est normale a la surface S au point ¢2. La col-
lision a alors une durée nulle: au cours de la collision, les paramétres de
configuration ¢ ne varient pas, et les paramétres p subissent des varia-
tions Ap. Les valeurs de ces variations sont données alors par le systéme

(%) Ap' =n*';  ApP=n'%,  (Api=pi —p;)

est le vecteur unitaire n & S, dirigé vers I'extérieur de S,

obtenu par passage a la limite a partir de (4), et I'’équation
(6) AH(z,) + AH(z,) = 0.

Il est clair que le systéme (5) admet les mémes invariants, dégénérés ou
non, que le systéme (1). Autrement dit, pour un paramétre cyclique g,
les valeurs de 7' et m/? sont opposées (On suppose ici, comme plus haut,
que I'on a effectué la transformation canonique nécessaire pour que I'inva-
riant linéaire considéré corresponde a4 un paramétre cyclique). Compte
tenu du fait que ¢' et ¢ restent constants pendant la collision, le théoréme
de Liouville, exprimant la conservation du volume dans I'espace des pha-

ses y*) sexprime par :

1+ 2+
R D", p*")

D', p77)
De (3) et (4) on tire alors:

(8) G;1 = - G3y; g = — g21

1
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Nous réserverons aux collisions décrites ci-dessus le nom de chocs par-
faits.

Mais on doit noter qu’il peut exister d’autres collisions instantanées
conservatives, qui ne sont pas définies par passage a la limite de collisions
définies a partir d’'un Hamiltonien. Dans ce cas, les variations des moments
au cours du choc vérifient encore les équations (5) et (6) mais comme
n'? est plus normal a la surface S(g’, g) = 0, le systéme (5)-(6) ne suffit
pas. Il faut ajouter des relations supplémentaires, traduisant la nature
du choc. On peut classer dans cette derniére catégorie le modéle du choc
de deux sphéres parfaitement rugueuses, de Bryan et Pidduck (voir par
exemple [30]) pour lequel les paramétres g; sont uniquement les x; et la
condition supplémentaire g;; = — g7;. Ce modéle a été modifié par l'intro-
duction d’une « rugosité partielle ». Voir Sather et Dahler [38]. Ces deux
derniers modéles vérifient eux aussi les égalités (7) et (8).

1.9. HYPOTHESES GENERALES. — Les modéles de collisions de deux
molécules que nous utiliserons par la suite seront: soit le modéle des
collisions élastiques ; soit le modéle du choc parfait ; soit les modeles de
chocs élastiques de sphéres rugueuses, décrits ci-dessus.

Tous ces modéles ont en commun les propriétés (7) et (8), que nous sup-
poserons désormais toujours vérifiées.

1.10. CoLLISIONS INVERSES. — Les collisions élastiques définies en 1.6

jouissent de la propriété suivante: si une collision fait passer de I'état
1=, pr7) alétat (pr*, p2*) il existe une collision qui fait passer de I'état
1+, p2*) a létat (pi~, p27).

Le vecteur unitaire apsidal de la deuxiéme collision est alors 'opposé
du vecteur unitaire apsidal de la premiére. Ces deux collisions sont dites
inverses 'une de l'autre.

Dans le cas général de la collision de deux molécules quelconques,
une telle situation n’existe pas toujours [8].

Sather et Dahler [26] ont montré I'existence de chocs inverses dans le
modéle des sphéres surchargées (molécules sphériques solides dont le
centre d’inertie ne coincide pas avec le centre de symétrie, et réalisant entre
elles des chocs parfaits).

Nous allons établir maintenant les conditions pour qu’un modele
moléculaire avec choc parfait soit tel qu’a toute configuration de choc
corresponde une configuration inverse: plus précisément, nous dirons
que le choc C admet un inverse C si: la configuration précollisionnelle
(x!, a!, p'~, x%, a p?~) se transformant par les équations du choc en
la configuration post-collisionnelle (x!, a*, p**; x2, %, p**), il existe &'
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et %2 tels que la configuration (¥!, ', p' * ; #2, a2, p?) soit pré-collisionnelle
et se transforme par les équations du choc en la configuration post-colli-
sionnelle (¥!, @', p*~; %%, a?, p?>~). Puisque les équations du choc sont
invariantes par translation dans I'espace physique, on peut prendre ¥, = x,
sans nuire a la généralité de la définition précédente. La condition pour
qu'une configuration (x', a', p'~; x?, a?, p*~) soit pré-collisionnelle a
été écrite: O(g', ¢*) =0 et g5, <0, ou encore O(x*> — x!, a!, a?) =0 et
821 < 0(ce qui est équivalent & g;; > 0 d’aprés (8)).

On peut alors schématiser la situation de chocs inverses par le diagramme :

£2:<0 1 1 1+, .2 2 2+
= (x',a,p " x%a’p*)

£,<0

(x',a', p'”; x%, a% p?7)
o |

1 1 1. =2 2 2- 1 1 1+, =2 2 2+
(x',a', p'; X%, 4% p*7) (x',a', p'"; %% a% p*T)

La condition pour que, dans le modéle considéré, tout choc admette
un choc inverse, est que, quels que soient x!, a', p' =, x2, a?, p?~ vérifiant

O@x*—x'a',a®)=0 et g5 <0,

il existe ¥* satisfaisant a: ©(%% — x!, a', a?) = 0, et tel que (9) soit vérifié.
Soient M le point de 2'* de coordonnées x', a', x, a> et M le point

de coordonnées x', a’, ¥, a. En ces deux points, les normales extérieures

a la surface séparatrice ¥ sont respectivement paralléles aux vecteurs de

composantes

{ a@ 2 1 1 2), a@ 2 1 1

x*—x' a4l a (x% — x!, a', a?),

" ou oa'
00 00
W(x2 —x',d', d?), ﬁ(x2 -x',a',d }
et
00 00
{ - 'a__(iz - xla al, aZ), F(EZ - xla al; az)’
u a
00 00
E‘"(fz —x', a', az)a W(iz - x!, a', az)}

00
. désignant I'ensemble des dérivées partielles de © par rapport au pre-
u

mier groupe de variables. Nous noterons symboliquement A" et A les
vecteurs unitaires normaux a ¥ en M et M. Les équations du choc direct
sont alors données par le systéme :

(10)  AP=P" —P =uA7  AH(g", p") + AH(g? p?) =0,

qui détermine aussi le scalaire p.
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S’il existe un choc inverse, ses équations seront :

(11) AP =P* — P~ =jA"  AH(@G', p') + AH(§?, p?) =0,

systéme qui détermine aussi la valeur du scalaire fi.

MaisonaP* = P~ etP~ = P*.(10)et (11)entrainent donc : p A= — i N
Aux points M et M les plans tangents a la surface ¥ sont donc parallées.

Nous sommes ramenés au probléme suivant : soit & I'espace E X .o/ x .o/
isomorphe 3 R%*73, On cherche dans .o une variété V de dimension 2s—4,
définie par une équation O(x, u, v) = 0, et telle que, pour toute section
&(a', a®) de V par u=a', v =a? et tout point Meé&(a', a®), il existe
Me &(a', a®) tel que les plans tangents en M et M & V soient paralléles,
avec normales extérieures de sens opposé. Sous réserve que la fonction
O(x, u, v) admette des dérivées partielles continues par rapport a toutes
les variables, les seules surfaces qui satisfassent a la question sont celles
pour lesquelles toute section &(a’, a®) se déduit d’une section particu-
liere &(a}, a3) par une translation dont le vecteur est fonction de a' et a.
De plus, le principe d’isotropie impose que la variété V soit invariante
par toute transformation induite par une rotation dans I'espace physique E.
Or, une telle rotation transforme les coordonnées « internes » a' et a*
en A' et A2 Elle fait donc correspondre 3 Me&(a', a*) un point
M’e&(AY, A%). Comme la projection de M’ sur I'espace physiqué E se
déduit de celle de M par rotation et que d’autre part les sections &(a’, a®)
et &(A!, A?) se déduisent 'une de l'autre par translation, il en résulte que
&(a, a®) est une sphére dont le rayon est indépendant de a' et a®.

Les seuls modéles avec chocs parfaits qui donnent lieu a des chocs
inverses sont donc ceux pour lesquels le domaine d’action d’'une molécule
est une sphére de rayon invariable. Il est alors naturel de changer le mode
de représentation d’une telle molécule: nous choisissons comme repére
privilégié 1i¢ a la molécule un repére centré au centre de la sphére d’action
et lié a cette sphére. Nous désignons désormais par x les coordonnées de
ce centre (par rapport aux axes fixes), centre qui n’est plus obligatoirement
le centre d’inertie et par a les coordonnées « internes » qui fixent la position
du repére et des différents constituants de la molécule par rapport a ce
repere.

Les équations du choc de deux telles molécules s’écrivent alors en dési-
gnant par ¢, p!, les moments conjugués de x' et a' et en appliquant les for-
mules (20):

(12)  Ac'=pk; AP =—pk;  Ap;=0; Ap;=0;
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ou k est le vecteur unitaire de la direction du vecteur x? — x! et ou u est
défini par la relation :

(13) AH(x', @', ¢', p}) + AH(x?, @?, ¢, p2) =0

Or, H est de la forme: H(x, a, ¢, p,) = K(c, a) + ¢-L(a, p,) + M(a, p,),
ou K est une fonction quadratique homogéne des ¢;, ou L est une fonction
vectorielle (2 3 dimensions) de a et p,, linéaire par rapport aux p,. Donc

0K
AH = K(Ac, a) + Aca*(c', a) + Ac-L(a, p,) = K(Ac, @) + Ac-x~,
¢
. ., OH ., -
puisque x = S L’égalité (13) s’écrit alors

WKk, a') + Kk, @®)] + pk-(5'~ — ¥*7) = 0;

\

or, le calcul de g,, nous donne ici: g,, = (x> — x')-k, d’ou

_ 821
Kk, a') + K(k, a2)'

u

Dans (12) nous remarquons que tous les moments conjugués des varia-
bles internes restent inchangés au cours du choc. Ce sont des invariants
dégénérés de la collision.

Le modéle avec chocs inverses obtenu ici et qui généralise celui des
sphéres surchargées [26], est la limite, au sens de 1.7, d’'un modéle ou les
deux molécules interagiraient par I'intermédiaire d’une force unique, mais
non appliquée au centre d’inertie de la molécule. Il est facile de voir, sur
les équations de la collision (4), qu'un tel modéle ne donne pas lieu a des
chocs inverses. Le fait que le modéle limite posséde la propriété tient essen-
ticllement a ce que les variables ¢ ne changent pas au cours du choc.

Notons encore la grande similitude entre le modéle défini ici et celui
des chocs €lastiques (1.6): la seule différence fondamentale est que, pour
les chocs élastiques, les variables a et x sont des variables indépendantes
dans le mouvement libre, alors qu’elles ne le sont pas dans le cas étudié ici.

Remarque. — Si nous échangeons les indices 1 et 2 (et par suite rem-
plagons k par — k), g,, est inchangé, ainsi que u. Il en résulte donc que
les formules (12) sont invariantes par cet échange.

1.11.  COLLISIONS PSEUDO-INVERSES. — Considérons maintenant le cas
particulier important ou le potentiel intermoléculaire ® est une fonction
paire de x*> — x' = x (ce sera le cas, en particulier, toutes les fois ou chaque
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molécule présentera une symétrie par rapport a un centre, mais cette condi-

tion n’est pas nécessaire, voir par exemple le modéle des sphéres surchar-
gées déja cité). On a alors:

op oo
6—(&“1»02)=——( xvavaz),
X
(14) aq) 1 2 aq) 1 2y. a(l) 1 2 aq) 1 2
b;f(xaa7a)=%(_x,a7a)s a—az(x’a’a)=ﬁ(—x,a’a)-

Si nous nous plagons dans le cas ol x' repére le centre d’inertie de la
molécule 1, 'Hamiltonien H® s’écrit :

1,1 2,2
H() =”*—2’:'1’£ + H(a", p}) + ”"2 n’:x + H(a?, p2) + O(x, a', a?),

On peut supposer, sans restreindre beaucoup la généralité, que H est une
fonction paire de I'ensemble des variables p,. Ceci exclut le cas des molé-
cules déformables dont le potentiel intramoléculaire dépendrait des
vitesses. Sous cette hypothése, on a les résultats suivants:

oH®  GH®

ox! ox* :

oH®  ogH® i
ol et gy sont des fonctions impaires de I'ensemble des variables p,,;
px px

dH®  GH®

——— et ———sont des fonctions impaires de I’ensemble des variables p,.
a 1 a 2 i
Pa ) 2

Le systéme des équations du mouvement peut s’écrire, si ’'on ne s’inté-
resse qu'a la position relative des deux molécules, et si on désigne par ¢
la variable conjuguée de x:

de o Lo, 4 ¢
(15) dt—_ax(x’a’a)’ d m’
dp’ JH o , 5. da* OH
a I a ay __ ; —_ a, :; =1’2
dt 2a (P pulval e op, PR (=12

Compte tenu des propriétés de symétrie décrites ci-dessus, si nous effec-
tuons le changement de variables

X=—x; ¢=c¢; a&@=a"; pi=-—-p; 1=—1,
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le systéeme différentiel se transforme en:
de oD o dx ¢

______"'"l ~2 =
(16) dt ax(x’“’“)’ dt m’
dp*  oH o0 d@  oH
e @) - (8,8 = (@) (k=1,2)
dr Ga &P~ S ®aT); ap,,(a P); (@=12)

Les variables ¥ et ¢ d’une part, @* et p% d’autre part, sont canoniquement
conjuguées lorsque le temps 7 est utilisé. Donc, si la confirmation

(x(0), a'(0), a*(0), <(0), p2(0), p2(0), t,)
est transformée au temps ¢, =ty + f, en la configuration
(x(1)9 al(l), az(l)’ (.’(1), P:(l)’ Pf(l), tl)’

la configuration (¥(0), @'(0), @*(0), &0), p(0), p2(0), t,) sera transformée, au
temps 1, =t,+ T =1t,— I, en la configuration:

(i(l)a &1(1)’ az(l)’ E(l)’ ﬁ;(1)7 ﬁ:(l)a Tl)

Appliquons au cas ou ¢, est le début d’une collision, ¢, la fin : une colli-
sion ¥ est alors décrite par le diagramme :

1- 2 —\ durée?

- - - 1- 2 + 1+ 24
(x, a7, a* ¢, pi7, p27) =5 (x*, el a

+ o1+ 2+
» € 5 Pg s Pa )

Le résultat précédent montre qu’il existe aussi une collision € définie
par le diagramme :
1+

+ 2+ + 1+ 2+) durée? =~ al” a2 - 1- 2-
(_x ,a ,a , € ,—pa 9_pa ) (_x ,a ,a s C a_pa ,—Pa )

Les fléches indiquent le sens d’évolution de la variable temporelle t.
Les collisions € et € sont dites pseudo-inverses 'une de 'autre.

Les conclusions précédentes sont encore vraies lorsque I'on effectue
le passage a la limite de 1.8 ; les chocs parfaits entre molécules dont le centre
d’inertie est aussi centre de symétrie (pour la zone d’action) ont des chocs
pseudo-inverses. Mais ce n’est pas la seule fagon d’obtenir des modéles
présentant une telle propriété : considérons un modéle avec collision ins-
tantanée conservative, sans précision sur la direction de la percussion
généralisée.

Les équations du choc sont de la forme :

pit =alpl” + BLpl s PPt =Bipl T +oBpRT (j=1...59)
;B

By o

A% =1 (a cause de la conservativité), dont les éléments sont des fonctions

La matrice A = est une matrice carrée 2s x 2s telle que
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des valeurs des paramétres x, @', a®> a linstant du choc. Supposons que
les coefficients de la matrice A soient des fonctions paires de x pour

G, Nell, 2, 3] x [1, 2, 3] et @ )el4, ...,s]x[4, ..., 5]

et des fonctions impaires de x pour les autres valeurs du couple d’indices.
Ceci veut dire que les quantités ¢* (resp. p;) sont reliées aux quan-
titts ¢~ (resp. p;) par des coefficients pairs en x, et aux quanti-
tés p, (resp. ¢7) par des coefficients impairs en x.

Dans ces conditions, au choc représenté par le diagramme

1 2 - 1- 2- 1 2 + 1+ 2+
(x,a,a,c sPa s Pa )—)(x’a’a5c’pa > Pa )
correspond le choc pseudo-inverse :
1 2 + 1+ 2+ - ‘nl— 2-
(_xya ,a5¢ , =Py s — Pg ) - (—x$ al9 aZ’c > = Pa > Pa )

Cette situation n’est pas purement artificielle : en effet, la vitesse d’appro-
che g,, définie précédemment est une fonction linéaire des paramétres c;,
p2 et pZ. Si les molécules ont un centre de symétrie, les coefficients des c;
sont des fonctions paires de x, ceux des p}, et des pZ, des fonctions impaires
de x. Il suffit donc que les relations supplémentaires qui définissent la
nature du choc présentent les symétries adéquates pour que les chocs
pseudo-inverses existent. C’est le cas, en particulier, pour le modéle des
spheres rugueuses ou partiellement rugueuses cité en 1.8.

Dans tous les cas ou nous venons de définir les chocs pseudo-inverses,
les vitesses d’approche normales avant et aprés le choc (direct ou pseudo-
inverse) sont opposées. De plus, les valeurs absolues de ces quantités sont
les mémes pour le choc direct et le choc pseudo-inverse: cette valeur
absolue est une fonction paire des c;, une fonction impaire des p}, (« = 1, 2).
Un cas particulier important pour la suite est celui ou cette vitesse normale
d’approche ne dépend pas des pi (x = 1, 2). Mais alors la surface X de E
définie en 1.7 ne peut étre qu’une sphére, dont le rayon ne dépend pas des
paramétres a* (x = 1, 2). Parmi les modéles que nous considérons, les seuls
qui satisfassent aux conditions actuelles sont les collisions élastiques (1.6)
et les spheres rugueuses ou partiellement rugueuses.

En résumé, nous aurons deux types de modeles avec collisions pseudo-
inverses :

a) les chocs parfaits de molécules dont le centre d’inertie est centre de
symétrie pour la zone d’action ;

b) les modéles de sphéres rugueuses ou partiellement rugueuses. Les
modéles b présentent la particularité d’avoir une vitesse normale d’appro-
che g,, indépendante des variables p} (ax = 1, 2).
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Nous pouvons encore, comme dans le cas de collisions inverses, obtenir
un résultat intéressant pour la suite : la collision pseudo-inverse de :

Ay~ al™ 42— p— pl=— p2- + 1+ 24 4+ 1+ 24
¢:(x",a'",a* ¢, pl . pl7) > (xt,at a7 et plt p2T)
est
z . 1+ + .t 1+ 2+ - ol 22— - 1- 2-
€ (—x",a' @ e, —pit, —plt) o (—x",a' ", a* e, —ptT, —p2T)
Dans cette derniere formule, échangeons la numérotation des deux molé-
cules : nous obtenons la collision :

Z o (pt g2+ a1+ + 2+ 1+ - 22— 11— - 2- 1-
%.(x ,a',a T, —¢", —p;T, =P, )—»(x a4 ,a ,—C ,—Pp; , P, )

% et € possédent évidemment la méme vitesse normale d’approche
(puisque g,; — gy, = —g,; et v > — v, v: normale a X). Donc

gzz_l =g =+ &5

Les équations de la collision ¢ permettent le calcul de x*, a'*, a?*, ¢+,
2", pi*, p2* en fonction des mémes quantités affectées de Iindice — :

(17) (x* ..)=o(x", ...)

Le mé€me opérateur &/, qui est son propre inverse, permet dans % le calcul
de x*,a®*, a'*, c**, ', — p2*, — pl* en fonction des mémes quantités
affectées de I'indice —.

Si donc, on échange, dans le membre de droite de (17) @'~ et a?~ ; ¢!~
et ¢>”;p,~ et p2” le résultat sera, dans le membre de gauche, un échange
dea'*eta®*;c'"t et e, plt et p2t.

1.12. INVARIANTS SOMMATOIRES DANS UN CHOC PARFAIT. — Lorsque
I'on a affaire a une collision élastique on montre (voir [34] ou [39]) que toute
fonction g(p,) satisfaisant a g(pi*)+ (p2*) = g(pi™) + g(p2~) est de la
forme g(p) = Ay + A, 'p, + Ayp, p,, o0 Ay, A, A, sont des constantes.

Dans le cas plus général étudié ici, le résultat correspondant est plus
compliqué.

Nous avons vu en 1.8 que les équations du choc que nous utilisons
dans cette étude sont toujours Ap' = n2' ; Ap? = n'2 et AH(z,)+AH(z,)=0,
et sont complétées par des hypothéses diverses sur les percussions généra-
lisées m2! et m'2.

Dans le cas des chocs parfaits, si 'on se fixe a! et a2, la position relative
des deux molécules a Iinstant du choc est complétement déterminée par
la position du point x? sur la surface Z(x', a!, a%). On peut alors para-
métrer cette surface grace a4 deux parameétres scalaires f, et B,. D’autre
part, la définition des chocs parfaits impose que, dans 7, la percussion géné-
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ralisée ©'? soit normale a la surface S au point ¢2. Le vecteur normal a
S étant défini par la donnée de a', a?, B! et B2, on peut écrire

nlz = n'le(ala a2a ﬁl’ BZ),
et de méme
n21 — n-N“(a‘, az, Bl’ ﬁz)

On dispose alors, pour déterminer les variations des paramétres pf (a=1,2;
i=1, ..., n)au cours du choc et la valeur de n, des 2n + 1 équations

Apll = 7thiZl(als a2, ﬂl’ ﬁ2)5
(18) Ap} = nN{*a', a% By, B);  (i=1,...,n)
H(p'*, a') + H(p? a') = H(p' ", a') + H(p*", a*)

Soit & I’ensemble des chocs ou a!, a?, p!~, p>~ ont des valeurs fixes
(arbitraires), B, et B, variant seuls. Pour tous les chocs de %, on peut,
de (18) déduire:

e

ONZ! ONZ!
dpl* = dn N2 4 dp i
P n n @ﬁxz Bi+m i, B,
19 < dpi”=d7r-N,~12+7raNil dﬁ1+n‘a—i12.dﬁ2 (,k=1,...,n
9B, 0B,

J0H

J0H
L ap’% ¥ (pl+9al)dpllc+ + 57

ot

(p*", a’)dpit =0

Nous savons que Ap! + Ap? = 0 pour i = 1, 2, 3; donc

12 _ _
12 =

T n?! et N}? = — N2! pour i=123

Le systéme des 3 premiéres équations de (19) peut étre résolu par rapport
A dn, ndp,, ndp,, en tout point régulier de Z. Il en est de méme du systéme
des 3 équations de (19) dont les premiers membres sont dp3*, dp}*, dp3*.
En reportant dans (19) les valeurs de dn, ndB,, ndf, tirées de chacun de
ces systémes, nous pouvons écrire (19) sous la forme (20):

dpi* +dpit =0 k=1,2,3

Al(By, By, @', @)dpj T =0 i=1,...,n-3
(20) Aizj(ﬁl’ B2, a', az)dpf"L =0 j=1...,n

0H 0H

(p2+, aZ)dp}+ — 0

(pl +, al)dp! + +
apjl+ J

op*

Notons V(B,, B,) 'espace vectoriel sur R, de dimension 2n — 2, engendré
par les formes linéaires (indépendantes) en dp;* et dp?* qui constituent
les premiers membres de (20). Lorsque B, et 8, varient, I'intersection des
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espaces vectoriels V(B,, §,) est un espace vectoriel W non réduit a { 0 } puis-
que W contient le sous-espace engendré par les trois premiers et le dernier
membres de gauche de (20). La dimension de W est donc comprise entre
4 et 2n — 2. De cette définition résulte de toute forme linéaire par rapport
adp!* et dp}* qui s’annule pour tous les chocs de # est un élément de W.
L’espace vectoriel W peut étre écrit de fagon naturelle comme somme directe
de 4 sous-espaces vectoriels: W=W, @W,@W,®W,: W, (respec-
tivement W,) est le sous-espace vectoriel engendré par les éléments de W
de la forme Bj;dp}* (respectivement B%dp?*). Puisque les deux molé-
cules jouent des roles symétriques, on peut deﬁnlr un isomorphisme naturel
entre W, et W,, et les formes linéaires dH(p'*, a') +dH(p**, a?) et
dpi* +dp?* (i = 1. 2, 3) n’appartiennent pas 3 W, @ W,, puisque les pre-
miers membres de (20) sont des formes linéaires indépendantes, quels que
soient f; et f,. Elles sont de plus indépendantes entre elles. Désignons
par W, le sous-espace vectoriel, de dimension 1, engendré par la forme
dH(p'*, ¢') + dH(p**, ¢%), et par W, le supplémentaire dans W de la
somme directe W, @ W, @ W,. D’aprés ce qui vient d’étre dit, W est de
dimension au moins égale & 3. Nous pouvons affirmer de plus que les sous-
espaces vectoriels W, @ W et W, @ W, sont de dimension au plus égale
a n. En effet, choisissons une base de W, :

Cidpj* + Cldp?*, (=1,...,mk=1, ..., dimW,);

J

les formes C;dp}* et Bidp!* sont indépendantes, car sinon il existerait
une combinaison linéaire d’elements de W, et W; qui appartiendrait 3 W,.
Le nombre total de ces formes est donc égal au rang du systéme, qui est
inférieur ou égal & n, nombre des variables dp - Les coefficients Cf; (x=1, 2)
sont en général fonctions de a! et a. Définissons encore le sous-espace
vectoriel W de W dont les éléments sont les formes linéaires qui peuvent
s’écrire, 4 un facteur multiplicatif prés: Cya')dp!* + C {a*)dp}*. On a
évidemment: 3 < dim W < n.
Introduisons alors les définitions suivantes :

On appelle invariant sommatoire toute fonction g, a) deux fois diffé-
rentiable par rapport aux variables p; et qui vérifie:

gp'”, a') + g(p**, a®) = g(p' ", a') + g(p*~, ).
Pour tous les chocs de £, la forme linéaire dg(p'*, a')+dg(p®*, a?)

est un élément de W. On appelle alors :

invariant (sommatoire) propre (respectivement : élémentaire propre) toute
fonction y(p, a) telle que la forme linéaire dy(p'*, a') + dy(p?*, a?) appar-
tienne 3 W @ W, (respectivement : & une base donnée de W ®W,);

ANN. INST. POINCARE, A-XII-| 3
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invariant (sommatoire) dégénéré (respectivement : élémentaire dégénéré)
toute fonction y(p, a) telle que la forme linéaire dy(p'*, a') appartienne
a W, (respectivement : & une base donnée de W ).

Le nombre des invariants élémentaires, propres ou dégénérés, est,
d’aprés les résultats précédents, compris entre 4 et n + 1. D’autre part,
le nombre des invariants élémentaires propres est au moins égal a 4, puisque
dim W >3 et que H(p, @) est un invariant sommatoire propre dont la
différentielle appartient'é W,.

Les bases Bldp}* et Cidp;* + Cidp}*t de W, et W étant choisies,
posons :

Bipl* =u} (i=1,...,dimW,));
Cupi*=u k=1, ...,dim W; dim W, + dim W = r).

Ce systéme de r équations est linéaire par rapport aux variables p}*.
On peut le résoudre par rapport a r de ces variables et écrire en désignant
par 5 " (I=r+1, ..., n)les variables p} * restantes (il en existe si r < n):

g(pla al) = g(u ’ Uka ﬁll+7 al) H(Pl, a ) H(u ’ Uka 7 a )
(i=1,...,dmW, ; k=1,...,dimW l—r+1,..., n).

Décomposant dg sur les sous-espaces W, W,, W, W, on peut alors
écrire :

( og - JH .
a_‘:(un Uk’ p[;+’ a) = la + va a(un UZ’ p‘lz+’ az)
og 0Fl -

(21) 4 a 5, o, Y, @) =+ v(7 L o, B, @)
8 a, ~a+, XY — u” a, ~a+, au
| 6” (“: Uks Di ) (3”’( Uk> Di )

(x=1,2;i=1,...,dmW,;k=1,...,dmW;l=r+1,...,n).
Les quantités /1,, We v sont, a priori, des fonctions des variables uf, vf,
pet, a® (o, B =1, 2). Montrons tout d’abord que v est une constante. Si

r < n et §’il existe un indice m compris entre r + 1 et n, tel que + Ne soit
pas identiquement nul, le systéme des deux équations : "
08 H
~1+(unvk9ﬁll+9 l)2‘/ (uily vk’ﬁll+! )
0p Obm”
(22) o 5
aﬁl+(uzsvk9ﬁlz+’ 2)=vaﬁ2+(ui2' vk’p’lz*—a )
i=1...,dmW,; k=1,. dimW;l=r+1,...,n)montreque

v ne depend pas des variables u?, vf, P+, a® (B = 1, 2).
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Si les deux conditions ci-dessus ne sont pas satisfaites, soit que r = n,
soit que H ne dépende d’aucune des variables j;, on peut arriver au méme
résultat de la fagon suivante : il existe certainement au moins deux indices p

aﬁ
et g compris entre 1 et dim W tel que 6 1
ment nuls.
Eliminons alors Up et p, entre les deux equatlons de (21) qui les contien-
nent.

ne soient pas identique-

Il vient :
a—UT(uila Uk’ f’ll+, al)_ v 2(“:? vk’ ﬁlz+, )
14
(3H oH -
=V —T( nvk7pll+’ l)_ 2(”nvk’ P12+, 2))
(23) 4 7 ov,
g _ g -
o 1(unvk’ pll+a 1)_ﬁ( vka pl2+7 2)
q
oH H
= v(avl (uil9 vka ﬁll +7 ) a (u, H vlu ﬁ12+’ 2))
\ q

Le second facteur de chacun des seconds membres est la somme d’une
forme linéaire par rapport aux variables u}, v, pi * et d’une forme linéaire
par rapport aux variables u?, vZ, p?*. De plus, ces quatre formes linéaires
sont linéairement indépendantes. Le fait que v soit indépendant de u?,
vg, pit (=1, 2) résulte alors du lemme suivant :

LEMME. — x et y étant deux éléments de I'espace vectoriel R” sur R,
si les formes linéaires A, - x et A, - x sont indépendantes, ainsi que les formes
lineaires B, -y et B, -y les seules fonctions C,(x), C,(x), D,(»), D,(p), diffé-
rentiables, et v(x, y), deux fois différentiable, vérifiant le systéme :

{ Ci(x) + Dy(y) = v(x, y)A; x + B, "y);
C,(x) + Dy(y) = v(x, p)A,-x + B, p),

identiquement en x et y, sont :

Cux)=vA, x+p,; D,)=vB, y—p, (@=1,2),

(24)

ouvet p, (¢ = 1, 2) sont trois constantes.
Pour démontrer ce lemme, on effectue le changement de variables:

up=A;"x; u,=A;-x; v;=By'y; v,=B,-y; wu=x; V=Y

pouri=3, ... n
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Le systéme (24) s’écrit alors:

{ C,(u) + Dy(v) = vlu, v)(u; + vy);

@) C,(u) + Dy(v) = v(u, v)(u, + v;)

En dérivant chacune des équations de (26) par rapport & u; puis v,
il vient:

o%v ov  ov %y
0= +v)+—+-—; 0= \
Ou,0v, (s +v) Ou,y * ov, 0u,0v, (w4 +01)
d’ou o s p
: v v v
=0 et —4-—=0
Bur v, o,

ce qui démontre que
v=H(uy ..., U5 0z ..., 0y — ) + Klttg, o0, 8,5 025 .00, D).

De méme 5
v v v
. =0 t —+—=0,
0u,0v, ¢ ou, Ov,

d’ou
v = H(u;, v)u, — v,)u, — v3) + K(u;, v;)u; — vy)
+ L(u;, Uj)(uz — vy) + M(y, Uj) (Gj=3,...,n).

Par dérivation par rapport a u, et v, il vient

(4 1) o%v N ov 0 C (4 0p) %y N ov 0
U +0v)—+—= e u — =0,
! YV oudv, v, 2 b ou,0v, Ou,

d’ou il résulte que, en remplagant v par sa valeur, H=K =L =0.
Enfin, en dérivant successivement les deux équations de (26) par rapport
a u, et v;(j > 2), puis par rapport a v, etu; (i > 2)ona
oM oM

—=0 et

—=0 our i, j> 2,
oy, 0v; pot hJ

ce qui termine la démonstration du lemme.

Revenons alors a (23). Par identification des termes linéaires en uf,
%, P+ dans les deux membres de I'une des équations il apparait que v
n’est pas fonction de a! et a?, ce qui montre que v est une constante.

La deuxiéme équation de (21) et le lemme précédent montrent que les
coefficients y, sont eux aussi indépendants de uf, vg, pr* puis de a' et a?;
ce sont donc des constantes. Enfin, si 'on compare les deux valeurs de

2
6—2?—6%1 obtenues par dérivation des deux premiéres équations de (21),
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on voit que
0A} ¢ 0A}
— = et que = ——
o0} o

pouri=1,...,dmW,; k=1, ...,dimW;l=r+1,...,n

Donc les coefficients A} (respectivement A?) ne sont fonction que des
variables u,, et a' (respecticement u2 et a*) (m= 1, ..., dim W,). On a
ainsi d(g' — vH' — pof) = A}(u')du}, soit

=0

g, vi, B ¥, a') = vH(u], v, P}, @) + woi + ' (@', a).
On peut alors énoncer le résultat final :

Tout invariant sommatoire est somme d’une combinaison linéaire (d
coefficients constants) des invariants élémentaires propres et d’une fonction
arbitraire des invariants élémentaires dégénérés.

On a aussi montré que le nombre des invariants élémentaires était
compris entre 4 et n + 1, et qu’il y avait au moins quatre invariants élé-
mentaires propres. Dans le cas classique des molécules monoatomiques,
onan = 3.1l n’y a donc pas d’invariants dégénérés et on retrouve le résultat
énoncé au début du paragraphe.

Dans le cas étudié en 1.10 ou il existe des collisions inverses, on a montré
que les paramétres p, sont des invariants dégénérés: ils sont au nombre
de n — 3, et donc, 14 encore les invariants élémentaires propres sont au
nombre de 4. On choisira encore comme base p., (i=1,2 3) et H

CHAPITRE 2

Ce chapitre est consacré a I'établissement de I'équation de Boltzmann

par intégration de I’équation de Liouville et a I'étude de ses principales
propriétés, en particulier la recherche des distributions d’équilibre.

2.1. Equation de Liouville.

Nous nous intéresserons a un systéme matériel formé de N molécules
« jouant des roles identiques » évoluant en systéme isolé : les seules forces
qui agissent sur les molécules sont des interactions avec les autres molé-
cules du systéme. Nous écrivons une équation de Liouville pour le systéme,
puis nous I'intégrons en introduisant des fonctions de distributions « tron-
queées ».
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2.1.1. DEFINITIONS ET HYPOTHESES. — Le schéma d’une molécule est
celui étudié au chapitre premier : I'état d’'une molécule a un instant donné
est fixé par la connaissance d’un point z = (g, p) de I’espace des phases
y=2x 2 (la dimension de y est 2s). L’¢tat du systéme de N molécules est
alors fixé par la donnée d’un point Z=(z,, ..., zy) de I'espace des phases

M=y, x ... xyy

(la dimension de I est 2Ns).

Le systéme est supposé conservatif et défini par I'Hamiltonien Hy, qui,
sous ’hypothése trés large que les forces intermoléculaires ne dépendent
pas des moments p, peut s’écrire :

(1) H\(Z) = z H'(¢, p") + 2 D, 54" ¢°)
r=1,...,N a,p=1,...,.N
a<p

Précisons ici une notation que nous emploierons constamment par
la suite: lorsqu’une variable peut comporter deux indices (ou plus) dont
I'un concerne la numérotation de la molécule parmi les N, cet indice est
placé en position supérieure: exemple: q° désigne la i*™ coordonnée
dans 2 de la molécule de numéro d’ordre r. Si seul I'indice de numérotation
apparait, il sera le plus souvent, par commodité, placé en position inférieure :
exemple z,: ensemble des coordonnées dans y de la molécule de numéro
d’ordre r.

Les molécules du systéme « jouent des roéles identiques », c’est-a-dire
quelles sont définies par les mémes relations fonctionnelles a partir de
leurs parametres respectifs. Nous pouvons donc écrire

H(g, p)=H(q,p) et @, ¢°) =D, ¢°)

Les fonctions H et @ seront supposées pourvues de caractéres de régula-
rité suffisants pour que les opérations que nous effectuerons sur elles soient
licites.

2.1.2. LES EQUATIONS DU MOUVEMENT. — Sous ’hypothése, déja faite,
que les forces intermoléculaires ne dépendent pas des variables p, les
équations qui définissent I’évolution du systéme au cours du temps sont :
0Hy  dq; .,. OHy . dpf__ .
ap:- - dt =d4;; aq:. - dt Dis
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ou encore
0 0 0
(3  4¢i=-H,p); pi=—--=H{,p)—- Z - g, ¢°)
op; %4 - oq;
a=1,..., N

(Le potentiel intermoléculaire ®(g% ¢*) dont dérivent les forces d’inter-
action entre les molécules o et f est ici supposé différentiable par rapport
a toutes les variables ¢;. On verra plus loin comment ces équations se
modifient lorsque les molécules ont entre elles des interactions instanta-
nées).

Les équations (2) ou (3) définissent un écoulement dans lespace des
phases I'. Si le systéme est a I'instant O dans I'état représenté par le point Z(0),
il sera, a l'instant ¢ dans I'état Z(t) obtenu par lintégration, entre les
instants O et ¢, du systéme (2). Si D, est un domaine de I', on désignera
par D, I'image de D, par I’écoulement, c’est-a-dire le sous-ensemble de I
formé a Pinstant ¢ par les points qui appartenaient & D, a I'instant ¢ = 0.

2.1.3. L’EQUATION DE LIOUVILLE. — Soit F(Z) une densité de proba-
bilité définie sur T, telle que Fy(Z) > 0 pour tout Z et que

J FN(Z)dZ = 1.
-

Nous supposons, implicitement, avec Grad [34], 'existence d’un procédé
expérimental, qui, lorsqu’il est répété, donne pour la fréquence d’apparition
d’un état Z, une valeur qui correspond a la distribution Fy(Z). Nous ne
reviendrons pas sur 'introduction du concept de probabilité dans la théorie
{voir [34], p. 218). Nous ferons seulement sur Fy(Z) les hypothéses suivantes :

a) F\(Z) est symétrique par rapport aux groupes de variables z,, . . ., zy;

b) Pour tout domaine D, transporté par I’écoulement, la probabilité
se conserve: i. e. La probabilit¢ de trouver a l'instant ¢ le systéme dans
un €tat appartenant a D,, image de D,, est égale a la probabilité de trouver
a linstant 0 le systéme dans un état appartenant a D,. Cette hypothése
se traduit par I'égalité

d
- j FNZ, ydZ =0 vraie pour tout D.
dt Jp,

La forme différentielle de cette loi de conservation est I'équation de
Liouville :

OF
@) d—t” + [Fn, Hy] = 0
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ou [Fy, Hy] désigne le crochet de Poisson:

0Fy 0H 0Fy\ OF
[FN,HN]___ZZ{ r: rN_ Ij I:l :
- aq; Op: op; 0q;
1....N

r=

Connaissant la fonction de distribution Fy(Z), on peut connaitre la
fonction de distribution de toute quantité observable Y. En particulier,
I'espérance mathématique de ¥ est:

1? = J;_ Y(Z)FN(Z)dZ.

2.1.4. DEFINITION DES DISTRIBUTIONS REDUITES. — A partir de Fy(Z)
nous pouvons définir de maniére usuelle les distributions” marginales :

(5) Fl(Zl) = j FN(ZI’ 22, ceey ZN)dZZ PP dZN;
y2 X oo X PN

F.(zy, 25, ..., 2,) =J Fanzy, o oo 20)d2, 0y - .. dzys
Tra1 X XN
r=1,...,N=1)

La fonction F, est symétrique par rapport a ses r arguments, et sa forme
fonctionnelle ne dépend pas du choix des r molécules. Nous avons, bien sir,

J Fl(z, ..., 2)dZ,, ...,dZ,=1 pourr=1,...,N
Y1 Xz X e Xyyp

Toutes les molécules du systéme ayant la méme masse m, la quantité
NmF,(z,)dz, est 'espérance mathématique de la masse de matiére corres-
pondant aux molécules dont le point représentatif dans y appartient au
voisinage dz, de z,. En effet, désignons par ¢p(Z) le nombre des molécules
dont les points représentatifs z;, ..., zy appartiennent & un domaine D
de . L’espérance mathématique de la masse contenue dans un domaine D
de I est m@pp. Désignant par ¢p(2,) la quantité ¢p(z,, ..., zy)ona:

op(Z) + 1 si z,eD
Op(Zyy -+ vy 2Z0) =

¢p(21) si z, ¢D
Donc:
Op = J F(Z)pp(Z)dZ = J F(Z)dz,, ..., dzy + J op(2,)F(Z2)dZ
r z,eD r
Z2€Y2,...,ZNEYN

= j F(2)dz, + @p(Z,).
D
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Reprenant le méme raisonnement pour calculer @p(2,) il vient immédia-
tement

Pp = NJ Fi(2)dz,
D

ce qui démontre le résultat.

On désignera par f(z) = NmF,(z) la distribution de densité de masse
dans y (la notation densité de masse est utilisée ici par opposition a la
densité numérique, fréquemment utilisée et dont la définition serait ici
NF(2)).

2.1.5. DISTRIBUTIONS TRONQUEES. — Nous utiliserons dans la suite
des modeles ou les interactions entre molécules sont de « portée » finie,
C’est-a-dire ou les potentiels intermoléculaires ®(¢* ¢*) sont nuls pour
des molécules dont les points représentatifs g%, ¢* sont assez éloignés.
Il nous sera commode d’utiliser une généralisation des distributions
tronquées définies par Grad [34] (voir aussi [40]). Définissons dans I’espace
de configuration 2, de la molécule r, le domaine D, par la relation :

(6) €D, < ®¢',¢)=0

Ce domaine dépend donc de ¢'. D, désignera le complémentaire dans 2,
de D,. On supposera que D, est une variété différentiable, de dimension s,
orientable et on désignera par S, son bord, orienté par la normale n" dirigée
vers I'intérieur de D,. On supposera aussi D, simplement connexe et borné.
Ces hypothéses sont trés peu restrictives et seront toujours vérifiées pour
les modéles moléculaires utilisés. Soit 2, = D, x 2, (2, est I'espace des
moments de la molécule r), et soit enfin 2 le sous-espace de I" défini par

Dz) =D, x D3 %X ... X D\

9(z,) est 'ensemble des points représentatifs des systémes de (N — 1) molé-
cules dont aucune n’interagit avec z,. Les distributions tronquées F) et F,
sont définies par

F,l(zl) = J Fnzy, oy 20)dzy, oo, d2ys
D(zy1)

(7)
Fy(z,, z,) = j Fnzy, - .., 20)dzs, .., dzy

D3 X XDy
On doit noter que, puisque dans (7) le domaine d’intégration depend

de z; mais non de z,, F)(z,, z,) n’est pas symétrique par rapport aux deux
variables z, et z,.
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En rapprochant les définitions (5) et (7), il apparait que

2>

+(N— DN —-2)

2 D2%x D3

Fi(zy) = Fi(z;) — (N — I)J Fa(zy, 2,)dz,
Fi(zy, 25, z3)dzydzy + ...

La différence entre F (z,) et F(z,) sera d’autant plus faible que le nombre
total des molécules « proches » de z, sera plus faible devant N. Donc,
cette différence sera d’autant plus faible que le gaz sera moins dense.

On' définira comme plus haut, une densité de masse tronquée

f'(z) = mNF(2).

2.1.6. DEUX FORMULES D’INTEGRATION. — Nous allons avoir besoin,
dans les calculs ultérieurs, de procéder a des dérivations d’intégrales prises
sur un domaine variable de I'. Nous allons, dans ce but, démontrer deux
identités :

A désignant un vecteur a 2s dimensions, dépendant de z, ..., zy,

. 0 . 6Al
nous désignerons par P -A le scalaire E aal Le tenseur du second
q qi

oA, . 0A 0A .
ordre de composantes — sera not¢ —. Le symbole a- — -b désignera
dq; . oq 0q

I
-]
w

Nous supposerons que le fluide étudié occupe une partie finie, fixe,
de I'espace physique (il est par exemple limité par les parois d’'un récipient).
Il en résulte que les paramétres internes de chaque molécule peuvent étre
choisis de fagon telle que chacun reste fini. Certains parametres (par exemple
des angles fixant Porientation de certaines directions) sont définis sur des
intervalles a; < q; < o; + T,. Toutes les fonctions utilisées (et en particu-
lier A) seront supposées périodiques, de période T; par rapport a ces derniers
paramétres, et nulles en dehors du domaine de définition des autres para-
meétres g;. 2 est alors un domaine borné de R’ de fronti¢re 02. Si on suppose
que 2 et ¢ sont fonction d’une variable scalaire 7, on a

0 0 ‘M
— j o(t)dq = I e dq + J q>(r)'<— ~n>da,
0t Ja 9 OT 29 0t

ol M désigne le vecteur OM, M étant un point de 02, et n la normale exté-
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rieure & 02 en M. Mais si ¢(7) est une fonction du type précédemment défini,
I'équation précédente se réduit a

0 317
T dg = | — dq.
o Lso(r) q L a dq

Rappelant que D, désigne le complémentaire dans 2, de D,, on peut

écrire
) 0 oM?
— | Adg?=| = -Adg*+ | A-——-n2dS?
oq' J— 1 J— o M L aq "

0 d OM?
— Ad2=J —~Ad2-J A+ —— -n?dS?
oq' Jo 1 b, Oq' 1 s:qn  Og

ou S, désigne le bord de D,, n* la normale en M? i S,, orientée vers I'inté-
rieur de D, et dS? I’élément d’aire sur S,.

En remarquant que la frontiere S du domaine D=D, x D3 x ... x Dy
est obtenue par

puis

S=(S;xDj3 ... xDyu(D,xS; ... xDy) ... U(D,;x ... Dy xSy)
on peut écrire

0
aql D3 x -+ XxDn

i
= — "Algh, ..., ¢Ndg?, ..., dg"
J w341 (¢' q)dq q

M .
A+ — -nidSidg?, .., g, . .., dg
i XDy %D xDyN aq

.....

Alg', ..., gNdg?, ..., dgN

Et enfin,

0
(8) @J o A(Zl, ees Z}l)dzl» ceey dZN

0
=j %0 5 Ay, ..., 200dzy, .., d2y
9N

oM: AN
A —— -n'dS'dp'dz,, ..., dz, ..., dzy
iXPiXDyX - Pyx X DN oq

.....
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Avec les mémes notations et les mémes propriétés pour la fonction -
aux bornes de 2, nous avons aussi

0
J — -Ag}, ¢))dq* = —f A .n%dS?
D; an

Sz

ce qui conduit a:
0

9) ‘A(zq, ..., 20)dz,, ..., dzy
DarX- DN aq

- _ J A-n?dS%dpidz,, ..., dzy
SaX Py X Py X DN

2.1.7. INTEGRATION DE L’EQUATION DE LIOUVILLE. — Nous multi-
plions (4) par dz,, ..., dzy et nous intégrons sur le domaine 2 :

oF d .
(10) j szz, o dzy = aFl(zl)

D’autre part :

[Fn, Hyl = [Fy, H'] + Z [Fxn H'J +Z[FN’ (¢*, ¢°)]

r¥1

r=2,.., m<B

Notons que, par suite de la symétric de Fy par rapport a z,, .
nous avons

ces Zno

AN 3
j . Fnzy, -oos zdzy, oo e, dz,, o, dzg = Fy(zy, 2,).
D2 % B x DN

L’intégration de J [Fno Hdz,, ..., dzy pour r# 1, par rapport a
2

toutes les variables sauf z, est alors immédiate et donne:

5, , oH"
(11) J [FN’ Hr]dzn RS dzN = j { '<F2(zl’ zr) —)
2 2, (O o
a ) oH"
2 s
op oq

i
R fdx,, ..., dx', ..., dxy
Dy x---Di x--DN

représente de fagon générale I'intégrale de f par rapport aux variables x; (j=1, ..., N;
Jj # i) sur le domaine D, produit cartésien des domaines D;, avec j # i.

N. B. — La notation
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Nous supposons, comme il est usuel, que les fonctions de distribution
tendent rapidement vers zéro, ainsi que leurs dérivées, lorsque sup 1A

.....

tend vers l'infini. Sous cette hypothése, I'intégration par rapport a p du
second terme du membre de droite de (11) donne un résultat nul.
En appliquant (9) au premier terme, il vient

r

. , 0H
J [Fno Hdz,, ..., dzy = — j Fa(zy, z,) — -n'dS’dp” pour r# 1.
2 5. x 2, op

Mais H'(¢", p") = H(q', p"). Dornic les intégrales correspondant aux diffé-
rentes valeurs de r sont égales, et apportent la contribution totale :

, JH
(12) -(N-1) Fi(21, 22) = (4%, p?)-n*dS?dp®.
S, x P, op

Examinons maintenant le terme correspondant a r = 1:

0 JH ¢ oH!
J; [FN’ HI]dZZ, eay dZN = J{a—¢ FNa’j - J 'FNqu}dzz, .. .,dZN.

Le second terme du membre de droite s’intégre immédiatement (car le
domaine 2 ne dépend pas des variables p}). Il donne

0 . oH'\
- a’j F1(21)$ ;
au premier terme, appliquons la formule (8). Ce terme s’écrit :
a { oH }

Z J Fy oH oM idSidp'd iz d
T~ M s e dzy, oL, ,
Sox Pix 2% dyxnan | Opt Og" Pz z o

.....

. . , » N “
puis, en intégrant le dernier terme par rapport & z,, ..., 2, ..., z,

Z4, 2;) .
a‘I i X P 22 oq’ 4

Les (N — 1) termes de la derniére somme sont égaux entre eux. La contri-
bution du terme provenant de r = 1 est donc:

. . oH om?
(13)  [Fy(z,), H@g", pY)] + (N — 1) Fa(z,, zz)w " —— 'n*dS%dp*.

S2x P 6q
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Il reste a examiner les termes provenant de Z [Fn, (g% ¢%). Si

V(g% ¢*) est le vecteur gradient de @ par rapport au premier ensemble de
variables,

oo
v, ¢) = Pl 7).
q
On a aussi
P
——Aag* aP) = B
aq,,(q,q) v(g", 99

On peut écrire

oF oF
[Fr ®¢% ¢ = — — V(g ¢") — —5 V(@' ¢).
op* op

En faisant la somme sur « et B(a, B=1,...,N;a<p)il vient

oFy
EIFN, (¢, ")) = —z Z-/f(q 4"
a,p k

pour k # 1, 'intégration par rapport a p* donne un résultat nul. Il reste donc

0FN
'/’(‘I q')dz,, ..., dzy,
ce qui peut s’écrire

E d .
- {5 1 j‘ Fy(zy, Zz)'/’(ql, ‘Il)dzl },
V4 @

1#1

puis, comme toutes les intégrales de la somme sont égales :

0 , .
(149 —-(N—-1)—" j Fi(zy, 2¥(q", ¢°)dz,
ap D2

0 , o .,
= - (N | Falen 255t 6z
D>
En regroupant (10), (12), (13) et (14), il vient I'expression finale :
OF; , 0H oM?
(15) — +[F1,H‘]+(N—1)j F’ (21,22){ (q'.p") ‘n’
ot S, x P2 op oq*

oH 0 , o0
~ 3, P* q°)n’ } dS*dp* —(N—1) — - J Fy(zy, 2,) = (¢%, ¢*)dz, =0.
/4 op' Ja, oq



CONTRIBUTION A LA THEORIE CINETIQUE DES GAZ POLYATOMIQUES 45

Dans I'hypothése ou le potentiel intermoléculaire est identiquement
nul dans 2,, le dernier terme de (15) est nul.
Interprétons le troisi¢me terme de (15): on a

JH 1 .1 -1 oH 2
ap(q,p)—q o

Donc, la quantité entre { } s’écrit:

4, OM?
{ql' dq’ _qz}”z

ce qui est 'opposé de la vitesse relative normale du point ¢* par rapport
a la surface S, (vitesse définie dans 2,). Désignons par G,; cette vitesse
relative normale. L’équation a laquelle satisfait F est alors:

oF

(16) e +[F}, H']=(N - I)J Fi(zy, 2,)G,,dS%dp?
0

S2 X P>

2.1.8. EXPRESSION DU SECOND MEMBRE PAR UNE INTEGRALE DANS
L’ESPACE PHYSIQUE E. — Nous allons évaluer

J F(zy, 2,)G,,dS>.
S;

Pour cela, nous allons séparer les variables ¢¥ en deux classes: ¢35, ¢3, ¢3%
notées désormais x7, x3, x% (et globalement x*) désigneront les coor-
données dans E d’un point particulier O* de la molécule « (en général,
mais pas obligatoirement, le centre d’inertie). g%, . . ., g%, notées désormais
ag, ..., ay (et globalement a* désigneront les coordonnées « internes »
de la molécule. Compte tenu du fait que les interactions entre deux molé-
cules sont invariantes dans une translation des axes de coordonnées, la
surface S est définie dans 2 par une équation (&, a', a*) = 0,00 & = x2 —x!,
Changeant de point de vue, on peut aussi dire que cette équation définit
dans E une surface X dépendant paramétriquement des 2N — 6 para-
metres af et a} (i, j =4, ..., N). Compte tenu des hypothéses faites sur S,
2 est une surface bornée, simplement connexe, orientable. Désignons par v
sa normale extérieure, et par do son élément d’aire. Nous pouvons para-
metrer X en introduisant deux indéterminées . et g, et écrire I'équation
de X sous la forme: & = x* — x' = 0(a’, a?, /, y). De méme, la surface S
peut étre paramétrée dans 2 par s — 1 paramétres , (i = 2, . .., s), choisis
de fagon telle que n, = 4; 3 = p; n;= af pour j=4, ..., 5.
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Onaalors: g7 =Tyn) (i=1, ..., s)avec:

Tl(’?j) = xll + 01(‘11, ’7j) =123
Tl('?j)zrh I=4,...,s

Les composantes du vecteur normal au point M de S (coordonnées ¢?%)
et au point P de £ (coordonnées x?) sont respectivement

n= et et y= e (=1, ...N;I=1,23)
Z (7)? Z (V)?
k=1,...,s m=1,2,3
avec:
DTy, ...,T,...,T,
= (— 1y T, ! ) Gi=1,...,N);
D(n2, 13, .- -» 11y)
D@,, 6, 0
(- D000y
D(4, w)
. 0T,
La matrice — est de la forme:
U
0, 06
L S R
0L 04 04
0, Wy
ou op Ou
00, 96, 00,4
— == = 1 . 0. 0
0Ny 0Ny 0ng
............. 0...1...0
00, 06, 00, 0. 0. 1
on,  ong  On
pour j=1,2,30na
_ D(0,,0,6
ﬁj:(—- I)J_I(Tluj;)i)zvj.
pour j=4,...,sona

; .00, D(0,, 0
== ”’"{(‘ "’5,71.%&75—)
+ (_ l)j_l 002 D(Hb 93) + (_ l)j_z D(HI’ 02) },

on; D@, ) D(4, )
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soit
_ 90, _
A= — — W,
J P anj 1
1=1,2,3
De plus,
as = Z (m)?dny, ...,dn, et do= Z (v)?dAdp.
j=Tos 1=1,2,3

Dong, si X est un vecteur de 2 de composantes X, (j = 1, .. ., s),l'intégrale

Jx'ndS = j Z X;dn,, ..., dng
S S
i=1,..,s
j Z ylvldldudrl4’ L) d”s’
z

1=1,2,3

est égale a

avece
00

Y, =X, - —X; (=1223)

on;

on a alors

, 0T ., 00, 08 aT,
Y, =4 - Z Gz = Z <qfa—'—5~' Z ‘iia—f)
k=1 4k Ty ’7} r’]k s qx

----- S J=4,...,8

pourj >4 T; ne dépend pas de gy, donc

. ) a0, . a0, . . ) dP
Y, =4 -4 - 2 (*’q!+ 'qf), soit Y=x——

. aq} %JE dt’
» (., AP\ ‘ .
Désignant par g,, la quantité { x* — ’n ‘v“ qui est la vitesse relative

normale du point x? par rapport a la surface Z, (16) prend alors la forme :

JF; . .
17) . 6_t1 + [F;, H = (N — l)sz(Zl, 2,)g,,do’dz?

ANN. INST. POINCARE, A-XII-1 4
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2.2. Passage a une équation de Boltzmann.

L’équation (17) a été établie sous les seules hypothéses suivantes :

— Hypothéses usuelles sur la symétrie des fonctions de distribution
et leur comportement aux bornes des domaines d’intégration en ¢ et p.
— Hypothése d’une interaction nulle entre deux molécules lorsque
leurs points représentatifs sont « suffisamment éloignés » dans I'espace 2.

Nous allons maintenant, en faisant un certain nombre d’hypothéses
supplémentaires, transformer 1'équation précédente pour en obtenir une
nouvelle, du type de I’équation classique de Boltzmann.

2.2.1. REMPLACEMENT DE F| parR F; (hypothése #,). — Au para-
graphe 2.1.50na vu que F| est une approximation de F, d’autant meilleure
que le volume total des régions d’action des molécules est plus faible, c’est-
a-dire d’autant meilleure que le gaz est moins dense, ou plus exactement
que le nombre c(t) des collisions en cours a un instant t donné est plus petit
devant le nombre total N des molécules. Nous ferons désormais I'hypothese

c(t . .
que le rapport % est petit devant 1 quel que soit ¢, et nous remplacerons

ainsi F(z,) par F,(z;) et F'(z,, z,) par Fy(z,, z,).
Cette hypothése, qui suppose que N est grand, nous permet aussi de
remplacer au second membre de (17), N — 1 par N.

2.2.2. HYPOTHESE DES INTERACTIONS BINAIRES (hypothése ;). —
Nous supposons maintenant que la fréquence des collisions faisant inter-
venir trois molécules ou plus est négligeable devant la fréquence des col-
lisions binaires. Cette hypothése est exactement vérifiée dans le cas de
collisions instantanées, puisque la probabilité que deux collisions aient
lieu exactement au méme instant est nulle. Dans le cas de collisions non
instantanées, cette hypothése est cohérente avec la précédente: elle est
d’autant mieux vérifiée que le gaz est moins dense.

Pendant une collision entre les molécules 1 et 2, le mouvement de ces
molécules est régi par ’Hamiltonien

H,(z,, z,) = H(z,) + H(z,) + (D(‘Ils ‘12),

et I’équation de Liouville & deux particules
oF
(G 2) + [Fy Hyl =0

est vérifice. F,(z,, z,) se conserve sur la trajectoire dans y, x y, du point
représentatif { du couple (z,, z,).
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. Supposons qu’une collision entre les molécules 1 et 2 se termine a I'ins-
tant ¢, les molécules étant dans les états respectifs z; et z5 : ceci se traduit
par le fait que la quantité g7, = g,,(z{, z7) définie au chapitre précédent,
est positive a I'instant ¢, et que le point g?* est sur la surface S,(q'*, 7).
Cette collision a commencé (®(q’, ¢*) est devenu non nul) & un instant
t — 7(r = 0),les molécules étant dans les états respectifs z; et z;, le point g*~
sur la surface S,(¢'~, t—1) et la quantité g5, = g,,(z;, z; ) étant négative.
Les valeurs de z, z; et T sont déterminées a partir de z{, z5 et t grace aux
équations du mouvement, définies & partir de H,(z,, z,).
L’hypothése des interactions binaires nous permet d’écrire

F,(z{, z7) = F,(27, z3).

2.2.3. HYPOTHESE DU CHAOS MOLECULAIRE (hypothése #,). — On
suppose maintenant que deux molécules 1 et 2, entrant en collision a
Iinstant ¢, n’étaient pas « corrélées » avant ce choc : cette hypothése aussi
sera d’autant mieux vérifiee que le gaz sera moins dense, car lorsque le
libre parcours moyen augmente, la probabilité que deux molécules ayant
eu une collision en aient une autre dans un délai donné diminue. Nous
n’entrerons pas dans le détail de la discussion de cette hypothése, car le
fait d’avoir affaire 4 des molécules polyatomiques ne change rien aux argu-
ments (voir par exemple [34] et [40]). Notons cependant que I'hypothése
du chaos moléculaire restreint notre étude, quant a la configuration pos-
sible des molécules: en effet, nous devrons prendre garde a ce que les
collisions successives entre deux molécules, dues a des formes ou a des
répartitions de masse particuliéres, soient de probabilité faible, car sinon
le chaos moléculaire ne serait plus admissible. Voir [26].

L’hypothese # 3 nous permet d’écrire, lorsque z, est un point de £, x 2, :

Fy(zy, z5) = Fi(z,)F (2,) si 821(21, 22, 1) <0
Fa(zy, 2,) = F1(2))F,(2,) si 82102, 25, ) >0

ou (zy, z,) sont définies a partir de (z,, z,) comme (z7, z3) a partir de
+ _+
(27, z7).

2.2.4. TRANSFORMATIONS DU SECOND MEMBRE DE L’EQUATION (17). —
Le second membre de (17) est:

N-1) IF'Z(ZD 2,)g51do?d7’
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Les hypothéses # |, # ,, # 5 nous permettent de I’écrire successivement

N JFz(Zx, 2,)82 1d02d‘52,
puis

(18) N{ JF1(21)F1(72)Y@21)d02d72 = JF1(Z1)F1(22)Y(— g21)d0'2d1'2},

ou Y(u) est la fonction définie pour ueR par
Yu)=u si u=0, Yu)=0 si u<O.

Z, et Z, sont les fonctions de z, et z, précédemment définies. Si x> =x' +¢,
g, est une fonction de ¢, a’, a?, p*, p*.

Faisons maintenant des hypothéses supplémentaires sur la nature du
modéle moléculaire. -

a) Cas ou il existe des chocs inverses.— Nous avons vu, dans ce cas (1.10)
que, 4 tout x> = x! + £€ X, on pouvait faire correspondre ¥? = x! + &eX,
tel que les normales & X, en x? et ¥* soient paralléles, que do? = dé?,
etqueg, (& a', a2 p', p?) = — g @', &, p', p?).

Dans le deuxiéme terme de (18) faisons le changement de variables
{ - { Ce second terme devient

JFl(zl)F,(fz)Y(— &,1)de*da*dp?, avec z, = (£, &%, p?),
puis :
>[‘l:‘n(zx)l:l(fz)Y(gz1)‘10'2‘1‘12‘1172-

(18) s’écrit alors:
(19 a) N j(Fl(Zl)Fl(zz) — Fi(z)F(2,))Y(g2,)do>da’dp?

b) Cas ot il existe des chocs pseudo-inverses.— Dans ce cas,ona vu (1.11)
que, a tout x2 = x' + {e T, on pouvait faire correspondre ¥* = x' —{eX,
tel que les normales a T, en x? et ¥2 soient paralléles, que do? = dG* et
que g,,(¢, a', @%, ¢, pi, p2) = — g21(— ¢, @', &%, ¢, — po, — p2).

Le cas ou g,, ne dépend pas de p} et p2 est alors trés simple : en faisant
dans le second membre de (18) le changement de variables { —» —,

cette équation prend la forme :

(19 b) N J(Fl(fx)Fl(fz) - Fl(zx)Fl(Zz))Y(gz1)d02da2dpz
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C’est ce qui se produira pour les modéles de sphéres rugueuses ou partiel-
lement rugueuses (1.11). Si g,, dépend de p} et p2, la transformation qui
conduit a (19 b) n’est plus possible. Nous pouvons cependant obtenir
pour (18) une forme légérement différente, dans un cadre plus général que
celui des modéles a collisions pseudo-inverses, en faisant une hypothése
supplémentaire sur F,. Cest cette forme que nous allons étudier mainte-
nant.

c) Autre transformation de (18). — Supposons un modéle de collision
instantanée tel qu’a chaque couple (z,, z,) on puisse associer un couple
(z¥, z%) vérifiant les conditions suivantes :

@) x'* =x!;

p) si la configuration (x!, a'; x?, a?) est une configuration de choc,
il en est de méme de la configuration (x'*, a'*; x2*, a2¥),

Lorsque (x', @', x, a®) est une configuration de choc, on a, pour toutes
valeurs de p!, p?:

7) 321(21‘, z3) = — 22.(21, 23);

) do** = do?;

‘ D(a'*, p'*) \ D(a**, p**)

g) | ———| = et |————

D(a', p') D(a?, p*)

n) les domaines X,, ,, ?,, o,, ?,, sont invariants pour la transfor-

mation.

’

De tels modeles existent, en particulier dans le cas des molécules a centre
de symétrie (et chocs pseudo-inverses) la transformation :

x2*=2x! — x?; a‘*=a";b pr=pl; px=—pi, (i=1,2),

satisfait a toutes les conditions a), ..., 7).
Nous désignerons par M* la classe des modéles présentant cette propriété.
Faisons alors sur F; I'hypothése supplémentaire :

(5% F,(z*)=F,(z)  pour tout z.

On peut alors écrire le second terme de (50) sous la forme
fFl(zt)Fz(z:)w— g21)doda’dp?,
puis, compte tenu de a), ..., z),

IFl(z’{‘)Fz(z;‘)Y(g’z"l)daz*daz*dpz*.
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ce qui nous permet d’écrire (18) sous la forme :
(19 ¢) N{ jFl(x‘, T)F,(x%, 7)Y (g, )do?de?
- JFl(x‘, TF (x?*, 12%)Y(g},)do**dr** } "

2.2.5. HYPOTHESE DE FAIBLE VARIATION DE F,(z,) (hypothése 5#,). —
Nous nous placerons maintenant dans le cas ou les propriétés du gaz
considérées varient faiblement d’un point de E & un point voisin: plus
exactement, nous ferons I’hypothése que les variations de F,(z;) sont
négligeables lorsque x! varie seul, dans un domaine de I'ordre du domaine

d’action d’une molécule. Dans ces conditions, nous pourrons écrire dans
(194a, b, ¢

Fl(xz’ 12)=F1(xl’t2); F1(£2’ 12)=F1(x1’ 1"2); Fl(xz*9 tz*)':Fl(xl’tZ*)

Suivant les cas étudiés, (18) prend alors la forme:
(20 a, b) N J{ F,(x!, TYF,(x%, %) — F,(x!, tHF(x!, 12) } Y(g,,)do?dr?
correspondént aux formules (19 a) ou (19 b), ou
(20¢) N{ JFl(xl, TYF,(x!, 72)Y(g,,)do?dr?
— jFl(xl, T)F, (2, 12*)Y(g§,)d62d12*}

dans le cas des modéles de type IM*, avec I'hypothese #* (On ne fait évi-
demment pas x? = x! dans I’évaluation de g, et g%,).

L’hypothése #, sera toujours bien vérifiée lorsque 'on étudiera des
systémes peu éloignés de leur position d’équilibre macroscopique, et ne
serait mise en défaut que dans des cas extrémes (ondes de choc par exemple).

Remarque.— Dans le cas de collisions non instantanées, on doit compléter
les hypothéses précédentes par I'hypothése de faible variation de F, en
fonetion du temps ; plus précisément les fonctions F(z~, t7) seront iden-
tifices a Fy(z~, t*), t~ et t* étant les instants de début et fin de collision.

(*) (Dans ces expressions et dans la suite, T est une notation condensée pour I'ensemble
des variables a et p).
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2.2.6. FORME FINALE DE L’EQUATION. — Pour obtenir une équation
qui soit formellement comparable a ’équation de Boltzmann pour les
gaz monoatomiques, nous effectuerons maintenant les changements de
notations suivants:

z; =z z, = z4 LR 2 - ¢! g1 > &

Nous remplagons d’autre part F,(z) par la distribution de densité de
masse f(z) = NmF(z).
L’équation (17) prend alors I'une des formes:

2 1
oo Lopm-l f (f'fi = FY(@)do'dr!

21 % +[f Hl = % Jf’f{Y(g)dU‘dr‘ - ff*ﬁ*Y(g*)dG‘df‘*

ou I'on a noté

f=fx1; fi=flxt); [f'=fx7);
fi=fle D) f*=flet); fi=f(x1'*).

En résumé, I’équation qui définit les variations de f a pu étre écrite sous
la forme (21 a) en faisant les hypothéses suivantes:

A, F] est peu différent de F, (gaz peu dense);

J#, interactions binaires (toujours vérifiée pour les chocs instantanés) ;

# 3 chaos moléculaire;

#, faibles variations des propriétés du gaz en fonction de x (et éventuel-
lement de 1)

Les modeles pour lesquels cette équation est valable, que I'on désignera
sous le nom de « modéles M » comprennent en particulier :

— les collisions élastiques,

— les modeles ou existent des chocs inverses,

— les modéles ot existent des chocs pseudo-inverses avec g indépendant
de p,, p2 (cas des sphéres rugueuses ou pseudo-rugueuses).

Pour les modeles du type IM*, I'équation prend la forme (21 ¢), & condi-
tion d’adjoindre I’hypothése #* aux précédentes.

Dans le cas général, aucun changement de variables ne permet de rame-
ner les deux domaines d’intégration de (21) & un seul, et I’équation (17),
sous les hypotheses #,, ..., #, gardera la forme:

5 1
(22) a—j: +1/ Hl = — J[f T{Y(g) — fiY(— glds'dr!
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2.3. Equations de variation.

Pour la distribution de densité massique f(g, p) '’équation « de Boltz-
mann » (22) se met sous la forme:

0
23) T w1 1= 20, )

ou #(f, f) est défini par

1
m

(24) AN = J(f’f{YH 8) — fY(— g)do'da’dp'

2.3.1. EQUATION DE VARIATION POUR ¥ — Soit { une quantité tenso-
rielle fonction de ¢, p, t, définie et de classe ¥, dans tout le domaine de
variation de ses arguments.

On définit la valeur moyenne de ¥ par rapport a f, notée (¥ ) par l'inté-
grale, lorsqu’elle existe:

(25) ¥> = Jf (¢, PWV(q, )=

L’intégration est faite sur I’ensemble des valeurs possibles de a et p.

{y ) est une fonction de x et de . En choisissant convenablement
on pourra ainsi étudier les propriétés macroscopiques du fluide.

En multipliant (23) par ¥ et en intégrant par rapport 4 da et dp, il vient :

S
26) f%¢h+juﬂwh=fﬂﬂﬁwr

Nous allons transformer le premier membre. Le premier terme vaut:

0 o, 0 oy
ot Jﬁ/’df— Jf:a?df—a<'//>—<§

Le second vaut:

J’[fl//, Hldr — ff [y, H]dz = ‘[[ﬁll, Hldz — <[y, H])

9 0
(¥, H] = %0 (fibg) + » (fp).
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L’intégration du second terme de cette derniére équation par rapport a p
donne un résultat nul.
En écrivant

0 . 0 ) 0 .
% (fpg) = % ‘(fpa) + Ew (fpx)
il vient:

) .
f[ﬁ/f, Hldadp = —-{yx).

oy B d.p>
(5o = (51

d
ou I désigne la dérivée totale prise le long de la trajectoire dans y du

Comme

point représentatif de la molécule, supposée non soumise a I'action des
autres molécules, on a I'équation suivante, qui régit les variations de  :

0 0 . d
(27) -a—t<l/l>+a'<!//x>—<%>=fw(f,f)
ou F,(f, f) est défini par:
(28) s f) = ff(f, SWdr

2.3.2. ETUDE DE Fu(f, h) DANS LE CAS GENERAL. — Définissons, pour
le couple de fonctions f et h de (x, &, p, t) 1a forme bilinéaire #(f, h) par:

1 .
29) AL h= o J((f ‘hy + fIN)Y(g) — (fhy + fih)Y(— g)do'de!
et pour toﬁte fonction y(x, a, p, t) la quantité Fu(fs h) par

(30) Flf h) = ftﬁ(x, T, )A(S, hydz

Ces deux définitions sont évidemment cohérentes avec la définition de
F(f, f) et avec la formule (28). Nous allons écrire Fu(f, h) sous d’autres
formes, équivalentes a (30), mais plus symétriques.

Rappelons d’abord les proprietés de la transtormation qui permet de
calculer Iétat final (p, p') d’une collision instantanée conservative, en
fonction de I'état initial (p’, p’) pour une configuration de choc (g, ¢'):
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1. Cette transformation est sa propre inverse : les formules de la trans-
formation sont invariantes par I’échange simultané des variables

(31a) peop et plopl
2. Les molécules 1 et 2 jouent des roles symétriques: les formules de
la transformation sont invariantes par I’échange simultané des variables :

32a) x o x! a—a pop

3. Par le changement de variables (31), la vitesse normale d’approche g
est transformée de la fagon suivante:

(31b) g=sgp.p') < g, p")=¢=—¢

Au cours du changement de variables (32), la vitesse normale d’approche g
est inchangeée :
(32b) g8

De ces propriétés, il résulte que le changement de variables (31) induit
I’échange suivant :

(1o fhi + fih = f'hy+ fil
alors que le changement de variables (32) induit les échanges suivants:
{ fhy+ fih o fhy+ fih

'+ il o f'hy+ filt
sous I'’hypothése (#,) de 2.2.5, c’est-a-dire en négligeant les variations
des fonctions f et h lorsque I'argument x est changé en x'.

Sous la méme hypothése concernant la fonction ¥(x, 1, t) le change-
ment (31) induit :

(32¢)

(314d) Yooy Yy ey
et le changement (32) induit
(32 d) Yooy, Y ey

Les notations ¥, ,, ', §; désignent respectivement les valeurs
Yix, a, p, 1), Y(x, al, p', 1), Y(x, @, p', t) et Y(x, a"’, p'’, t) (voir 2.2.6).
Enfin, rappelons que le changement de variable (31) posséde la propriété :
D(z, )

Ble) D, )
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Appliquons les formules (31) au premier terme de Z,(f, h):

1 . 1
Y. Jxﬁ'(f’hl+f1h')Y(g)daldt‘d1: =3 Jl//'(jh1+f1h)Y(—g)da‘d‘rldt
m

Donc
Fulfs h) = % j(!//' = ¥)(fhy + f[il)Y(~ g)do'dr'de.
Appliquons maintenant au secqnd membre de cette égalité les formu-
les (32):
Fulfs h) = f(!h YUy + fil)Y(— g)do'drde’ ;
d’ou:

1 .
@33) Slhh= j(!//’ + ¥y =¥ =Yy + fih)Y(~ g)do'drdr!

On peut procéder de fagon analogue en transformant le second terme
de #,(f, h). On obtient alors :

(34 Ffoh) = jlﬁ WISy + fil)Y(g)do' drdr’
puis :

1 . . .
(35 Sl = am J(l// =¥+ =)'y + fil)Y(g)do! dzde!

Enfin, combinant (33) et (35) on peut écrire:

1

(36) Jufh) = ™ J(lﬁ + =y = IRy + fiR)Y(g)
— (fhy + fi)Y(— g))dodrdr?

De (33), (35) ou (36) on tire immédiatement que # (£, h) est nul lorsque
¥ est un invariant sommatoire de la collision.

2.4. Le théoréme H.

Nous allons montrer que, pour les modéles M et Mi* les égalités écrites
en 2.3 permettent de démontrer un théoréme H, analogue au théoréme
classique pour les modéles monoatomiques. Pour cela, nous définissons
la fonction #(x, t) par:

(37) H(x, 1) =<log f) = jf log fdz
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Les variations de s sont obtenues par application de la formule (27).
Puisque f reste constant sur la trajectoire dans y du point z représentatif

dl
de la molécule, en dehors des collisions, on a < Ztg / > = 0. Donc

oHX 0
Tt = J log fA(f: f)ds,

ou 'on a posé # = (log fx). Au second membre, appliquons la for-
mule (35) avec h = f et y = log f. Il vient:

(38) Jlog [ AL e = — J’l og — = f'fiY(g)do'dr' dt

’fl

D’autre part, en prenant = 1 dans (36) on a

Jf(f, [z =0

Dans le cas des modéles I, on a écrit en 2.2.6:

e H(f’f; ~ f1)Y(gMo'd"

On a donc, pour ces modeles :
1 .

(39) — I(f’fi — f1)Y(g)do'drdr = 0.
m

Pour les modéles IR*, on a écrit :

AN = % jffl g)ds'de" — % Jf*fn*Y(g*)da‘*dr‘*,

donc
- [f(f. fyie=— ff'f;Y(g)da‘dr*dz - Jf*fﬁY(g*)da‘*dr**dr

Utilisant les hypothéses ¢ et n de 2.2.4. ¢, on peut écrire le second terme
sous la forme

L [ revigndotat s,
m
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puis, par changement de nom des variables d’intégration t'* et t*,

1
— jfle(g)dodt‘dr,
m
ce qui conduit encore a (39).
En ajoutant a (38) la moitié du premier membre de (39), il vient

1 1 .ffl ffl 1
— | log f- 2(f, f)dt = — J(log—,—, + 1 - —= |f"fiY(g)dodr dr.
o J1ow 505 e = o [ (0w 1= )
Or, pour x > 0 on a log x + 1 — x <0, ’égalité n’ayant lieu que pour
x = 1. L’expression (38) est donc toujours négative ou nulle, et n’est nulle
que lorsque I'égalité

(40) fo=rH

est vraie identiquement. On a donc
o 0
—+ — = - Gx) avec G(x) > 0.
ot  oOx

Supposons que le systéme des N molécules soit contenu dans un volume 2
de E, limité par une surface fixe 0%, de normale extérieure unitaire r, et
soit J# la valeur de l'intégrale

9?=J Hdx.
R

Nous avons alors
dx
*+J Hrds = —J G(x)dx
dt o Ja

En supposant les conditions aux limites telles qu’il n’y ait pas de flux
de o a travers 0 (cela se produira en particulier lorsque ’on aura réflexion
spéculaire des molécules sur la paroi de I'enceinte), on peut donc énoncer
que:

la quantité & est une fonction strictement décroissante du temps, sauf
si ’équation (40) ff; — f'f; = O est vérifiée pour toute valeur des argu-
ments x, a', p', a?, p>.

J est une valeur (que I'on peut lier & 'entropie) liée 4 I’état macro-
scopique du systéme. Le systéme ne peut étre en équilibre macroscopique
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que si # est indépendant du temps. Donc, les distributions qui correspon-
dent a un état d’¢quilibre du systéme satisfont nécessairement a I'équa-
tion (40).

2.5. La distribution maxwellienne.

Nous étudions dans ce paragraphe les solutions de ’équation de Boltz-
mann, qui satisfont a 'équation (40) du paragraphe précédent. Cette équa-
tion s’écrit aussi :

(41) log f +log f, =log f' +log f,.

log f est donc un invariant sommatoire. Mais de plus, f satisfait 4 ’équa-
tion de Boltzmann (25).

L’équation (41) entraine que #(f, f) = 0.

Si nous nous intéressons plus spécialement aux distributions indépen-

)
dantes du temps, nous avons aussi : al = 0. Les égalités (41) et (25) entrai-
nent alors: t

(42) (£, Hl =0.

Or, les solutions de (42) sont les invariants du mouvement de la molé-
1
f
un invariant du mouvement de la molécule isolée et un invariant sommatoire
de la collision.

Bien que des situations plus compliquées ne soient pas a priori exclues,
tous les modéles que nous envisagerons, ou qui sont traités dans la litté-
rature, possédent les propriétés suivantes, que nous prendrons comme
hypothéses dans toute la suite de ce travail.

cule isolée. De plus [log f, H] = —[f, H]. Donc, log f doit étre a la fois

a) Les seuls invariants du mouvement de la molécule isolée qui sont
invariants non dégénérés dans une collision sont la quantité de mouvement
et 'Hamiltonien.

b) Sil existe des invariants sommatoires dégénérés qui sont des inva-
riants du mouvement de la molécule isolée, 'Hamiltonien se sépare en
deux parties: H = H, + H,, H, étant indépendant des invariants somma-
toires dégénérés, et H,; ne dépendant que de ces invariants dégénérés et
des parameétres g;. On peut d’ailleurs faire, si besoin est, une transformation
ponctuelle sur les variables internes de fagon a ce que les invariants somma-
toires dégénérés soient les moments p,, avec I=r+1,...,s (r<s) et
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que H, soit une forme quadratique homogéne des variablesp;:i=1, ..., r.
On mettra donc H sous la forme (!):

Px-Px
(43) H= E’"l- + - Alj(a)plpj + Hd(pr+1’ «ves Pss a);
(G,j=4,...,r;l=r+1,...,5), ou les coefficients A;; sont fonction des

variables q;. Dans ces hypothéses, et en utilisant les résultats de 1.12
sur les invariants sommatoires, on peut écrire, pour la distribution limite f°:

(44) lOg fO = lXH + ﬁpx + X(pr+ 1> = -" ps)

ou a et B sont un scalaire et un vecteur constants et y une fonction arbi-
traire des invariants dégénérés p,,, ..., Ds
Compte tenu de (43), on a aussi:

Px-Px
(45) IOg fO = a{ m + = Alj(a)plpj} + Bpx + H(Pd, a)
p, désignant I’ensemble des variables p, ., ..., P

Comme dans la théorie classique, on peut interpréter les constantes o
et B en introduisant les premiers moments de la distribution f°:

p= Jf dpda = _[f %dp,dp.dpda

(p. désigne I'ensemble des variables p, i=4, ..., 7).
On peut écrire :

g
p=e 2-1:- Jleldda

of PPy Bops BT azA
I, = 4[6 ( SR )dpx ; Ie= j ”plpjdpe; Id = ‘[e()(",,a)dpd‘

I, est indépendant de 4, alors que I, et I, sont des fonctions de a.
Lorsque a est négatif, les intégrales I, et I, sont finies (A;; est une forme
quadratique définie positive) et valent respectivement :

n2 2w\
Ix= (_a)3/2(2m)3/2; Ie:(_ _>

o Jdet A, ’

(') La sommation sur toutes les valeurs possibles de i et j est sous-entendue dans la nota-
tion A;;p;p;.

D’autre part, on a choisi pour variables x les coordonnées du centre d’inertie de la molé-
cule et on a donc: p, = mx.

avec
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d’ou:

_m_/gl 27 r/2
(46) p=e 2 - m*? | (det A;))"?1,da

Définissons la vitesse macroscopique u# du gaz par la formule

(47) mpu = {p,>° = ‘[ p-f°dpda

(la notation ¢ )° indique un moment pris pour la distribution f°).
On a:

_mp PP, Bops mB? o 2= B MY

X

Il vient alors:

ce qui donne linterprétation de B et permet d’écrire :

2 2
48)  log fO= a{(”sz") + - Afap ,p,} + 0p,, a@) — ﬁ

Nous notons immédiatement que, pouri=4, ..., r
(49) (pi)° =

La quantité entre crochets dans (48) représente donc la partie échangea-
ble, E, de I’énergie cinétique d’agitation de la molécule.

Nous pouvons alors définir la température T du fluide au point x par
la formule :

2
(60 piKT=(EX = j { (”"—2'"2 + LA @, } fOdpda
m 2

Il vient:

kT 27 \"/2 "'/fz 1
p = (2 (det A;)""?I,da, soit KT = ——.
2 (—20)\—«a

On écrit alors log f° sous la forme:

— (px mu)Z mB2
log f°=— 2kT{ " + Aij(a)Pipj} + 0(p,, @) — E
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Pour obtenir une forme aussi proche que possible de la forme classique
de la distribution maxwellienne, définissons :

p (det A~ /2

(51) p* =
J(det Ay~ 12o%:0) dp da

p* est la densité, au point x, des molécules pour lesquelles les valeurs des
invariants dégénérés et des parameétres de position sont respectivement
pq et a. Il résulte de cette définition que

J p*dp,da = p
On a alors:
-3/2 U (p—map
(52) o= p*ﬁ,—z«/det Aje m{ 2m *A”"""}
T

Lorsque p*, T et u seront supposées étre des fonctions de x et ¢, nous
dirons que f° est une distribution localement maxwellienne généralisée.
Lorsque p*, T et u seront supposées indépendants de x et ¢, la distribution
sera dite maxwellienne absolue généralisée.

Remarque. — Si les hypothéses a et b étaient abandonnées, la distribu-
tion f° ne prendrait pas la forme simple donnée par I’équation (52). Nous
serions dans l'obligation de définir, par des formules analogues a (51)
une température T*, une vitesse moyenne u* (et éventuellement d’autres
valeurs moyennes pour les autres invariants sommatoires qui seraient
aussi des invariants du mouvement de la molécule isolée), qui seraient alors
des fonctions de p, et a et 1a distribution f° n’aurait une forme maxwellienne
que par rapport a ces nouvelles quantités.

Inversement, nous pouvons renforcer les hypothéses faites jusqu’ici,
de-fagon a simplifier la formule (51) qui définit p*. L’hypothése ¢) suivante
est aussi vérifiée dans tous les modéles que nous étudions :

Hypothése c. — Dans la formule (43), Hy(p,, @) a la forme:

(53) Hyp,, a) = Hi(p,) + ®(a)
_ 1
Alors O(p,, a) s’écrit 6(p,) — ﬁfl)(a) et
_®a)
go(l'a) e kT

*
pr=r om
eeidp .\ /det A;;
f Py ij J /—et—

ANN. INST. POINCARE, A-XII-1 5
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La dépendance de p* (et par suite de f°) par rapport a p, se fait par I'inter-
médiaire de la fonction
ga(ﬂa)

Je Wddp,

qui est une fonction arbitraire de p, soumise a la seule condition que son
intégrale sur tout le domaine de variation de p,; ait pour valeur 1.
Drautre part, pour toute fonction ¥ ne dépendant pas de p, le calcul

) d
de <y ), (XD, <dlt/> donne des résultats indépendants de la fonc-

tion 6. Comme toutes les quantités qui nous intéressent ici ne dépendent
pas des invariants dégénérés, nous pouvons valablement, sous réserve
des hypothéses a), b), ¢) ci-dessus, ne plus tenir compte des variables p,
et considérer que les fonctions f ne dépendent que de ¢, x, p,, p.. a.

La distribution limite f° est alors définie par la formule (52) avec:

=1, —®@)/kT
(54) ¥ = p(det A;) e

j (det A;) " 'e @ dq

Les différentes formules de ce paragraphe ont été obtenues en utilisant
les résultats suivants: si a;;x,x; est une forme quadratique définie positive

des n indéterminées x,, ..., X,, Si A est une constante positive, et si toutes
les intégrales sont prises pour x; variant de — o0 a + co,ona:

n.n/Z

A/ det a;; ;

=220 i s
Jxke Pagxixidx,, ..., dx,=0 pour k=1,..., n

—220: i xix:
Je Maixxidy,, L., dx, =

n/2
Jvadc-x e A dx, = . .
At/ det a;;
n(n + 2) "2

2 —A2 1iXiX; . .
j(aijxixj) eI idx L, dx, =

4% ) Jdet aij.

En résumé, lorsque ’Hamiltonien H est de la forme

=£>f'px
2m

H + Aijpipj + ﬁd(pd) + (D(a) (l’j = 47 L) l'),
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et lorsque les seuls invariants sommatoires non dégénérés de la collision
qui sont aussi des invariants du mouvement de la molécule isolée sont
H et p,, la distribution limite est une distribution maxwellienne généralisée
donnée par la formule (52), avec p* défini par la formule (54).

2.6. Les équations de conservation.

2.6.1. CAs GENERAL. — Dans le cas ou ¥ est un invariant'sommatoire,
I’équation aux variations pour ¥ prend la forme: -

d
(55) —<¢>+-~ (yx ) — <(;f> 0

Si, de plus,  est un invariant du mouvement de la molécule isolée, le troi-
sieme terme de 'équation précédente disparait. C'est le cas pour les inva-
riants 1, X, H, pour lesquels nous allons écrire les équations de conser-
vation.

Définissant les quantités p, u, V, 1/7 par les égalités :

p=L(1Y; pu=<iy; V=x—u; pj=<y);

et tenant compte de (V) =<(x)> — (u) =0, il vient, en faisant ¢ = 1
dans (595), I’équation de continuité

(3p I% dp
N + ox (pu) = <ou m + pu;; = 0)

ou e€ncore

(56) —+p—u=0,

C D , L
si loperateura est l'opérateur de dérivation particulaire macrosco-
pique défini par
D ¢ N 0
—=—tu —.
Dt ot ox
Si y est maintenant un invariant sommatoire en méme temps qu’un

invariant du mouvement de la molécule isolée, 'équation (55) s'écrit,
compte tenu de (56):

A5 "5;1//4'& (VY ) =0,
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ou:

(57) p—t//+* (VY5 =0

Deéfinissons le tenseur du second ordre (tenseur des pressions) P par
p = {VV) et appliquons (57) avec y = x:
il vient I’équation classique :

Du o ou;
(58) v > P= 0 (00 : P(E + “j“i,j) + Piji = 0>

Pour ce qui concerne ’'Hamiltonien, la situation est moins simple que

dans le cas monoatomique. L’Hamiltonien que nous considérons ici a
la forme :

px px Ai;(a)

H=H,p,) + ==
dp) + 250 1 2

pipj+q)(a) (I’J=4, --~9r)'

Compte tenu de la définition de p,, Hy = H — Hyp,) est un invariant
sommatoire et un invariant du mouvement. Définissant la valeur moyenne

1 .
P: = —<p;» des moments internes non dégénérés, et P, = p, — j,, on peut
p

écrire (car A;; = Aj):

m AIJ Al]~~
H0=5(V+ ) +_(pl+P)(p]+P1)+(D(a) _"u+ 2 plpj

m A;;
+ mu-V + A p;P; + ®a) + (zv-v + T’P,.PJ)
La partie entre crochets représente I’énergie cinétique d’agitation échan-
geable, et nous définissons la température T par :

(59) p%kT=<E>

avec

E="v.vslipp
) 2

Cette définition est bien cohérente avec celle donnée par la distribution

maxwellienne par la formule (50) puisque dans ce cas p; = P,. On a alors

A, ~ -1
<H0>=p{ kT+5u u+~215,ﬁ,+(1>} avec CI)———;((I)(a)).
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De méme:

~

ij o~ ~

m A
{VHy,>=<VE) + (Eu-u + 7p,~p,~)<V> +m{VV>-u
+ AyBi( Py V) + (V- D(a))
En définissant le flux d’énergie thermique échangeable q par:q = (VE),
et en désignant par L; le flux du moment p;: L;={Vp;> (i=4, ..., 1),

on écrit :

Eg

(VHo) = q+mp-u+ —LpL;+ {(Vd(a))

N

L’équation de conservation pour I’Hamiltonien réduit H, s’écrit alors:

Dfr m A, ~
— kT + —u?+—2pp;, + @
(60) th{z S b }
0 ij =
+——{q+mp-u+ z’piLj+<d)(a)V>}=0
x

2.6.2. DISTRIBUTION LOCALEMENT MAXWELLIENNE GENERALISEE.
Lorsque les moyennes sont prises par rapport a la distribution f°, les
simplifications suivantes apparaissent : puisque f° est une fonction paire
de I'ensemble des variables V,, i = 1, 2, 3, et de I’ensemble des variables p;,
j=4, ..., r les quantités q°, p?, L?, { ¢(a): V »° sont nulles. Le tenseur p°
est diagonal ; d’aprés la définition (59) de T et le calcul de < VV >° nous
pouvons écrire :

(61) p’= £le, 1 étant le tenseur unité.
m

D’autre part,

Da)
j@(a) (det A;))"'2e ¥Tda

Da)

(D(a))° = ~f(l)(a)f %dadp = p
J(det A,)"Y2e Kda

Posons :
(62) xT) = J (det A~ /ze_%da
nous avons

%r_) - %5 J(det Aij)—l/zq)(a)e_%)dt
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et donc
1 T
(D(a))° = kaz—-fiZ(——).
xuT) dT
Les équations de conservation (56), (58) et (60) s’écrivent alors:
D° o°
(63) F:) +p-w=0 (inchange
D% 0° [p
64) —+ —(—kT1)=0
(64 P Dt ox (m >
et
D°(r x D% o°
65 —<—kT + kT2 2 —— 4+ — (pkTu) =
(65) th{z + X}+MPu or o (pkTu) =0

(64) peut aussi s’écrire :

D% kT 00 k o°T
66 —t— 4= =0
(66) Dt mp 0x m ox

et compte tenu de (64), (65) prend la forme:

DO , 7 60
(67) kT+kT +kT— u=0
Dt |2 X Oox
D 9°
(les notations Dt et Ew ont été utilisées ici pour préciser que les équa-
X

tions en cause ne sont valables que pour les distributions localement
maxwelliennes généralisées). Nous aurons besoin aussi d’une autre forme
pour les équations (63), (66), (67), faisant apparaitre I'opérateur de dériva-
tion moléculaire :

d B 0 0
dt ot ox
On a
d_D+(. )‘0_D+V.0
i D T YT e ox
ce qui permet d’écrire:
d°p 0° °p
68 —_— = —p— V- —
(68) i Pa "t

69) d°u B kT 3%  ko°T N <V- 6°>
dt — mpdx mox ox “
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(70) dt ox ox

ou l'on a posé

K(T) = — kT + kT2 X
2 X

Notons que, si le modéle moléculaire n’a pas de potentiel interne (par
exemple molécules rigides), ®(@) =0 et donc yx(T)=cte; d’ou

0 da°T 2T50 +V'6T
(70.4) a o oax " ot

Par comparaison des équations (63) et (67), il apparait que la tempéra-
ture T est liée a la densité p par:

(71) p = CT"2((T) exp (T X—>
X
qui se réduit a:
(71.a) p=CT? lorsque  ®(@) =0

La quantité C est constante le long d’une trajectoire d’une « particule
macroscopique ».
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