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Structure du champ gravitationnel « non-radiatif »
dans le formalisme de Newman-Penrose

en relativitée générale

par

I. MORET-BAILLY

(Laboratoire de Physique Théorique associé au C. N. R. S.
Institut Henri Poincaré, Paris).

RESUME. — Dans ce travail nous étudions la structure du champ gravi-
tationnel non-radiatif dans le formalisme de Newman-Penrose. Les fonc-
tions du champ étant supposées développables en série formelle de puis-

1 . .
sances de — nous démontrons que les coefficients de ces puissances sont
r

des polyndmes de la variable temps retardée.

Des resultats analogues ont déja été obtenus par Papapetrou pour le
champ €lectromagnétique non radiatif en relativité restreinte et par Papa-
petrou et Pauteur pour le champ gravitationnel non radiatif considéré
par Bondi et Sachs.

SuMMARY. — The structure of a non-radiative gravitational field is
investigated using the Newman-Penrose formalism. We show that the field

. . 1
variables, supposed to possess an expansion in powers of —, have as
r

. 1 S . .
coefficient of — a polynomial in the retarded time variable.
r

Similar results were already obtained by Papapetrou in the case of
the non-radiative electromagnetic field in Special Relativity, and by Papa-
petrou and the present author in the case of the non-radiative gravita-
tional field considered by Bondi and Sachs.
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I. INTRODUCTION

Dans deux travaux précédents [/] et [2] nous avons étudié la structure
du champ gravitationnel « retardé », solution des équations du vide et
non radiatif sur un espace-temps asymptotiquement plat. Cette étude
a été faite d’abord dans le cas du champ a symétrie axiale étudié par Bondi[3],
ensuite dans le cas plus général du champ asymétrique traité par Sachs [4]
et Newman-Penrose [5], Newman-Unti [6]. Pour ce dernier cas nous avions
utilis¢ la forme des équations du champ donnée par Sachs.

Dans le présent travail nous reprenons I'étude de ce cas, toujours pour
des champs dont les composantes sont développables en série formelle
de puissances de ; mais cette fois dans le formalisme de Newman-
Penrose. Les résultats sont identiques a ceux déja obtenus dans [2]. Ils
auraient d’ailleurs pu en étre déduits. Il nous a semblé préférable de les
établir directement parce que cette forme des équations du champ permet,
d’une part, d’en donner une démonstration plus simple et d’autre part
de les étendre a d’autres grandeurs caractérisant le champ.

Enumérons briévement les hypothéses faites dans ce travail. Le champ
gravitationnel est une solution « retardée » sur un espace-temps asympto-
tiquement plat des équations du vide étudiée dans [6] par Newman-Unti.
Les coordonnées radiatives x° = u, x! = r sont utilisées, u est lc temps
retardé, r est un parameétre affine des bicaractéristiques. Cette solution

. . 1
est de plus supposée développable en série de puissances de — et non
r

radiative dans le domaine (Q) défini par r > » > 0. Rappelons que, par

définition, une telle solution est non radiative si en tout point de ce domaine

les composantes du tenseur de courbure par rapport & un champ de repéres

quasi-orthonormés ont un développement ne contenant pas de terme

en —. Avec la notation utilisée dans [5] une solution est non radiative si
r .

et seulement si:

(1-1) ya=0.

Dans le chapitre II, nous rappelons le formalisme utilis¢ par Newman-
Penrose dans [5] et précisions les hypothéses faites. Dans le chapitre 111
nous.reprenons I’étude des équations du vide pour 'obtention des solutions
satisfaisant les hypothéses précédentes sans que (I-1) soit nécessairement
vérifié. Dans le chapitre IV nous étudions la structure de ces solutions
pour un champ non radiatif. L’hypothése (I-1) étant satisfaite, nous démon-
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1 .
trons que les coefficients des puissances de — des fonctions du champ
sont des polynomes de la variable. u. !

II. FORMALISME UTILISE PAR NEWMAN-PENROSE

Dans ce chapitre nous rappelons le formalisme utilisé dans [5] en préci-
sant les hypothéses que nous faisons.

1) Définition d’un champ de repéres quasi-orthonormeés ().

Soit V, une variété riemannienne, de classe C®, munie d’'une métrique
de signature — 2, rapportée a des coordonnées locales x* Le tenseur
métrique est supposé de classe. au moins C!, C* par morceaux. Nous
supposons lexistence globale d’une famille d’hypersurfaces caractéris-'
tiques a un parameétre u(x*) = cte dans un ouvert () complémentaire
d’un tube d’univers renfermant les sources. Le champ de vecteurs [, défini
sur (Q) par

(1L-1) =
étant intégrable, satisfait :

(I1-2) V., -VlI=0
ce qui entraine

(I1-3) v, =0.

La congruence des trajectoires de I, est donc géodésique; étant isotrope,
elle engendre les hypersurfaces u = cte. Ces trajectoires sont appelées
rayons. Désignons par r un parameétre affine pour chacun des rayons.
Il est supposé, en outre, que r peut tendre vers I'infini sur chaque rayon.
Précisons les hypothéses faites sur la topologie de V,. Désignons par E,
le complémentaire d’une boule fermée &3 de R® muni de sa topologie
usuelle. Nous supposons que V, posséde un ouvert () qui est difféo-
morphe au produit R x E5, chaque hypersurface u = ;u de (Q) s’appli-
quant sur ;u x E;- Nous supposons en outre que les rayons de chaque
hypersurface ¥ = ;u ont pour homologues la restriction & ,u x E; des
droites rayons de la boule ,u x &;.

En tout point xeQ on considére une base de I'espace tangent T,: I,
n, a, b, satisfaisant:

(11-4) Pl =n'n, = a,l* = bl = an' = b =ab*=0
(I1-5) Fn, =1, a,a* =b,b* = — 1,

"
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ou [, est le vecteur défini par (II-1). A cette base on fait correspondre de
fagon biunivoque une autre base (%) dont les vecteurs l,,n, m, m, appar-
tiennent a T¢, complexifié de T, m* et m* étant définis par

1 1
= —/(a, — ib,), m, = ——=_(a, + ib,).
n \/' n u M u [
2 \/5
On étend a T, le produit scalaire défini sur T,. L’espace tangent T, < T¢
admet pour base (#) qui d’aprés (II-4, 5, 6) satisfait :

(11-6) m

(11-7) Fn, = — m'm, = 1,

(11-8) W, = n*n, = m*m, = "m, = n"m, = 0.

On donne a cette base (#) le nom de repere quasi-orthonormé. Les compo-
santes du tenseur métrique en coordonnées locales s’écrivent:

(11-9) g = Lin, + Lin, — mm, — mm,.

2) Les fonctions du champ.

Dans [5] Newman et Penrose obtiennent des équations du champ
du cas extérieur qui remplacent les équations d’Einstein du vide. Les fonc-
tions inconnues qui y sont utilisées sont les coefficients de spin, les compo-
santes par rapport a (#) du tenseur de courbure et les composantes en
coordonnées locales des vecteurs du repére (). Les coefficients de spin
sont les 12 scalaires complexes suivants et leur conjugué, définis en fonc-
tion des coefficients de rotation de Ricci relatifs au repére (%) :

[y = mI'v,l, o =m'mV,l,
n=—mlVpn, p=—mmVpn,
p=mmV,Ui, v=—mn"V,n,
A= —m'm'V,n, T=m"n'V,l,

a=§WWWu—WWWm)
(I1-10) |
p= E(n“m”Vvlu — m*'m'V,m,)

V=5 (n*n*V,l, — m*n*V,m,)

1
| £= E(n“lVVvlu — m'l'V,m,).

Les 10 composantes indépendantes du tenseur de Weyl par rapport a (£)
sont les 5 scalaires complexes ¥, (A = 0, 1, 2, 3, 4) et leur conjugué défini
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a partir des composantes en coordonnées locales C,,,,. Dans tout ce
travail, ce tenseur s’identifie au tenseur de courbure, les équations du vide
étant satisfaites.
Yo = — R, l'm"IPm’ Y3 = Ry, l'n"nm°
— R, ' nfm’

d/l - Ruvpalunvlpmd l//4

II
Il

uvpo

(11-11) )
Y, = — ER‘“,,,(,(I“nVI"n‘7 + Fn*mPm°).

Les autres fonctions inconnues qui entrent dans les équations du champ
sont les composantes, en coordonnées locales, des vecteurs du repére (%)
qui vérifient (II-1, 7, 8). Le nombre de ces inconnues est réduit par le choix
de coordonnées locales adaptées a la congruence /,. Le scalaire u est la
coordonnée x°, on a alors:

(I1-12) I, = 2.

Les rayons sont les courbes coordonnées de la variable x! qui est un para-

métre affine r pour chacun des rayons : x' =r,

dx* ou

= - = gtV ___
dr &

11-13 I
(1I-13) P

=g =0

Les deux autres coordonnées qui sont constantes pour les points d’'un méme
rayon sont notées x'. Dans ce travail tout indice latin désigne 2, 3. Ce choix
de coordonnées locales adaptées x* est systématiquement fait dans la suite.
Les composantes n*, m" non encore déterminées, des vecteurs du repére (%)
s’écrivent, compte tenu de (II-7, 8):

(11-14) nt = of + USk + XKt
(11-15) mt = o + ERSp,

ou les fonctions réelles U et X* et complexes w et & sont des fonctions des
coordonnées. Ce sont ces fonctions inconnues déterminant le repere (%)
qui entrent dans les équations du champ. Elles déterminent g** en tenant
compte de (II-9, 14, 15)

g' =2U — wm)
(II-16) g =X~ ({0 + Ew)

g = — (& + &)
Le choix du champ de repéres (#) donne des relations entre les coefficients
de spin. La relation (II-2) entraine :

(11-17) T4 f=1
(11-18) p=p.
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Rappelons que les parties réelle et imaginaire de p sont respectivement
les scalaires dilatation et rotation attachées a la congruence. La rela-
tion (II-18) exprime que la rotation est nulle, propriété qui, on le sait,
caractérise les congruences géodésiques isotropes intégrables. Rappelons
aussi que le module de ¢ est la distorsion.

De plus, on impose aux repéres (£), définis aux points d’'un méme rayon,
de se déduire les uns des autres par transport paralléle le long de ce rayon,
on a donc:

(I1-19) IV, n, = PrV,m, =MV m, =0,
et (II-3, 19) entrainent alors:

(11-20) y=¢=n=0.

3) Les équations (!) du champ du cas extérieur.

Ecrivons les équations du champ (cas extérieur) de Newman-Penrose
dans le systéme de coordonnées locales adaptées que nous avons definies,
les hypothéses faites jusqu’ici étant satisfaites. Nous les classons en quatre
groupes d’équations: le premier et le deuxiéme groupe des équations
radiales, les équations non radiales et le dernier groupe.

1 groupe des équations radiales. — Dans ces équations n’interviennent

0
que l'opérateur D = —.
or

a) D& = p&' + ol

b) Do = pw + c@ — (@ + f)

¢) DX' = (@ + B)& + (x + )¢’

d DU =@+ po+ @+ fo—+7)

e) Dp =p*+ 00
f) Do =2po + ¥,
(11-21) g) Dt =1p+7T0+ ¥,

h) Da =ap + o
i) DB =fp+oac+¥,
) Dy =+ +Y,
k) DA =1p+ uo
) Du =pp+ 4o+ ¢,
m) Dv =tA+ 70+ s,

(') Dans [6] ces équations sont notées 9-a — q), (10-a — m)et (11-a — d).
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2° groupe des équations radiales. — Dans ces équations interviennent
0
les opérateurs D et § = o + ékﬁ.
(II-22) Dy, + (A" = S)pya,
=0Wa,-1 =28 — A", -y + (1 — A"V, -,
ouA”"=1,234
Ces quatre équations sont linéaires et homogénes par rapport aux y,.

Les équations non radiales. — Elles font intervenir les opérateurs & et
A=U o 0 X+ 0
Vet a Tt
@) OX'— AL = (u+7 — )¢ + 28
b) 68 — 8 = (B — ) + (& — PE
€) 60 —ow =(f — v)w + (@ — P)@ + (u — fi)
doU —Ao=p+7—y)0o+ it -7
€ AL —6v =20v+(FT—3y—pu—@i—y,
) op —d0 =(B+m)p+(B—30)0 -y,
(I1-23) 8) da —Of =pup— Ao —2af +ax + BB — y,
h) 64 —dp =(x+ P+ @—3PA — ys
) ov —Ap =yu—2vB+5u+ u* + A4
Doy —AB =tu—ovu—y+7)B+ e
k) 61 —Ac =218+ (F+u—3y)o+Ap
DAp =6t =(y+7—Bp— 20t — io — ¢,
m Au —0y =pv—tdA—AB+F—y— Da— s
Le dernier groupe d’équations dans lesquelles les opérateurs J et A agis-
sent sur les i,.

(11'24) A!ﬁAn -1 5‘/’Au = (A” - l)v'//Au -2 2(A” - 3)7¢A:: -1t (A” - S)UIIAN
—A a1+ 2A" = DB p, — (A" DY a1,

avec A” =1, 2, 3, 4.

Ces équations imposent a i, d’étre au moins de classe C° et aux autres
fonctions du champ d’étre au moins de classe C*. Dautre part, la forme des
équations (II-22) montre que toute solution est nécessairement indéfi-
niment dérivable par rapport aux variables x2, x3.

4) Définition des solutions étudiées.

Dans les chapitres suivants nous ne nous intéressons qu’aux solutions
qui sont « retardées » sur un espace-temps asymptotiquement plat et

1
développables en série formelle de puissances de —. Ce sont les solutions
r
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des équations du vide (II-21 — 24) qui satisfont les hypothéses suivantes :

a) Sur (Q) les coefficients de spin (I1-10), liés par les relations (I11-17, 18, 20),
les ¥, donnés par (II-11) et les fonctions déterminant le repére (%) sont

1
développables en série formelle de puissances de —. Toutes ces séries sont

supposées dérivables terme a terme. r
b) Les fonctions ¥, p, &* satisfont les conditions aux limites suivantes :
(11-25) lim (o) = ¥,
ou ¥ est une fonction des variables u, x',
(11-26) lim (rp) = — 1,
(11-27) lim (r¢?) = = lim (r&?) = :

J2 /2 sin x?
Les hypothéses a) et b) sont suffisantes pour que la métrique de V, ait
pour limite, quand r tend vers l'infini, celle de la métrique de l'espace

de Minkowski rapporté aux coordonnées radiatives (*) u, r, x? = 0, x*= ¢,
a savoir:

lim <g222) -1, lim (g_323> = —sin®* 6,  lim <g_223) =0,
r=© r r=o r r=o r

. . . 8oi

11=m (8o1) =1, 11=m (go0) =1, lim (—) =0.

Les coordonnées x? et x3 sont alors les coordonnées polaires 0, ¢ défi-
nies sur la sphére a deux dimensions S,. L’ouvert (Q) est ainsi défini
par y <u<u r<r, 0<0<m0<o<2n

2

Dans [7] il est démontré que les solutions des équations du champ
satisfaisant les hypothéses (a) et (b) ont nécessairement le comporte-
ment () asymptotique suivant :

1 1 1
T, Xk = 0(——5>; ’Y’ g = 0<—2); o, Bﬂ 2-9 #9 Vv, @ = 0(;);
(11-29) ' r 4
U =0(1); Yan= 0(—5_—M> avec A”=1,234
r

{!) Voir [5].

1 .
(?) Le symbole 0(7) désigne une fonction telle que
,

1 1
0(—") \< - fu, 0, @)
3 I

pour tout r suffisamment grand, f(u, 0. ¢) étant une fonction indépendante de r.




STRUCTURE DU CHAMP GRAVITATIONNEL « NON-RADIATIF » 423

- 1 .
Ecrivons les développements en — de ces solutions en tenant compte de
r

(I1-25, 26, 27, 29). Nous sommes obligés de modifier les notations utilisées
dans [5] pour pouvoir formuler sous une forme condensée les résultats
que nous obtiendrons.

Si F désigne I'une des fonctions suivantes p, o, «, B, 4, 4, 7, v, 7, &, X%,

110 F
15
r r
n=1
avece :
(11-31) omy=Xt=Xk=1—0, & ! 23 : b= —1
- 0’='y= = =T= y =, =, p:— .
\/5 \/Esino
o \U
U=U+ ) —,
— r
(11-32) o
)
w = e
r
n=1
1 © n
(I1-33) Ya=— Z !P_:’ avec: A=0,1,2 3,4
r r
n=3-A

Dans (I11I-33), remarquons que I'indice n ne prend pas que les valeurs entiéres
positives prises dans les formules précédentes mais prend aussi la valeur 0
pour A = 3et A = 4et méme la valeur — 1 pour A = 4.

III. ETUDE DES EQUATIONS DU CHAMP

1) Résolution du premier groupe des équations radiales (I1-21).

Nous introduisons (I1-30, 31, 32) dans ces équations. Nous allons démon-

trer que l'identification des coefficients des puissances successives de —
r

donne le résultat suivant pour U, w et 'une quelconque des fonctions F :

a) Les seuls coefficients du développement de ces fonctions qui ne sont
, L, . 1 1. 0 0 0 0 0 1
pas déterminés par ces équations sont: p, g, a, B8, 4, u, U, w.
n n

n
b) Les coefficients U, w, F (n entier positif) sont chacun une somme

ANN. INST. POINCARE, A-XI-4 28
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. 1 1 0O 0 0 O 0 1 i
de produits dont les facteurs ne sont que p, g, o, f, 4, g, U, w, ¥,,

(A’ =0, 1, 2, 3), leur conjugué et un coefficient numérique. Chaque produit
0O 0 0 0 O
a de plus la proprlete suivante : la somme des indices (0 de «, §, 4, p, U,

1 de p, a w ide a,h ) de chaque facteur qui y figure est égale & n. Remar-
quons que si b) est vraie pour U, w, F, b) est vraie pour U, @, F.
Démontrorns (a) et (b) d’abord pour p et 6. Les équations (I11-21, e, f)

donnent :
n=1 r

= n=1 n=1
o0 n OO0«

2 (n+1):—2<—l+z">z ‘”—

n= n=1

Ce systeme peut encore s’écrire :

S ;n) < 1 rq
r r"
=1 n= n

(I11-1) "= -2 pres

x (r; 0 )
r r r
\ n=1 n=2 ptq=n 3

avec p, g entiers positifs.
1 1 1
Seuls p et ¢ ne sont pas déterminés par (III-1). Mais, seul ¢ n’est pas
1
effectivement déterminé, car p peut étre annulé par un changement de
coordonnée (*). Nous supposerons dans la suite :

(111-2) p=0.

Démontrons maintenant (b) pour p, o (z > 1). Raisonnons par récurrence.
Supposons que (b) soit vérifiée pour les p, o avec i=2, ..., n— 1,1l est
immédiat d’aprés (I1I-1) que (b) est vraie pour i = n. Il ne nous reste plus
qu'a vérifier (b) pour n = 2, par exemple. Pour n = 2, (I11I-1) donne

2 11
= —00
(I11-3) { lz)
o=0.

(*) Voir [6].
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Faisons la démonstration pour o et § en utilisant le systéme (21-h, i) qui
s’écrit aprés y avoir introduit les développements (I1-30, 31, 33):

IR ENE)

(I11-4) oo "
Yonbo Y SIS Gigine ]
n= =2 rp+q=n r

0 0
La proposition (a) est vérifiée pour « et f puisque « et 8 ne sont pas déter-

minés par ce systétme. Démontrons (b). Pour n =1 on a. compte tenu
de (I11-2):

1 0_1-

(I11-5) n=-pe

' /f = —ao.
Procédons par récurrence pour n > 1. Dans (III-4) nous utilisons la pro-

11
position (b) appliquée a p et o. a, f donnés par (I11-5), la proposition (b)
supposée vraie pour les a, f avec i =2, 3, ..., n — 1. Le systéme (I1I-4)
nous donne alors immédiatement (b) pour a et f. Il ne nous reste plus
qu’a vérifier que (b) est vraie par exemple pour n = 2. On a, en tenant compte
de (I11-2, 3, 5),

2 011

o= 000
(I11-6) 2 o011 ]2

/f—/faa—~¢l

Les propositions (a) et (b) sont de suite démontrées pour t en utilisant
(I1-17). Démontrons-les pour les autres fonctions F et U, w. Nous introdui-
sons les développements (I1-30. 31, 32, 33) dans (II-21, 4, b, ¢, d, J, k. L. m).
Nous obtenons respectivement'

4 N 1 rq »
Y (LI E WY
n2r +‘J
(111-7) Z(l —n)—=2[— Z (£(Z+§a‘%)_.lnj
=n r
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1 ra p4 +5
E — n — E [- E (to + tw):l + Ty )
I8 l.ll

ptg=n n=1

o§i S ) L i)
r r" >

SEQET zwm] 3

1 pa  pa
: : r
n=2 ptq=n
1 00

Les équations (I11-7 b, k. I) ne déterminent pas w, 4. u. L’équation (I11-7, m)
donne:

(I11-8) = — s

C’est la proposition (b) pour ». Démontrons-la pour les autres coefficients.
Nous opérons comme pour « et . Nous raisonnons par récurrence pour
n > 1; nous utilisons la propriété (b) appliquée a p. o, a. . nous la suppo-
sons vraie pour les é . X*, )'; U. A ;4 yaveci=1,2.3, ....n— 1. Les
équations (III-7) donnent de suite (b) pour i = n. Il suffit de vérifier que
(b) est vraie pour i = 1 eti = 2. On obtient en tenant compte de (I11-2. 3, 5: 6)
de (II-31) et de

(111-9) T=—
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donné par (II-21. g):
1

f=-" b
V2 2
! 11
b_ o 232 icT
\/55"19 \/Esinﬂ
1 11 2 11 12
)’=_5¢2 w=_0@_§¢1
! 2 120 20 12
a-10p Y= 2(¢2+¢2) v= e+ Vil -3
) o1 2 120 20 12
A= —uc U=-[Y,a+¥,8 -y,
6 6
1 01 1 2 o011 111
! 11 2 o011 ]2
v=_5‘ll3 ”_””0—5%
2 12 120 20
__5‘/’3"‘8('#1}-4"//1#)

La proposition (b) est donc vérifiée pour i =1, i = 2.

En vue d’une utilisation dans I’étude du prochain groupe d’équations,
précisons les , qui interviennent dans p, &, «. w, A. L'étude des équa-
tions [III-1-4-7 (a. b. k. )] montre que ces fonctions dépendent toutes de
¥o. que o et w dépendent en outre de Y, et Ade y,.

2) Résolution du deuxiéme groupe des équations radiales (II-22).

Nous introduisons (II-30, 31, 32, 33) dans les équations (II-22). Nous
obtenons (1):

—(n+2)@ +(A"— 5)(—1+Z ) '/"‘”

n=3—An =3—-As
- _ rg: Z (n+2) wA// 1 ﬁk Z ak‘/’Au 1
n= n=4-—Arn n=4-—An
_2(3 A") Z Z ‘//A” FAr—-1 A”) Z )"' Z YAn-2 .
r

n= n=4-—An n=0 n=5—An
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ou encore (%)

(I11-11) (3-A"— )&
n=3-An
1 nPa e 4 pa

= > (5—A )Pl//An+§ ak'//A/r—l_2£3_A”)a¢Au—l]

n=4-—An ptq=n
\ 1 ra P4

+ o [—(@+2@Ya, -+ =A")AY 4, -5 ¢

n=5-An ptq=n

Nous allons démontrer que I'identification des coefficients des puissances
. 1 .
successives de — dans (III-11) donne les propriétés (c) et (d) suivantes
r

pour les ¥, (A=0,1,2,3,4).

(c) Les seuls coefficients du développement des ¥, qui ne sont pas déter-
3-An
minés par les équations (III-11) sont tous les l//o et les ,, avec A” #0.

n
Les ,, possédent la propriété suivante:
Propriété (d) :

n
Chaque coefficient y,, est une somme de produits dont les facteurs
1 00 0O O 1 i 3—-Arn
ne sont que a, o, B, A, u, U, . Y, (quel que soit i), les i, leur conjugué,

les dérivées par rapport a 6 et ¢ de ces facteurs et un coefficient numérique.

Chaque produit a de plus la proprlete suivante : la somme des indices
0000 O 1 3-An

(zéro de a., B, A, p. U, un de a. co ide t//o et 3 — A” de ,,) de chaque fac-
teur qui y figure est égale a n.

(I11-11) rend la proposition (c) évidente. Démontrons la propriété (d).
Nous faisons un raisonnement par récurrence portant sur lindice A”

L3
des Y,,. Nous devons donc

(?) Dans (111-11), le couple (p, g) d’indices figurant dans un mondme est une solution

entiére du systéme
pt+tqg=n
P=Pos q 2 qo.

La notation z signifie une sommation dans laquelle le couple (p, q) prend succes-

pta=n
sivement la valeur des solutlons entiéres du systéme. Précisons la valeur de p, et go. Pour

p,wonap0= l,pouré,ot,/lonapo=0,p0urqdanslpA =0,1,2,3,4onag, =3—A.
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i
1° Démontrer le lemme suivant: la propriété (d) est vraie pour ¥/,,

J Lo
quel que soit i, si elle est supposée vraie pour tous les ¥g,. quel que soit j,
avec B” < A”.

2° Vérifier que a/l/A,, posséde la propriété (d) pour une valeur de A”,
par exemple A” =1, quel que soit i.

. J
Démontrons le lemme. Par hypothése (d) est vraie pour les 5. avec
. . 1
B” < A” quel que soit j. L’identification des coefficients de — des mem-
r

bres de (III-11) pour n = 4 — A” prouve alors que (d) est vraie pour cette
valeur de n:
4—Arn 0 —Ar

[ 04-A"
(111-12) — Ya, =80 Ya1 =20 — A" Ya,_y.
On a tenu compte de (111-2) dans (I11-12). Pour n > 5 — A”, cette identi-

ficationdonne :

" . n " pq l’k q ra
(I11-13) 3—A”=nW,, = [(5—=A")pYn,+ O an—1—26— Ay,
ptgq=n
] ” rq
—(q+2)oYp, -1 +(1=A")AY A, 5]
L’indice A” étant fixé, nous raisonnons par récurrence sur I'indice n dans
(ITI-13). Nous devons donc prouver que si, en outre, (d) est vraie pour ,,,
aveci=4—-A",5—A", ..., n— 1, elle est vraie pour ¥,,. Ensuite nous

devons vérifier que (d) est vraie pour n =5 — A” par exemple. Des |/l/B;,
figurent dans les seconds membres de (III-13), soit explicitement, soit,
comme nous I'avons déja vu, dans les a, w, 4 (¥, dans a, w, ¥, dans w).
Mais cet indice B” est au plus égal a I'indice A” des premiers membres.

i p
En effet, dans le cas ou A” = 1, les y, dont dépendent les A n’interviennent
pas, le facteur (1 — A”) étant alors nul ; dans le cas ou A” > 1 c’est évident.
Montrons que les .- des seconds membres ont un indice i inférieur a n.

q
Ceci est immédiat pour les .. qui y figurent explicitement, I'indice p
P i
de p étant supérieur a 1. Pour A” = 1 dans (III-13) les , dont dépendent
P 4
les o et @ ont un indice i au plus égal a4 p qui, lui-méme, est au plus égal

i p
a n — 3. Enfin pour A” = 2 dans (I11-13) les y, dont dépendent les A ont
un indice i au plus égal & p et ce dernier est aussi au plus égal 4 n — 3. Aux
seconds membres de (I11-13) les fonctions F, U, w possédent la propriété (b)
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et les Yy, (B” < A”) la propriété (d), quel que soit i ; de méme les aj/ A @vec
j < n—1 possédent la propriété (d). De (I1I-13) nous déduisons que les
¥4, satisfont alors (d). Vérifions maintenant que les ¥, satisfont (d) pour
n=25— A”. Faisons n = 5 — A” dans (III-13) nous obtenons:
5—A" 23-A" 0 5-A 1 5 4-A"
=2 Ya=C—A")p Y\~ +C6 Yar—y+Ek0 IPA -1
0 5—-A" 1 5-A"

=23 —A)le Ya--y+o WA —1]—(6— A")(U WA -1t 1_A”) Yar-2
Cette vérification est faite en tenant compte des relations (III-3, 5, 10)

et de la propriété (d) vérifiée par hypothése par les WB,,, B” < A”. Le lemme
est démontré.

11 ne nous reste plus qu’a vérifier la propriété (d) pour les ¥, quel que
soit i. Faisons A” = 1 dans (I1I-11). Les seuls , qui y figurent, explicite-
ment ou non, sont les ¥, et les . Il nexiste donc pas, dans les seconds

i
membres, de Yy, (B” < A”).
La vérification se fait en reprenant la démonstration du lemme dans

1
le cas ou les g, n’existent pas.

Remarque. — Si dans les F, U, » donnés par le 1 groupe des équations

I
radiales on remplace les ,, (i < n) par leurs valeurs données par le
n

2¢ groupe des équations radiales, on trouve de suite que les F, U, w possedent
la propriété (d).

3) Les équations « non-radiales » (II-23).

Nous y introduisons les développements (I11-30, 31, 32, 33). Ces équa-
1 0 0 O

tions conduisent a de nouvelles relations entre les coefficients o, o, B, u,
0 1 0 3-A" 0o 0 0 O

U, w, 4, Y, Elles permettent de déterminer a, 8, u, U et donnent c,
0o 1 1
A Y4, l//3, la partie imaginaire de 1//2 en fonction de o.

1
L’identification des termes en — des membres de (23, b), compte tenu
r

[}] V]
de (I1I-31) et (I1I-17) détermine o et B,

0 0 1

11-14 = —a=
(IT1-14) B a2\/§

cotg 6.
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1
De méme l'identification des termes en — des membres de (23, g) compte
r

tenu de (II-31) et (II[-14) détermine g,

I-15 =——.
( ) % 5

1
L’identification des termes en — des membres de (23, }) et (III-15) donnent
r

0 1
(111-16) U=-5.

1
L’identification des termes en — des membres de (23, f), compte tenu
r

1

de (II-31) et (III-14) détermine w:

1 1 1
(I11-17) = %(V + 2 cotg 0)a,
avec
0 i 0 - 0 i 0
(I11-18) V=— 4 ———, V= — — — .
00  sin 0 dp 00  sin 0 0o

. . . 1
L’identification des termes en — des membres de (23, d), en tenant compte
r

0
de (I11-17) et (I1I-16) détermine v:

1

o 1 _ d
(V + 2 cotg )22
ou

QNG

0
et par suite (I11-8) détermine ;.

(I11-19)

. . . 1
L’identification des termes en — des membres de (23, k) donne
r

1
o 1
(111-20) 9_0e
ou

. . . 1
L’identification des termes en — des membres de (23, ¢) donne, compte
tenu de (II1-20)

(I11-21) Yo=— —.
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. . . 1
L’identification des termes en — des membres de (23, ¢) en tenant compte
r

1 01 1
de (I11-14, 17) de p = — Ao — ¥,, donné par (I11-7), de (III-20) détermine
1
la partie imaginaire de y, soit:

1 1

1 1
(I1-22) Yy = = 5(V + cotg OV + 2 cotg O)o

1 1

1 _ — 1 10 100
—=(V+cotg)V+2cotg)o+06——0—.
2 ou ou

Rappelons qu’a ce stade les seuls coefficients du developpement des incon-

nues (II- 30 32, 33) qui ne sont pas déterminés sont a les !ﬂo, lpl et la partie

réelle de 1/1 2

4) Résolution des équations (I11-24).

Nous y introduisons les développements (II-30, 31, 32, 33).
Dans les équations obtenues en faisant A” = 2 puis A” = 3 dans (II-24),

. e 1 .
lidentification des termes en — dans la premiére et celle des termes en
r

1 )
= dans la deuxiéme donne:
’

1
(111-23) a(;pu 2 é"akllzs - 2Bt//3 + (;'_‘//14a
2
o

0 1 01
(111-24) = 0, + 2y 30

ou

Nous introduisons (II-31), (I11-18), (III-8) et (III-19) dans (III-23, 24).
Les équations (I1I-23) et (III-24) s’écrivent :

1 1 1
111-25 Va_ Ly 4 cotg )V + 2 cotg 0) 22 1
- —_— = — — CO — — 00— )
{25 v Teoe B9 " Con
2 61
oy, 1 1 1 0o
. W (V + 2 cotg 0)g = .
a2e L \[ ¥, — \[ +2 cotg O)o 5

1 2

¥, et , doivent donc étre solution des équations (II1-25) et (I1I-26)
1

(La partie imaginaire de , donnée par (II1-22) satisfait (I11-25)).
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Faisons maintenant A” =1 dans (II-24) et démontrons que cette équation
donne la dérivée par rapport a la varlable u de chaque coefficient |//0 du deve-
loppement de ¥, en fonction de a l// 1, de la partle reelle de 11/2 et des a,bo
avec j < i. Démontrons d’abord que chaque 6,, l//o posséde (1) la pro-

priété (d) comme les "WA,,. Pour A” =1 (II-24) s’écrit :

D) SN0 03 X0 1) Yee
zg*za"%-—-ez——z,ﬁ)

n 0 n 0

AN Vs e\ ¥,
(42 +2Zr”) -2 Z;Z_

ou encore (2)

=] nt+1
0, 1 pa P q
(111-27) Z Vo Z . Z (Bov, + 0, —21?{’01)]
=2 ptq=n
B P 4q b 4q rq
+ - {(@+2)U¢—(q+2)erh, — o }
n=3  ptq=n
9 Fl b4 ra rq
+ o (= X0 o+ dyto — 41 ,)
n=4 ptq=n
1
L’identification des coefﬁc1ents de — 303 —(n > 4) des membres de (I11-27)
roor
donne successwement
3 11 1 2 02
(I11-28) 0o =30y, + —= Vi, — 2By,
NG

o _a
“Tou
P p

(?) Dans (111-27) I'indice p de g ﬁ U ;z satisfait p > po = 0, I'indice p.de o, y, a';,.)‘& satis-
fait p > po = 1, l'indice ¢ de nﬁA satisfait p > g, = 3 — A.
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4 12 21 1 2
(I1-29) 0¥ =30y, + 3oy, + E0,
1 3 03 12 03 12 03
+ %V‘pl — 2By, — 2By + SUY, — 4wy — wo,

n+1 pq Pk q pq
(III-30) - 0, Yo = (Bov, + Sy — 2BY,)
ptq=n
P q pq p4q p X q rq p4q
+(a+ 2D(U¢o — oy, — mwho — X0pho + 4o — 1))l
La propriété (d) que posseédent les o, &, llJ, al), ;1, )l(", )l), % entrainent la pro-
n+1
priété (d) pour les d, Y¥o. Si nous tenons compte maintenant des rela-

tions (I1I-14 — 22) nous déduisons que les d,¢, (i =3, 4, 5, ...) ne sont
1 2 1 J
fonction que des g, i/, la partie réelle de y/, et les o avecj < i. Nous sommes

maintenant en mesure de déterminer, au voisinage de u = (u une solution
retardée, sur un espace-temps asymptotiquement plat, et développable
. . 1 .
en série formelle de puissances de —. Il suffit de se donner certaines
r
fonctions sur ’hypersurface caractéristique u = qu et sur le domaine r = co.

En effet le second membre de (III-25) est connu si 'on se donne :;, fonction
de trois variables u, 0, ¢ de classe ¢ par rapport a ces variables, et indéfi-
niment dérivable par rapport a 0, ¢.

La donnée d’une fonction réelle de deux variables 0 et ¢ de

1 1

classe C* [Y,(ot, 0, @) + Yo, 0, ¢)] permet avec (I1I-22) de déterminer,
1

aprés intégration par rapport & u, une solution ¥, de (III-25). Cette solu-

2
tion, introduite dans (I1I-26) permet, de méme, d’obtenir une solution v,
de cette équation en se donnant deux fonctions réelles de deux variables 0, ¢
2
de classe C* ou une fonction complexe ¥,(ot, 0, ). La connaissance de

1 2 1 n n n n
o, Y, et y, entraine alors celle des F (définis par (11-30), o, U, ¥,.. pour

n < 3, en utilisant (I11-17, 19 — 22, 6, 10, 12, 13) et entraine celle du second
membre de (III-28). Montrons que la donnée d’une infinité de fonctions

de deux variables 0, ¢ de classe C*: n/'llo(ou, 0, @) permet d’achever l'inté-

3
gration des équations du champ. En effet, yo(ou, 0, @) détermine la solu-
tion de (111-28) aprés intégration par rapport a u ; mais alors, les propriétés (d)

n n

n n
des F, w, U et y,, montrent que les F, w, U, §,, sont également déter-
minés pour n:==3. La démonstration se termine aisément en montrant
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i i i i i
que, si les F, w, U, ¥,,, ¥, sont connus pour i< n, la donnée de
n+1 n+1

Vo (o, 0, @), apres intégration par rapport a u de (II1-27), détermine
n+l n+1 n+1 n+1l
et par suite les F, w, U, 4.

Les équations du champ non utilisées sont alors identiquement vérifiées.

1IV. LE CAS DU CHAMP NON-RADIATIF

Nous supposons maintenant que le champ est non-radiatif. L’hypo-
thése (I-1) s’écrit dans notre notation:

-1
(Iv-1) Ya =0,
c’est-a-dire d’apres (I11-21):
1
%o
Iv-2 — =0
(Iv-2) P

1 .
ce qui entraine que les parties réelle et imaginaire de o sont des polyndomes
en u de degré un au plus.
Des équations (II1I-14 — 22), (II-31) et (IV-2) nous déduisons :

0 0 0 0 0 0 0 0
0F _0x_op_0U_ov_dys 0k _03¢_

(Iv-3) = —= == = =" =_>_
ou Ou Ou ou Ou du ou Ou
1 1 1
o 0? T
(IV-4) w (WZ l/’Z) - 0

ot ou?

De méme les relations (IV-2, III-25, 26) entrainent :
1 2

%Y, 0 *,

o: o

Remarquons que I¢s relations (IV-1 — 5) sont encore vérifiées si on rem-

place les fonctions qui y figurent par leur conjugué ou par leurs dérivées

par rapport a 0 et ¢. De plus toutes ces fonctions sont infiniment dérivables
par rapport a u.

(IV-5)

Les relations (IV-1 — 35) et la propriété (d) que possédent les F, c:),
U, Y 4. entrainent immédiatement, pour i < 3:

ai+lF 3 ai+1U B ai+1w 3 ai+l¢A”—

IV-6 —= = ———— = — = 0.
( ) aut-f-l au1+1 auz+l 6u1+1
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De méme, le second membre de (I11-27) possédant la propriété (d), on déduit
de ce qui précede que la dérivée troisiéme par rapport a u du second membre
de (IT1-28) est nulle. On a donc:

3
*y, _
out

(av-7)

La propriété (d) et (IV-7) montrent que (IV-6) est vérifié pour i = 3. Démon-
trons maintenant que (IV-1 — 5) entrainent

ai+1';/0

(Iv-8) EYia

=0

et (IV-6) pour toutes les valeurs de i. Pour cela il suffit de prouver que
si (IV-8) et (IV-6) sont vraies pour i < n elles sont vraies pour i =n+ 1,
la vérification de ces relations pour une valeur de i, i = 3 étant déja faite.
Prenons la (n + 1)°™ dérivée des membres de (II1I-30) par rapport a u.
Celle du second membre est nulle a cause de la propriété (d) vérifiee par
les coefficients qui y figurent et les propriétés (IV-6, 8) qu’ils vérifient éga-
lement pour i < n. On en déduit donc:

n+1
an+2 '1/0

aun+2 =0.

(IV-9)

La propriété (d), (IV-6, 8) véririfiées pour i < n, (IV-9) entrainent (IV-6)
pour i=n+ 1. Etudions maintenant les conséquences qu’entrainent les
propriétés précédentes sur le tenseur métrique donné par (II-16). Nous
introduisons (I1-30, 31, 32) dans (II-16), nous obtenons:

Q0 n Q0 n

eft SE 5
e

QO

1 n=
Si9-5iY
r Ly
=0 0

n

r L L L

1 é_é_ eve

&= ?(Zf' r L L)
n= =0 n=0 n=0
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Ecrivons

(IV-11)
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1 0
" o U 1/n P4
g'=2U+=+ ) (U W avec p=1, g=1,
r
r n=2 pta=n
1 N 1] n. Pq. P4q.
187=2) S| X+ ) (@ -wl) avec p>1, ¢=>0,
rn=l p¥q=n
1 9 p4a p4a
=== > Z(¢k§'+gk§’) avec p=0, ¢=0.
L n=0 p+q=n
(IV-10) sous la forme suivante: -
( =y "11
g %11 A T PR pa
gil= - avec g ' =2U,g"'=U,g''=U+ W
=7 ptq=n
pour n = 2,
1\ gl " on e pa
TR R Y
r r
n=1 ptg=n
1 = ki n pa p4q
gl=5 g; avec gM=gkEl kgl
L n=0

n
Draprés ce qui préceéde les g*# sont infiniment dérivables par rapport a u.

n+1
Appliquons FES
( KX "00
g
00 _
g -
n=0
0 "01
av-12) | g =Zgn
r

aux é"‘ﬁ définis par (IV-11) et par:

0 n
avec g% =064 et g% =0 pour n>1,

n=0
i 1 gOi
&= r r

L n=0

d’apres (1I-13).

Nous obtenons, en utilisant (IV-6, 8) pour i quelconque

an + lgaﬂ

aun+ 1

(Iv-13) =0, quel que soit n.
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En conclusion nous avons obtenu les résultats suivants pour le cas du champ
non radiatif.

Si les coefficients de spin, les fonctions définissant le repére (%) et les
composantes ¥, du tenseur de Weyl ont un développement en série for-

1
melle de puissances de 7 sur Q< 'V, satisfaisant (II-30 — 33), si ces

développements sont solutions des équations du vide (II-21 — 24) et si

(IV-1) est satisfait sur (Q), alors les coefficients lr:", I"J, c'zl), !ZA, Q“ﬂ des déve-
loppements (II-30 — 33) et (IV-11, 12) sont des polyndmes en u dont le
degré est au plus égal a n.

Le résultat pour les composantes g* du tenseur métrique est identique
a celui obtenu dans [2].
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