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Sur les équations d’ordre supérieur
du champ gravitationnel

par

R. LAPIEDRA

RESUME. — On considere des doubles 2-formes symétriques, H,z;,, inti-
mement apparentées aux doubles 2-formes symétriques des types Ill-a et
III-b de la classification de Bel-Petrov et on donne les conditions néces-
saires et suffisantes auxquelles doit satisfaire 1’espace-temps de la Relativité
Générale pour que les équations d’ordre supérieur du champ gravitationnel
admettent de telles solutions H,gy,,.

INTRODUCTION

D’aprés le point de vue proposé par Lichnerowicz [I] et Pirani [2] [3],
ce serait le tenseur de courbure, R,4;,, de 1a variété riemanienne, V4, décri-
vant I’espace-temps de la relativité générale, qui devrait &tre considéré
comme le véritable tenseur champ gravitationnel. En fait, dans la formule
de la déviation géodésique [I], celle-ci ne dépend des dérivées du tenseur
métrique de V4 que par le biais de R,z;,.

On démontre [/] que les identités de Bianchi pour Rg;,,

(l) S vaaﬂlu = vaaﬁlu + vaRBpln + vﬁvpalu =0

pap

d’une part, et les équations d’Einstein d’autre part

1
@ Ry=Uy  (Un=Tu— jeaeTs)
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avec T,, le tenseur d’impulsion-énergie, entrainent
(3) sz'ﬂl[l = leﬁl‘ band quﬁl

et réciproquement (1) et (3) supposent (2) pourvu que 1’on ait (2) sur une
hypersurface orientée dans 1’espace.
On peut voir facilement que (1) est équivalente a

, 1
4 Vo 'R%;, =0 (*Raﬂzu =5 "aﬂNRwln)

avec 1,5,5 le tenseur élément de volume de V4.
Ainsi, on pourrait prendre les équations

(5) va*Raﬂlu =0
(6) VeR%1, = V3 Ug, — V,Up,

avec les équations (2) jouant le role de conditions initiales, comme les
équations du champ gravitationnel, mais c’est d’un autre point de vue que

nous nous placerons, comme on le verra par la suite.
Ce qui frappe tout d’abord des équations (5) (6) est leur ressemblance
formelle avec les équations du champ électromagnétique en absence

d’induction.

*
@) V. F% =0
®) V.F? =1f

ou I’on sait que F,; est une 2-forme qui représente le champ électromagné-

tique et T le vecteur courant électrique. C’est en exploitant cette ressemblance
que Lichnerowicz a développé un formalisme pour traiter les ondes et
radiations gravitationnelles en relativité générale et qu’il a développé un
processus de quantification du champ gravitationnel a ’approximation
linéaire.

Considérons un champ gravitationnel faible. Dans un systéme de coor-
données adéquat le tenseur métrique g,; de V4 s’écrira :

(9) gaﬂ = rlaﬁ + mllaﬁ

ou n,s désigne le tenseur métrique de Minkovski et & est I’infiniment petit
principal. Ce champ gravitationnel faible est « supporté » par ’espace de
Minkowski et est intimement lié au tenseur variation ¥,5 du tenseur métrique
de Minkovski.
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Le tenseur de courbure, R,;,, correspondant 4 la métrique (9) est alors
de I’ordre de ¢ et si I’on désigne par H,;,, la partie principale du tenseur de
courbure, ce tenseur H,g;, satisfera aux mémes propriétés de symétrie que
R C'est-a-dire :

(10) Hopiu = — Hgasy = — Hapua = Hipap
(11) Haﬂlu + th“ + Hﬂlau = 0

Supposons U,, &tre tel que le deuxiétme membre de (6) s’annule. Dans
ces conditions, I’on aura pour (5) et (6)

(12) Vo *R%;, =0
(13) V,R““,, = 0
ce qui donne modulo 0(¢%)

(14) 0,*H%,, = 0
(15) o, H%;, =0

les indices étant élevés et abaissés a 1’aide du tenseur 7,4. Le tenseur H,g,,
décrit alors le champ gravitationnel faible et les équations (14) (15) (avec
H,; donné sur une hypersurface orientée dans ’espace) sont les équations
du champ.

Maintenant considérons un espace-temps donné, V4, et a partir de lui
envisageons une petite variation, autrement dit posons au lieu de (9)

(16) galzﬁ = ga[l + s%p

ol g, représente le tenseur métrique initial et g;p le tenseur varié. Nous consi-
dérerons le champ gravitationnel comme étant « supporté » par V4, son
existence étant liée a la variation de V4, donnée pour le tenseur ¥4, ce qui
est en accord avec le role joué par y,, dans (9) [4].

Le tenseur H,p;,, c’est-a-dire le terme d’ordre un en & du tenseur de
courbure R,4;, construit avec les g;p, satisfera encore aux relations (10) (11),
mais en général, il ne satisfera pas aux équations

(17) V,*Haﬂ,_“ = 0, V,Haﬂ;.“ = 0

qui, ’équation (13) supposée satisfaite, prennent dans le cas présent la place
des équations (14) (15). Ainsi nous tournons la question comme ceci :
nous nous donnons comme équations du champ gravitationnel, les équations

(18) V,*H““,, = 0, V,Hap,_“ = leﬂM - V,,UN
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avec pour U,,

1
(19 Uy =Ty, — igaﬂ(g;' ”Tzu)

ol T, est un tenseur conservatif. Nous ajoutons encore la condition supplé-
mentaire

condition qu’il suffit de vérifier sur une hypersurface X orientée dans
I’espace. Dans (18), H,4;, est un tenseur lié a la présence de ¥, et doué des
propriétés de symétrie (10) (11). Il décrit le champ gravitationnel.

Désormais, nous parlerons de (18) comme des équations d’ordre supé-
rieur du champ gravitationnel.

En fait, en prenant comme équations du champ gravitationnel les équa-
tions (18), Lichnerowicz [/] [4] a développé un processus de quantification
du champ gravitationnel dans des espaces-temps de Minkovski et & courbure
constante, respectivement.

En accord avec ce point de vue, nous nous proposons d’examiner dans la
partie premiére de ce travail quelles conditions doit remplir un espace-
temps pour que sur lui on puisse trouver des solutions, H,s;,, des équa-
tions (18) avec un certain T,; donné, ces solutions devant satisfaire aux
relations de symétrie (10) (11). Certes, d’aprés ce qu’on a dit au début de
cette introduction, nous connaissons trivialement une condition suffisante
pour qu’il existe de telles solutions : qu’on soit dans le vide. Mais nous
donnerons ici des conditions nécessaires et suffisantes, tout en nous limi-
tant au cas ou H,g,, est algébriquement le plus simple possible. Plus préci-
sément nous étudierons deux cas pour H,g;,, intimement liés aux cas III-a,
IIT-b de la classification de Bel-Petrov des doubles 2-formes symétriques [5].
Pour T,4, nous nous donnerons 1’expression

Q1) T, = 1l

avec tT un certain scalaire nul ou pas et 7 un vecteur isotrope. Ceci donne
pour Uy, en vertu de (19) :
(22) U, = 1l],

ce qui revient a dire en vertu de (20) que nous limitons notre étude au cas
ou H,;;, admet un tenseur de Ricci de la forme

23) H,, = 11,
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SECTION I

QUELQUES CONSIDERATIONS GENERALES

1. La variété espace-temps.

Nous désignerons par V, la variété riemanienne cens€e représenter
’espace-temps de la relativité générale. Le ds* de V, sera supposé étre de
signature — 2 et dans un syst¢tme de coordonnées locales x* on aura :

(1.1) ds® = gopdx®dx® (B, ... =0,1,2,3)

Les indices grecs a, f, ... varieront toujours de 0 4 3 et les latins 7, j, ...
de 1 a 3.

2. La distorsion, la rotation et la dilatation d’une congruence
de courbes géodésiques et isotropes.

Une congruence de courbes est une famille de courbes a trois para-
meétres

2.1 x* = x%(s, ¥°)

les y* étant constantes le long de chaque courbe.
Les paramétres s, y* étant fixés, 2 chaque congruence de courbes on peut
associer un champ de vecteurs

o 0X%(s, »Y)
2.2) P

Nous supposerons la congruence (2.1) étre isotrope et géodésique, c’est-
a-dire, d’une part

2.3) r’l,=0

et d’autre part

2.9 PV l, = cl,

ou bien encore choisissant convenablement le paramétre s

2.5 V1, =0
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Quand (2.4) se raméne a (2.5) on dit de s qu’il est un paramétre affine.

Donnons-nous trois champs de vecteurs )_Z, ?, I_i, tels que I’on ait
(2.6) 1.X=1.Y=K.X=K.V=K?>=X.¥Y=0, X®=¥Y?=-1, K.I=1

De Z )_(: ?, K on dit alors qu’ils forment un repére quasi orthonormé
adapté a la congruence a laquelle le champ de vecteurs T est associé. Cette

congruence nous la noterons dorénavant I'(J).
Maintenant, 7 étant donné, les relations (2.6) déterminent les vecteurs

=-> =

X, Y, *, aux transformations prés

(%)) S* > S¥ = e"(S* — 7l

2.%) K* - K¥ = K* — nS* — nS* + nnl*
ol nous avons posé

©.9) St = LE X* + iY%)

@ étant un scalaire réel, n un scalaire complexe, # son complexe conjugué
et S* le complexe conjugué de S
Ceci dit, on définit les scalaires réels taux de distorsion, D, de rotation,

o et de dilatation, 6, de I" (_f) comme ceci [6]

(2.10) D? = g0 (o complexe conjugué de o)
2.11) 0+ inv=¢

ou o et { valent

(2.12) o= SV,

(2.13) {= -85V,

A l’aide des vecteurs )—(: ?, les scalaires w, 6, D s’écrivent encore (¥)
1 a a 1 a
2.14) o=3X Y? — XPY)V 1, 0=-5X X? + YY)V, I,

(2.15 D= (H?+K?'?

(*) L’expression de 6 qu’on donne par la suite suppose que le scalaire ¢ figurant dans
(2.4) est nul.
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avec

1 ("3 X 1 a
(2.1 H=3;X Y? + XPY*)V 1, K=sX X? — YYP)V I,

Compte tenu de (2.12), (2.13), on démontre aisément que D, w et 0
sont invariantes vis-a-vis des transformations (2.7). Plus précisément, on
démontre [6] [7] que I’0on a

@.17) D= %[V,lﬂ(v”l" + VEP) — v 2
(2.18) o? = V (VI — Vi), 6= % Vl*
SECTION II

LES EQUATIONS D’ORDRE SUPERIEUR
DU CHAMP GRAVITATIONNEL
POUR DES DOUBLES 2-FORMES SINGULIERES

3. Les doubles 2-formes singuliéres.

En reprenant les définitions de Lichnerowicz, soit H,g;, une double
2-forme singuliére de vecteur fondamental /, c’est-a-dire, d’une part (défi-
nition de double 2-forme symétrique)

(3 1) Haﬂlu = Hi.uaﬁ
(3-2) Haﬁzu = = Hﬂalu = - Haﬂul

et d’autre part, il existe un vecteur T(nécessairement isotrope [I]) tel que

3.3 I*H,p;, = 0
(3.4 I"*H,p;, = 0
ol nous avons posé
1
(3 . 5) *Haﬁlu = i ”zﬁybHyoi.u

N.py5 étant le tenseur élément de volume.
L’on démontre [/] que toute double 2-forme singulie¢re, H,z;,, de vecteur

-
fondamental / peut s’écrire sous la forme

* *
(3.6) Haﬁlu = aF,BFM + bFaﬂFlu

ANN. INST. POINCARE, A-X -3 19
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ot F,; est une 2-forme singuliére de vecteur fondamental /, c’est-a-dire

(37) F¢ﬁ= _Fﬁa
* * _1 »
(3.8) laFa = laFap=0 Faﬁ=§',aﬂ‘/6F

F,; étant une 2-forme singuliére de vecteur fondamental /, on sait que

%*
F,s, F,5 peuvent s’écrire sous la forme (2 un facteur pres) [2]

3.9 Fop = I Xy — X,
(3.10) F, =LY, — LY,
ou )—(), Y sont deux vecteurs d’espace tel que
G.11) I1.X=1.Y=X.Y=0, XX=YY=-1

De (3.6), (3.9), (3.10) on tire alors facilement deux conclusions. La pre-
miére est que H,z,, satisfait automatiquement a la relation

(3.12) Haps, + Hippy + Hpaoy = 0

la deuxieéme est que

(3.13) H,, = H/f;, =], (t=a+b)
Si T = 0, H,p;, correspond alors au cas III-5 de la classification de Bel-

Petrov [5] des doubles 2-formes symétriques a tenseur de Ricci nul. Nous

étudierons tout de méme le cas 7 # 0.
Maintenant de (3.6) on trouve tout de suite

»* *
(.14 *H,ps, = aF4F,;, — bF,4F,,
et si nous définissons
&, 1 | .*a
(3.15) $"E\—/;(F”+1F”)
(3.16) F4 = L (g _ ifen)

V2
I’on trouve, compte tenu de (3.6), (3.14)

@3.17) Kaoprn = Hopay + i*Hogyy = (BF 5, + 1F1,)F o
ol nous avons posé

(3.18) B=a-b5b
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4. Les équations du champ dans un repére quasi orthonormé.

A D’aide de (3.17) et (22), les équations du champ (18) s’écrivent
(4. 1) VaJﬁuﬁ;_” = V;_(‘L‘lpl") - v"(‘tlpl;)

et quand on substitue dans (4.1) I’expression de J,5,, donnée par (3.17)
on trouve

(42) (ﬂ‘?-).p + t?lu)vayz + “F;(ﬂvﬁlu'*"cva?ln + g‘-luaaﬂ + —J'r:i.paat)
= (lua';"r - l}.aut)lﬁ + ‘L'(V;_l" - V”l)')lﬁ + T(I,,V;.Ip - l;_Vulp)
Nous introduisons maintenant le vecteur isotrope K tel que les quatre

- - - = —>
vecteurs /, X, Y, K forment un repére quasi orthonormé adapté a I'(/),
c’est-a-dire

4.3) K.X=K.Y=0 K.i=1
Mais au lieu de considérer le repére Z )—(), ?, IZ, nous considérerons le
repére Z §, S:, IZ, avec S défini par (2.9) et g) son complexe conjugué.
On aura donc pour les quatre vecteurs_l: §, g, K les relations
(4.4) 77=K.K=8S=7S=K.§=0
@.5) SS=-1, K.7=1
et les vecteurs §, K seront déterminés aux transformations (2.7) (2.8) prés.

A I’aide des vecteurs S, S, les 2-formes F* et F* s’écrivent respecti-
vement

4.6) Fb = |"F — [PS*
4.7 5 = 'SP — IF§*
compte tenu de quoi on a pour (4.2) dans le repérez _S>, §, K (nous écrivons

a gauche de chaque équation les trois vecteurs de ce repére sur lesquels on a
projeté pour obtenir 1’équation en question).

(4.8) KPSH, —18%, =0
4.9) SPKA BSl, =0
(4.10) KPK**, — 1l + fo = — 1 — 21K,
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(4.11) K*S%s¥, —po—=1-0

(4.12) SPK*s*, 16 = — 16

(4.13) SPK’S® T+ 2K, + 1 =1L

(4.14) KPK*s*, S,7 — o — 28°V,) = — S®,1 + o(’ — 28°V,)
(4.15) SPK*S*, po =1L

(4.16) SPK*S*, B+ TP + 2BS.S* + 2BK%l, = — 1o
4.17) KPK*S*, S*.8 + B(2S°V, — T —2%) = — S®,7 + o(T — 25%V,)
les autres composantes de (4.2) s’annulant identiquement ou se ramenant

aux équations précédentes en vertu de 1’antisymétrie des indices 4, u dans
(4.2). Nous avons utilisé les notations suivantes :

(4.18) - =0V, -
(4.19) V, =KV,

(4.20) I =KS'V,l,
4.21) T =S8V, IS,

Pour o et { = 0 + iw valent les expressions (2.12), (2.13). De (4.8), (4.9)
et du fait que I’on a B% + 12 # 0 (autrement d’aprés (3.17) ¥, serait
nul), on trouve

4.22) S, =0
Ainsi, le vecteur isotrope / est géodésique et les scalaires D = (00)'/?, 0,
sont bien les taux de distorsion, de dilatation et de rotation respectivement
—

de la congruence I'(/) (rappelons que ces notions n’avaient été définies dans
le paragraphe 2 que pour des congruences isotropes géodésiques) dont le
champ de vecteurs associé est le champ des vecteurs I Rappelons encore
que D, 0, » sont invariants vis-a-vis des transformations (2.7) et précisons
que désormais au lieu de parler de taux de distorsion, etc., nous parlerons
de distorsion, de dilatation et de rotation tout court.

Dorénavant, puisque J,5,, dans ’équation (3.17) ne change pas si on
substitue / par Al et t, B par h™2t, h™ 2B, respectivement (4 un scalaire quel-

-
conque) nous supposerons / étre tel que I’on a

(4.23) K.I'=0
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ce qui équivaut a utiliser une paramétrisation affine sur la congruence I'(/).
Compte tenu de cela, on voit aisément que le systéme des équations (4.8)-
(4.17) se raméne a

(4.24) F=0
(4.25) =0
(4.26) =0
4.27) 1=0
(4.28) B+TB+2556=0
(4.29) S%,7 + 128V, —~T) =0
(4.30) S®,8 + P28V, —T' — 23) =0

Dans ce systéme (4.24), (4.25) signifient que I“(T) est géodésique et sans
distorsion et (4.26) signifie que ou bien 7 ou bien la rotation et la dilatation
de I“(_i) sont nulles.

L’équation (4.27) donne la loi de propagation de  le long de ' (1_5. D’une
maniére analogue, 1’équation (4.28) donne la loi de propagation de B le
long de F(_i) et aussi celle de S pourvu que f # 0, comme on le verra avec
un peu plus de détail par la suite.

Il nous reste alors 1’examen des conditions d’intégrabilité des équa-
tions (4.27), (4.28), (4.29) et (4.30). Pour cela, nous allons examiner sépa-
rément deux cas, selon que 7 soit nul ou pas.

5. Le cas 7 = 0.

Sous cette condition, le systéme (4.24)-(4.30) s’écrit :

(5.1) =0
5.2) c=0

(.3) (gp) +T+255=0
(5.4) §,1g B+ 25V, - T — 25 = 0

En séparant partie réelle et partie imaginaire, (5.3) s’écrit :

(5.5 Igp=—0
(5.6) 28%, = i
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la premiére de ces deux équations donnant la loi de propagation de f le
long de T'(/). En ce qui concerne la deuxiéme équation, considérons un

-
vecteur complexe R satisfaisant aux relations :

-

=1, RR=R.1=0

|

5.7 R.

Le vecteur S solution de (5.6) et le vecteur R sont alors reliés par une for.
mule de transformation du type de celle de (2.7), c’est-a-dire

(5.8) S=e?R -7
Supposons en outre que R se propage par parallélisme le long de T’ (B
(5.9 R=0

Si on substitue (5.8) dans (5.6), on obtient, compte tenu de (5.9)

(5.10) ¢ =

v e

Ainsi, si nous donnons a R une rotation d’angle ¢ dans son propre plan,
cet angle se propageant le long de I‘(Y) selon (5.10), nous obtenons juste-

ment le vecteur S solution de (5.6).

On voit que quand on substitue (5.8) dans (5.6), n reste arbitraire.
En effet, il n’apparait pas dans (5.10). Remarquons qu’il fallait s’attendre
a un tel résultat du moment que ¥4, lui-méme, est invariant vis-a-vis des
transformations de la forme (2.7) quand ¢ = 0.

— -
Maintenant soit C le vecteur isotrope qui forme avec le vecteur /, R un
repére quasi orthonormé, c’est-a-dire

~

o

(5.11) C.l=1, c.

Le vecteur K sera alors relié aux vecteurs Z I_{: pour une relation de la
forme (2.7)
(5.12) K=C—nR=nR+ml

Substituons (5.8), (5.12) dans (5.4). On obtient

(5.13) R, lg B + 2RV + 2R*V, — " — 25" =0
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ol nous avons utilisé les notations évidentes d’aprés (4.19), (4.20), (4.21).
(.14 V.=Cv,), TI'=CRV,, I =RRYR,

Or les équations (5.5) (5.10) déterminent non pas B et ¢ respectivement,

. . by . . N .
mais seulement leur propagation le long de I'(J), ce qui revient 4 dire que B
et @ sont déterminés, chacun, a une fonction prés, ces deux fonctions étant
arbitraires sur une hypersurface ¥, d’équation locale (X% = 0, transversale

a T(D). Clest-a-dire :
(5.15) I, f#0

Nous pouvons donc disposer de ces deux fonctions de maniére a ce que f
et ¢ satisfassent a (5.13). Pour cela faire, Y sera choisie de maniére a avoir
sur Y

(5.16) S*,.f=0
ce qui est toujours possible.

Voyons ce qu’il en est de (5.13) en dehors de Y. Pour cela, nous calcule-

rons la dérivée de (5.13) le long de I‘(B compte tenu (5.1),(5.2), (5.5), (5.10),
on obtient :

(5.17) (R, 1g B) = — R™D,0 + OR*V, — (R*, 1g B
(5.18) (RV)) = — (R°V. + R(F', §")

(5.19) I'= -7 + R(F, §)

(5.20) ¥ = — (¥ —iR(F, K

(5.21) (R*,0) = %R”Daw — (R — %mR‘V;

ol nous avons posé

(5.22) R(F', ) = % R, F 'S
1 B
(5.23) R(F,K) =7 R 52, FF KM

R,p1, désignant le tenseur de courbure de I’espace-temps et

(5.24) F¥ =I"Rf — PR, G* =1°C* - I’C*, iK® =R°R® — R’R*
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Pour obtenir (5.18), (5.19) nous avons fait usage de ’identité
(5.25) vaﬂlp —VNplﬁ = Raﬂpala

et pour obtenir (5.20) de I’identité analogue a (5.25) avec les dérivées

secondes de R.
Maintenant si on substitue (5.17)-(5.21) dans la dérivée le long de I'(/)
de (5.13) I’on trouve

(5.26)  I°0,(R%,1g B + 2iR%,p + 2R*V, — I — 2%)
= — {(R®,1g B + 2iR%D,p + 2R*V, — [ — 25')
— RDJ + IRV, + {I" + R(F, §") + 2iR(F", K’)

D’autre part, tous les calculs faits, on trouve
(5.27) R, =(C - O + IRV, + iR(F', K")
et avec cela (5.26) devient

(5.28)  I°0,(R%, Ig B + 2iR™D,p + 2R°V, — I — 2%
= — (R, 1g B + 2iR%D,0 + 2R*V, — I — 2%
+ R(F", 8) + iR(F", K)

L’équation (5.13) étant satisfaite sur i, le simple examen de (5.28), nous
dit que pour que (5.13) soit satisfaite partout, il faut et il suffit que la
condition suivante d’intégrabilité soit satisfaite.

(5.29) R(5',9) + iR(F,K') = 0

On démontre facilement, compte tenu de (5.1), (5.2) que la condition
(5.29) est invariante vis-a-vis des transformations (2.7), (2.8), c’est-a-dire

que (5.29) est une condition sur ’espace-temps et la congruence I"(?) seu-
lement. On peut donc supprimer les primes dans (5.29) si I’on veut (pour
F 8> Sap» Kop seront valables alors des définitions analogues a celles de (5.24),

-
mais cette fois-ci, en faisant intervenir les vecteurs S, K au lieu des vec-

- =
teurs R, C). En résumé nous énongons le théoréme suivant :

THEOREME I. — Etant donné les équations d’ordre supérieur du champ
gravitationnel pour des doubles 2-formes singuli¢res, de vecteur fonda-
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mental 7 et & tenseur de Ricci nul, pour qu’on puisse trouver des solutions
de telles équations il faut et il suffit que

— la congruence isotrope I'(J) soit géodésique et sans distorsion ;

— la congruence I (73 et le tenseur de courbure de I’espace-temps soient
tels que I’on ait

(5.30) R(F, 8) + iR(F,K) =0

6. Le cas 7 # 0.

Ici il nous faudra encore distinguer deux cas selon que f§ est nul ou pas.
Supposons tout d’abord que f = 0. Le systeme (4.24)-(4.30) s’écrit alors

6.1 =0
6.2) =0
6.3) {=0
6.4 T=0
6.5) S, lgt + 28V, —T' =0

Les équations (6.1), (6.2) sont les mémes équations que les (5.1), (5.2)
respectivement : ainsi nous avons toujours une congruence 1"(73 géodésique

et sans distorsion. L’équation (6.3) signifie que maintenant I' (fj est aussi
sans rotation, ni dilatation. En ce qui concerne (6.4), elle donne la loi de
propagation de 7 le long de 1"(7) et il nous reste a analyser les conditions
d’intégrabilité de (6.4), (6.5). Or, différemment de ce qui s’est passé avec
(5.4), ’équation (6.5) est invariante vis-a-vis des transformations (2.7),
(2.8) et nous ne pouvons disposer de ¢ pour qu’une des deux équations
réelles de (6.5) soit satisfaite. Mais 1’équation (6.4) laisse 7 indéterminé
sur une hypersurface, , transversale a I“(I_S. Nous pouvons jouer sur cette
indétermination dans T de maniére a ce qu’une des deux équations

(6.6) X*,lgr+2X*V,—-T; =0 Ty = KXV Ly
6.7 Y*o,lgt+2Y*V,—-TI,=0 (T, = K*Y?V Iy
soit satisfaite sur {. Ainsi, pour ce qui est de ’autre équation, nous sommes

amenés a étudier aussi les conditions d’intégrabilité de (6.6), (6.7). Pour
cela nous allons calculer 1’expression

(6.8) XPd,(Y*,0,t + 2Y°V, — I',)
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sur 1’hypersurface ¥ ou nous supposons que T a été choisi de maniére a
ce que (6.6) soit satisfaite sur .
On obtient, compte tenu de (6.1)-(6.4)

(6.9) XPo,(Y*o,lgt)= —Z,X%0,1g 7+ Y0, ,(X?0,1g7) + Z,Y0,1g
(6.10) X?2,I, = — %,Ty + I, T, — R(F, L)

(6.11) X, (YV,) = — Z,X7V, + Y*,X?V,) + Z,Y*V, + R(S,K)
ol nous avons posé, d’une part

(6.12) = YYNXp 2 = XXV, Y,

et d’autre part

RaﬁznﬁaﬁLl"’ R(S, K) = ;1 Rop, 87K

1

(6.13) R(F,L)= i

avec
(6. 14) Laﬁ = KaXp - KﬁXﬂ’ Qap = l«zKﬂ - lﬂKa’ KEB = XaYﬂ - XﬁY,

En substituant dans (6.8) les expressions (6.9), (6.10), (6.11) et en pro-
cédant a I’addition et soustraction de ’expression Y*9,I'; on obtient

(6.15) X0, (Y*0,lgt + 2Y*V, —TI',)

= Y*0,(X*0,1g7 + 2X*V, — I'y) + Z,(Y*?, Ig = + 2Y*V,)

- 3,(X*0,1g 4+ 2X*V, —T'y) = I'T T, + Y I + R(lé, L) + 2R(S,K)
ce qui, compte tenu du fait que sur  on a

(6.16) XD, g7+ 2X*V, =T, =0

nous donne sur ¥
(6.17) X?2,(Y*0,lg 1 + 2Y*V, — T,)
= 2,(Y*d, g T + 2Y*V,) — I, T, + Y0, + R(F, L) + 2R(S, K)
Or, tous calculs faits, on trouve avec des notations évidentes (pour inter-

*
préter la notation L, se reporter a (1.8))

(6.18) Y?3,I, = — £,%, + I',T', + R(F, L)
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d’ou (sur ¥)
(6.19) XPo,(Y*d,lgt + 2Y*V, —T',)
* *
= Z,(Y*d,lg © + 2Y*V, — I';) + R(F,L) + R(F, L) + 2R(S,K)

D’autre part, nous pouvons obtenir que (6.7) soit satisfaite sur une
2-surface transversale 4 I'(/) et 4 la congruence des courbes tangentes par-

tout au champ des vecteurs )_(: car (6.16) laisse encore 7 indéterminé sur
une telle 2-surface. Ainsi, les équations (6.1)-(6.4) étant satisfaites partout,
I’équation (6.6) satisfaite sur Y et ’équation (6.7) satisfaite sur une telle
2-surface, pour que cette équation (6.7) soit satisfaite sur ¥, il faut et il
suffit, d’apres (6.19), que I’on ait sur

(6.20) R(F, L) + R(F, L) + 2R(S, K) = 0
ce qui, avec des notations complexes, s’écrit

6.21) R(F, £) — R(F, £) + 2iR(8,K) =0
avec pour la 2-forme complexe £,z

6.22) L0 = K, Sp — K;S,

£, représentant la 2-forme complexe conjuguée de £,; et pour R(F,£)
et R(F, £) valent des définitions analogues a celles de (6.13).
Maintenant supposons (6.5) satisfaite sur ¥ et examinons ce qu’elle

devient en dehors de . En dérivant le long de I"(_i) on obtient, compte
tenu de (6.1)-(6.4)

(6.23) 1°0,(Sd, lg © + 28°V, — I
= —§,8%8°2, Ig © + 28°V, — ) + R(F, S)

ce qui montre bien, que les équations (6.1)-(6.4) étant satisfaites partout
et I’équation (6.5) satisfaite sur ¥, pour que (6.5) soit satisfaite partout
il faut et il suffit

(6.24) R(F,8) =0

D’autre part, on vient de voir que si (6.5) est satisfaite sur { on a (6.21)
sur Y. Or, dans ces conditions, dés que 1’on a (6.24), I’équation (6.5) est
satisfaite partout et ainsi, d’aprés (6.19), la condition (6.21) est satisfaite
automatiquement partout et non pas seulement sur . Remarquons d’autre
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part que la condition (6.24) peut encore s’écrire sous la forme (voir (5.30)) :
(6.25) R(&F,9) + iR(F,K) =0

En effet, dans le cas présent (z # 0) on a (voir (6.3)) { = 0, d’ol1, compte
tenu de (5.27) :

(6.26) REF,K)=0

Etudions maintenant le cas B # 0.
Le systéme (4.24)-(4.30) s’écrit & présent

6.27) =0
(6.28) c=0
(6.29) (=0
(6.30) 1=0
(6.31) B=0
(6.32) SS =0
(6.33) St + 128V, —T) = 0
(6.34) S8 + RSV, ~T —25) =0

Nous devons donc étudier les conditions d’intégrabilité de (6.30), (6.33)
d’une part et de (6.31), (6.32), (6.34) d’autre part. Mais pour (6.30),
(6.33), cette étude a déja été faite dans le cas ou f = 0. C’est vrai que nous
avons maintenant 1’équation (6.32) pour S mais on peut se convaincre
facilement que cela ne change rien a I’argument. Ainsi nous avons a nou-
veau les conditions (6.21), (6.24).

En ce qui concerne (6.31), (6.32), (6.34), elles ont été étudiées dans le
cas 7 = 0 (paragraphe 3). On aura alors (5.30) qui se raméne a (6.24) du
fait que dans le cas présent ({ = 0) R(F, K) est nul (voir (6.26)).

En résumé, nous énongons le théoréme suivant qui englobe aussi bien
lecas B=0quelecas B #0 :

TuEOREME II. — Etant donné les équations d’ordre supérieur du champ
gravitationnel pour des doubles 2-formes singulieres, H,g;,, de vecteur

fondamental 7 et & tenseur de Ricci non nul, pour qu’il soit possible de
trouver des solutions des telles équations, il faut et il suffit que

— la congruence isotrope I' (73 soit géodésique, sans distorsion, ni rota-
tion, ni dilatation;
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— la congruence I’(_f) et le tenseur de courbure de I’espace-temps soient
tels que I’on ait

(6.35) R(F,8) =0

(6.36) R(F, ) — R(F, £) + 2iR(S, K) = 0

A propos de ce théoréme, il est tres intéressant de faire remarquer ceci :

quand on calcule les diverses projections dans le repére z S, §, K de
I’expression

(6.37) Va(lgl) — V (zhgl)

qui apparait dans (4.1) et on tient compte des équations (6.27)-(6.30),
I’on trouve nécessairement

(6.38) Valelsl) — V (zhyly) = 0

Ainsi, dans le cas ou H,;, est une double 2-forme singuliére,
les équations d’ordre supérieur du champ adoptent toujours la forme

(6.39) Va*Haﬂl" = 0
(6.40) VaH““u = 0

et ceci que 7 soit nul ou pas. C’est-a-dire que, dans le cas des doubles
2-formes singuliéres, (6.40) est toujours une conséquence de (6.39) (voir
I’introduction) que le tenseur de Ricci de H,g,,, soit nul ou pas.

Nota 1. — On remarquera que si f = 0, les équations du champ d’ordre

- -
supérieur pour J€,;, n’imposent aux vecteurs S, K aucune condition.
D’eux-mémes, ces vecteurs satisfont déja les relations (2.6). Par consé-

quent dans ce cas S, K ‘sont déterminés aux transformations 2.7, (2.8)
prés, respectivement. Par contre si f # 0, le degré de liberté ¢ dans (2.7)
disparait, ¢ satisfaisant alors a la condition (5.10).

Nota 2. — On vérifie aisément que, compte tenu de (6.27), (6.28),
I’ensemble des équations (6.35), (6.36) est invariant vis-a-vis des transfor-

-
mations (2.7), (2.8). C’est-a-dire, elles sont bien des conditions sur I'(/)
et le tenseur de courbure seulement.
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SECTION III

LES EQUATIONS D’ORDRE SUPERIEUR DU CHAMP
POUR DES DOUBLES 2-FORMES SYMETRIQUES
DU TYPE III-a DE LA CLASSIFICATION DE BEL-PETROV

7. Les doubles 2-formes symétriﬁues
du type III-a et autres.

Considérons une double 2-forme H,;;,, telle que pour un certain vecteur
I’on ait
7.1 H,p,, 0% = 0, *Hgpputlu* = 0
(7.2) H,p = tu,uy

On démontre que si 7 = 0 les deux équations (7.1), (7.2) entrainent
le caractére isotrope de u. Il en est de méme si  # 0. En effet, supposons
que l’on ait u? # 0. On démontre alors [5] que les équations (7.1)
entrainent

(7.3) Haﬂ)_uuu = 0

ce qui est trivialement incompatible avec (7.2) si 172 # 0. Par conséquent
le vecteur u est nécessairement isotrope et, en accord avec les notations
utilisées jusqu’ici, dorénavant nous le noterons I, Ainsi (7.1), (7.2) s’écri-
ront de la forme

(7.4) Haﬂl“lall = 0, *Haﬁlulall = 0
(7.5) H,, = i

Quand nous posons T = 0 dans (7.5), les relations (7.4), (7.5) caracté-
risent le cas III-a de la classification de Bel-Petrov des doubles 2-formes

symétriques a tenseur de Ricci nul [5].
Supposons maintenant que H,4;, est tel que 'on a

(7.6) S Hypy =0
° apa

On démontre alors que sous les conditions (7.4), (7.5), (7.6), H,,, est

de la forme
*

*
(77) Halllu = TFuﬂF).u + A(Faﬁgly + gaﬁF).u - FaBKAu - KaﬁFlu)
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ou les mémes notations que dans la section II sont valables. De (7.7), on
obtient aisément

* * *
(7.8) *Haﬂlu = TFaﬂF}'" + A(FaﬁK;’” + gaﬂF)lu + Faﬂg}.n -+ KaﬁFlu)

Nous allons établir par la suite des conditions nécessaires et suffisantes

auxquelles doivent satisfaire I'(/) et le tenseur de courbure de I’espace-
temps, R,z;,, pour qu’il soit possible de trouver des solutions, H,s;,,
de la forme (7.7), aux équations d’ordre supérieur du champ gravitationnel

(7.9) V,,H“M“ = V;_(‘Elﬂlu) - V‘,(‘L‘IBIA)
(7.10) Va*Haﬂ;_" = 0

8. Les équations du champ
dans un repére quasi orthonormé.

Les doubles 2-formes symétriques de la forme (7.7) ayant comme ten-
seur de Ricci, d’aprés (7.5)

(8.1) H,; = ]

I’équation (7.9) est une conséquence de (7.10) et nous n’aurons a nous
occuper dans ce paragraphe que de cette derniére équation.

Plagons-nous dans le cadre d’un repére quasi orthonormé adapté a
rd), !l X, S?, K. En substituant (7.8) dans (7.10), nous trouvons que cette
équation tensorielle est équivalente au systéme d’équations

(8.2) XPXMMV*H%,, = — AY,J* =0
(8.3)  Y!XM*V, *HY,, = — AXJ* =0
(8.4) KIXMV *HY,, = — AXY? + XPY?)V,l, = 0

(8.5  KAYHrV *HY,, = AXXP — Y YAV, =0
(8.6) XPKMV *H%,, = — A(Y,X* + 2Y°XA)V ], = 0

(8.7 YKV FHY,, = — A — AV, 5 =0

(8.8) KIKMV *H%,, = — Y®,A + AQ2T, + I, — Y*V,)
+ TY’X”V,I, =0

(8.9) KPY*X*V *H%,, = X“0,A — AQ2Ty + £, — X*V,)+ 1YY?V, I, =0
(8.10) XPK*X*V *H%,, = — Y*0,A + A(T, — 2y, — YV,) = 0
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(8.11) YPK*X*V, *H%,, = X*0,A — A(T'y — 2y, — X°V,)
+ 7 + (2K, — XXV, 1) = 0
(8.12) KPK*X*A,*H%,, = A[2(XY? — XPY*)V K, + K YV X,]
+ Y, 1 + 1(2YV, - T, — Z,) =0
(8.13) YPK*Y*V, *H%,, =A@y, + T, + Z,) + tX,Y“ =0
(8.14) KPK*Y*V *H%,, = K*2,A + AQQV,K* + 3K*V,) — 1%, =0
les autres composantes de (7.10) s’annulant identiquement ou se ramenant

aux équations précédentes en vertu de I’antisymétrie en A, u de *H,g,,.
Nous avons utilisé les notations

(8.15) o= KX v2 = K.Y
(8.16) I, = KXfV,1, I, = KY*V,j,
8.17) I, = Y'YV, X, X, = XOXPV,Y,

Le systtme des équations (8.2)-(8.14) est équivalent au systéme (nous

supposons désormais K,/* = 0 pour les mémes raisons que dans la sec-
tion II).

8.18) =0
8.199 =0
8.200 0 =0

8.21) Y, X* = 2w

(8.22) (LA) = — 20

(8.23) Y*J,A + A(Y*V, — %, — 2I,) = 0
(8.24) X*0,A + AXV,— %, —2I',)—10 =0
(8.25) AQy, +T +Z)+t+00=0

(8.27) ARX*Y? — XPY")V K,y + K*YPV X,] + Y*O, 1
at™p B
+12YV, =T, — £,) =0

(8.28) K*2,A + A(2V,K* + 3K®V,) — 1%, = 0

Nous poursuivrons 1’étude de ce systéme en distinguant deux cas, selon
que 7 est nul ou pas.
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9. Lecas 7 = 0.

Dans ce cas, le systéme des équations (8.18)-(8.28) se réduit au systéme
d’équations suivant :

.1 =0
9.2) c=0

9.3) 5§, = — 2iw

9.4) (IgA) = — 20

©9.5) S, 1gA + SV, -2 - =0
9.6) 2)+T+X=0

©.7 K*d,1g A + 2V ,K* + 3K°V, = 0
9.8) 2(s°S? — S*s/)V, K, + K*SPV,S; = 0

Les équations (9.1), (9.2) nous disent respectivement que I" (B est géodé-
sique et sans distorsion et les (9.3), (9.4) (remarquons que (9.3) se raméne

a une seule équation réelle) nous donnent la propagation de S, A, respecti-

vement le long de I'(J).
Maintenant, en procédant d’une maniére semblable & celle utilisée dans
la section II, considérons un vecteur complexe tel que

=—1

o1l

(9.9) R.7T=R?>=0, R.

et tel qu’il se propage par parallélisme le long de T’ (_1>)
Soit C le vecteur isotrope qui forme avec Z R un repére quasi orthonormé
adapté a T (7) On aura
(9.10) S* = e(R* — 7l
.11 K* = C* — yR* — nR* + nqql*
Compte tenu de (9.10), (9.11), les équations (9.3), (9.5) deviennent

9.12) ¢ =2
9.13) R*,1g (Ae™®) + RV, —2I"' =% =0

ANN. INST. POINCARE, A-X]-3 20
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avec V., I'" et X’ données par (5.14). Maintenant, puisque (9.4), (9.3)
(ou plutdt (9.12) qui est équivalent a (9.3)) déterminent A et ¢, chacun a

une fonction prés arbitraire sur ¥ (hypersurface transversale a I"(I‘): il
s’ensuit que (9.13) peut &tre satisfaite sur ¥, en choisissant lesdites fonc-
tions convenablement.

Voyons ce qu’il en est de (9.13) en dehors de . Tous calculs faits, la

dérivée de (9.13) le long de I'(i) (voir dans la section II, le calcul de la
dérivée le long de 1"(7) pour (5.13)) nous donne

©.14) 1°3,[R™, Ig (Ae*®) + R*V, — 2I" — %]
= — {[R"D, Ig (Ae®) + R*V, — 2I" —¥']—R(F", §) —iR(F", K')

d’ol on voit que les équations (9.1)-(9.4) étant satisfaites partout et (9.5)
satisfaite sur ¥, pour que (9.5) soit satisfaite partout il faut et il suffit que
I’on ait

9.15) R(5',8) + iR(F',K') = 0

L’on sait comment cette condition déja obtenue lors de 1’étude faite dans
la section II (voir (5.29)) est invariante vis-a-vis des transformations (2.7),
2.98).

Examinons par la suite I’équation (9.6)

9.16) 2K,$% + K*SPV,J; + S*5PV,S; = 0

—> -
Essayons comme vecteur, S, solution de cette équation, un vecteur S’
de la forme

9.17) S* = 8* — I
ot S est le vecteur solution de (9.3), (9.5). On aura

(9.18) 2K*S., + K*S*'V,J, + S*§P'V,S;
= 2K,S* + K°S’V, I, + S8V, S, + 20 —Um — 27 =0

—_ - -
ou K’ représente le vecteur isotrope qui forme avec S’, / un repére quasi
orthonormé, c’est-a-dire, d’apres (2.7)

9.19) K=K—-nS—7nS+mi

Ainsi, (9.18) nous donne I’équation de propagation le long de I“(T) a
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laquelle doit satisfaire le 7 de (9.17) pour que (9.6), c’est-a-dire I’équation
suivante

9.20) 2K'*S, + K¥S#'V I, + SS?V,S; = 0

soit satisfaite.
Remarquons que les équations (9.1)-(9.5) étant invariantes vis-a-vis des

transformations des vecteurs —é, K dela forme (9.17), (9.19), les nouveaux

vecteurs §’, K’ sont des solutions des équations (9.1)-(9.6) et pas seule-

ment des solutions de (9.6).
11 nous faut encore examiner les deux équations (9.7), (9.8) (remarquons

que (9.8) se raméne a une seule équation réelle). En y substituant §', K’
donnés par (9.17), (9.19) et, compte tenu de (9.1)-(9.5) et (9.18), nous
trouvons, tous calculs faits

(9.21) K%,lg A + 2V,K* + 3KV, + 2(X — T — S°V,)
+ 20 — T — §*V,) — 28%09 — 2505 = 0

(9.22) K*§v,S; + 2(S*SF — S*S#)V K, — 2n(E — T — S°V,)
+2(E -T —S*V,) + 28,7 — 25801 =0

ces deux équations étant équivalentes a la seule équation complexe

(9.23) K*,1g A + 2V, K"+ 3K*V, + K*S?V,S; + 2(8°S? — §°8*)V,K,
+4E -T —S*V,) —450 =0

Or (9.18) laissant n indéterminé sur ¥, on peut profiter de cette indéter-
mination pour que (9.23) et partant (9.7), (9.8) soient satisfaites sur .
En résumé, nous avons trouvé des vecteurs _S>', IZ', solution partout
avec un A convenable des équations (9.3)-(9.6) et solution sur ¥ de (9.7).

(9.8). Par commodité nous écrirons désormais S pour S’. En particulier,
chaque fois qu’on aura affaire aux équations (9.7), (9.8), il doit &tre compris
que les vecteurs §, K qui y apparaitront représenteront les vecteurs que
nous avons notés jusqu’ici S, K.

Ceci dit, calculons les dérivées le long de I“(T) des premiers membres des
équations (9.7), (9.8). Occupons-nous tout d’abord de (9.7). On obtient
compte tenu des diverses équations (9.1)-(9.6)

(9.24) I°0,(K*d,1g A) = + D)QI + = — S%V,)
+ (y + D@T + T — S%V,) — 2K*,0 + 20K*V,.
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(9.25) 13, (K*V,) = y(S°V,+ ) + y(§°V, + ) + [S°V, + ISV, + R(S, 6)
(9.26) 1P, (VK,) =5% + S0,7 + 7V, 8 +7yV,S*

- CCK - ZZK - gava(r‘ + 7) - Sava(r + ;) - R:zﬁlaKﬁ
ou nous avons posé

(9.27) CK = - S“ngaKﬂ

avec {x le complexe conjugué de (.
Maintenant nous allons expliciter le calcul (9.26) en calculant I’expression

(9.28) S,y + S*,y

Compte tenu de (9.6)
(9.29)  25%d,7 + 28%d,7 = — (S*d.Z + S*3,X) — (8%, + S,
et tous calculs faits

(9.30) S°9,% + S = — 2iwK*S*V,S; + 2io((x — L)
+ 22 — ({Lk + k) + R(K, K)
9.31) S%,T + S, = — ¢ty — [l + 20K°V, + =T + I
— 2K, + 2IT — R(F, ) — R(F, 1
d’ol en substituant dans (9.26)

(9.32)2 P2 (VK = 2yV,S§* — 2S*V(T + 7) + 29V, 8% — 2S*V(T + y)
— 222+ D) — TQT + £) + 2iw[K*S#V,S; +2(S°S* — §°8°) v K 4]
—20K°V, + 2K®,0 — R(K, K) —2R(S, S) — R(F, ©) — R(F, £)

et compte tenu de (9.24), (9.25), (9.32), tout en utilisant (9.6)

(9.33) 1°3,(K*,A + 2V, K" + 3K°V,)
= 2io[K"S*V,S; + 2(SS? — §°8%) VK]
+R(S, 8 — RKK, K) — R(F, ©) - RF, )

Voyons ce qu’il en est de la dérivée du premier membre de (9.8). On
trouve :

(9.34) 1°0,(K*SPV,Sy) = (7 + T) — E(y + I) + 9T — T + 2i0K"V,
— 2iK*d,0 — iR(S, K)
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9.35) 1°0,[(S"S? — S’SHV,K,] = Zy — Ty — S0,y + S0y
+ ik — {k + R(F, D) —RF, D)
Maintenant ’expression
(9.36) S%,7 — Sy
qui apparait dans (9.35) vaut, compte tenu de (9.5), (9.6) :

9.37) S99 — Sy = % [S0,(T — S°V, — §°3,1 A)
— ST — 5V, — 50,1 A)]

d’ou tous calculs faits

(9.38) 2S5%d,y — 28707 = 2io(lx + T) + 20Tk — O
+ 2i0K*d, A + TZ — I'Z + R(F, £) — R(F, T) — iR(S, K)

et ensuite de (9.34), (9.35), (9.38) avec le concours de (9.6) on obtient

(9.39) 1°0,[KSPV,S, + 2(8°S* — S'SYV,K,]
=2i0(K*,l,A +2V,K*+3K*V,) + R(F,T) —R(F, ) — 2iR(S, K)

Les équations (9.33), (9.39) montrent bien alors que les équations (9.1)-
(9.6) étant satisfaites partout et (9.7), (9.8) satisfaites sur ¥, pour que
(9.7), (9.8) soient satisfaites partout, il faut et il suffit que I’on ait

(9.40) R(F,%) + R(F, £) + R(K, K) — R(S, ) = 0
9.41) R(F,T) — RF, £) — 2iR(S, K) =

et de nouveau on peut trouver que, compte tenu de (9.1), (9.2), (9.15),
les conditions (9 40), (9.41) sont invariantes vis-a-vis des transformations

des vecteurs S K données par les formules (2.7), (2.8).
Nous énongons le théoréme suivant :

THEOREME ITI. — Etant donné les équations d’ordre supérieur du champ
gravitationnel pour des doubles 2-formes, H,g;,, telles que :

a) Hy =0

b) Hepau + Hyppy + Hpzoa = 0
et telles qu’il existe un vecteur Ttel que ’on ait

¢) Hopl't = 0,  *H,p, 1" = 0
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du fait de a) et ¢) Test isotrope. D’autre part, pour qu’il existe des solu-
tions, H,g;,, des dites équations, satisfaisant a), b) et ¢), il faut et il suffit
que I’on ait :

— la congruence isotrope I“(?)> est géodésique et sans distorsion;

— la congruence I“(B et le tenseur de courbure de 1’espace-temps sont
tels que I’on a

9.42) R(F, ) + iR(F, K) = 0
(9.43) R(F,T) — R(F, £) — 2iR(S, K) =0
(9.44) R(F, T) + RF, £) + R(K, K) — R(S, 8) = 0

10. Etude d’un cas spécial avec 7 # 0.

Nous nous proposons d’examiner dans ce paragraphe les conditions
auxquelles doit satisfaire 1’espace-temps pour qu’il soit possible de trouver
des solutions, H,g;,, du type (7.7) avec T # 0, des équations d’ordre supé-
rieur du champ (7.9), (7.10) sans deuxiéme membre, c’est-d-dire des
équations :

(10.1) V,*H%;, =0
(10.2) V.H%, =0
ou, ce qui revient au méme, des équations

(10.3) V,*H%,, = 0
(10.4) Vatll) — V() = 0

Dans le cas des doubles 2-formes symétriques (7.7) avec T # 0, dont il est
question dans le présent paragraphe, il s’agirait en général d’étudier 1’équa-
tion (7.10), dont, compte tenu de (7.5), I’équation (7.9) en est une consé-
quence. Mais ici nous posons aussi I’équation (10.4) qu’elle ne saurait étre
en général une conséquence de (10.3) comme on le verra par la suite. Nous
aboutirons ainsi a des espaces-temps assez particuliers pour que les équa-
tions d’ordre supérieur s’écrivent sous la forme (10.1), (10.2), malgré le
fait que t # 0, de sorte que nous rejoignons ainsi 1’étude des équations
d’ordre supérieur de la section II (cas des doubles 2-formes singuliéres) ol
ce qui se présente ici comme un cas particulier est 13 la reégle générale, en
ce sens que (10.4) et partant (10.2) est une conséquence de (10.3) quand
H,g,, est singuli¢re (voir la fin du paragraphe 6).
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Ceci dit, écrivons les équations (10.3), (10.4) dans le repére I_: i, ?, IZ,
de rigueur. Pour (10.3), nous avons I’ensemble des équations (8.18)-(8.28)

et pour (10.4) nous trouvons, compte tenu de (8.18)-(8.28),

(10.5) KPKHA, =0

(10.6) KPKEXA, X%t + 1(2X°V, —T,) =0
(10.7) YPK*X* 10 =0

(10.8) KPKFYH, Y91 + 12Y*V, = T,) =0

ol nous avons écrit & gauche les trois vecteurs du repere sur lesquels il faut
projeter dans chaque cas pour obtenir 1’équation en question. Les autres
projections ne figurant pas dans (10.5)-(10.8) s’annulent identiquement ou
se raménent 4 une des équations (8.18)-(8.28) ou (10.5)-(10.8).

L’ensemble des équations (8.18)-(8.28) et (10.5)-(10.8) se raménent 3 :

(10.9) =0

(10.10) 6=0

(10.11) { =0

(10.12) SS, =0

(10.13) (L,A) =0

(10.14) S*d,A + A(S*V, -2 —T) =0

(10.15) 2)+T+2=0

(10.16) K*,A + AQ2V,K* + 3K*V,) — 12, = 0
(10.17) iA[2(SS? — SPS9)V K, + K*SPV,S;] — 1%, = 0
(10.18) 1=0

(10.19) $%,1 + 1(28°V, — I) = 0

ol nous avons utilisé les notations complexes habituelles.

Les équations (10.9), (10.10), (10.11) signifient que I" (7) est géodésique,
sans distorsion, ni rotation, ni dilatation et (10.12), (10.13) nous donnent
les lois de propagation le long de F(i; de Set A respectivement. En procé-
dant d’une maniére analogue a ce qui a été fait dans le cas © = 0, on obtient
comme condition d’intégrabilité de (10.12), (10.13), (10.14)

(10.20) R(,8) =0
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L’apparition des deux termes supplémentaires, — tX; et — 17X, (équa-
tions (10.16), (10.17)) par rapport au cas T = 0 ne change pas grand-chose
dans I’é¢tude des équations (10.15), (10.16), (10.17). Ici comme 14, on
obtient les conditions suivantes d’intégrabilité :

(10.21) R(F,T) + R(F,T) + RK,K) — RS, ) =0
(10.22) R(%, T) — R(F, £) — 2iR(S, K) = 0

En ce qui concerne I’étude des conditions d’intégrabilité des équations
restantes (10.18), (10.19), elle a déja été faite lors de 1’étude des équations
du champ d’ordre supérieur d’une double 2-forme singuliére dans le cas
T # 0 (voir paragraphe 4), les équations (6.4), (6.5) étant les mémes que

les équations présentes (10.18), (10.19).
On obtient ainsi comme condition d’intégrabilité des équations (10.18),

(10.19) :
(10.23) R(F,8) =0
(10.24) R(F, ) — R(F, £) + 2iR(S,K) = 0

En résumé, compte tenu de (10.20), (10.21), (10.22), (10.23), (10.24),
nous trouvons comme conditions d’intégrabilité dans le cas t # O les condi-

tions suivantes

(10.25) R(%,8) =0
(10.26) R(S,K) = 0

(10.27) R(F,£) — R(F,£) =0

(10.28) R(F,T) + R(F,£) + R(K,K) — R(S,8) = 0

et nous énongons le théoréme suivant :

THEoREME IV. — FEtant donné les équations d’ordre supérieur du
champ gravitationnel & deuxieme membre nul, pour des doubles 2-formes
symétriques, H,z;,, telles que

a) H,; = tl], (t#0)
b) S Haﬁlu = 0
afi

et telles qu’il existe un vecteur Ttel que ’on a

¢) Hp /' =0,  *H,, 1" =0
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du faitde a), b), Test isotrope. D’autre part pour qu’il existe des solutions
H,4,,, de ces équations satisfaisant 4 @), b), c), il faut et il suffit que I’on ait

— la congruence isotrope I' (-I)) est géodésique, sans distorsion, ni rotation,
ni dilatation;

— la congruence F(—I)) et le tenseur de courbure de 1’espace-temps sont
tels que les conditions (10.25)-(10.28) sont satisfaites.
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