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Etude de la stabilité
d’un systéme dynamique stationnaire
par la méthode de Lyapounov

par

Mme Eliane BLANCHETON

Professeur a la Faculté des Sciences de Caen

SoMMAIRE. — Nous définissons les points d’équilibre d’un systéme dyna-
mique stationnaire dans un espace topologique régulier. Une généralisa-
tion de la deuxiéme méthode de Lyapounov nous donne des critéres de

stabilité de I’équilibre.

ABSTRACT. — We shall define equilibrium states of a stationnary dyna-
mical system in a normal topological space. A generalisation of the second
method of Lyapounov will get several criterion for the stability of the equi-

librium.

I. — DEFINITIONS GENERALES

Soit E un espace topologique. Nous supposerons E régulier. Nous sup-
poserons de plus que E satisfait & I’axiome de séparation suivant : étant
donné deux ensembles fermés F; et F, sans points communs, il existe
deux ouverts U; et U,, contenant respectivement F; et F,, sans points

communs.

Ce travail a été réalisé en liaison avec I’Institut de Recherches en Informatique et
Automatique (Département d’Automatique et d’Informatique Economique).
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DEFINITION. — Nous appellerons systéme dynamique stationnaire dans E
admettant le point x, de E comme point d’équilibre la donnée

1. d’une application 6 de E dans ]0, + oo},

2. d’une application (¢, x) — g(f, x) définie pour x€E, [0, O(x)[, a
valeurs dans E. L’application ¢ — ¢(t, x) est supposée continue sur R*,
I’application x — q(¢, x) continue en X, pour tout t € R*.

Les applications 6 et g sont supposées vérifier les conditions suivantes :
DS 1. Pour tout x € E et € [0, 6(x)[, on a

0(g(t, x)) = 0(x) — .

DS 2. g(0, x) = x pour tout x de E.
DS 3. Pour tout x de E, #;,, t, > 0et?;, + ¢, <0(x),ona

q(ty + t5, x) = q(1y, q(t3, x)).
DS 4. 1l existe un voisinage V, de x, tel que

{xeVy, et O0(x) < + o0} = {VT < 0(x), At [T, 0(x)[

tel que g(, x) ¢ V, }.
DS 5. On a

q(t, xo) = x, pour tout t € [0, 6(x,)[.
Remarque. — DS 4 et DS 5 impliquent 8(x,) = + oo.
DEFINITION. — On dit que x, est point d’équilibre stable si, pour tout
voisinage V de x,, il existe un voisinage W de x, tel que
xeW et 0<t<0(x) => q(t, x)e V.
Remarque. — D’aprés DS 4, si V< Vg, on a
xeW = 0(x) = + .
DEFINITION. — On appelle domaine d’attraction de x, 1’ensemble Q des

points x de E tels que g(z, x) tende vers x, lorsque ¢ tend vers 6(x) (obliga-
toirement égal 2 + <o d’apres DS 4).

DEFINITION. — On dit que x, est point d’équilibre asymptotiquement
stable si c’est un point d’équilibre stable et si le domaine d’attraction de x,
est un voisinage de x,.
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DEFINITION. — On dit qu’un sous-ensemble A de E est un domaine de
stabilité forte si xe A = 0(x) = + <« et si, pour tout voisinage V de x,,
il existe un nombre T > 0 tel que

xeA et t=T = g, x)eV.

Autrement dit, lorsque ¢t — + o, ¢(¢, x) - x, uniformément pour
xeA.
On a évidemment A < Q.

DEFINITION. — On dit que x, est point d’équilibre asymptotiquement
et uniformément stable si x, est point d’équilibre stable et s’il existe un
voisinage x, qui soit un domaine de stabilité forte.

Remarque. — La stabilité asymptotique et uniforme entraine la stabilité
asymptotique. La réciproque est vraie en dimension finie si g est continue.

II. — CONDITIONS DE STABILITE

THEOREME 1. — S’il existe une fonction réelle v, définie dans un voisinage U
de x,, continue en x, et satisfaisant aux conditions suivantes :

a) v(xo) = 0,
b) quel que soit le voisinage U, de x, strictement contenu dans U, on a

AUp) =info(x) > 0;

la borne inférieure étant prise pour tout x appartenant au complémentaire
U — U, de U, dans U, :

) xeU, €0, 0(x)[ tel que q([0, #], x) = U = wv(g(z, x)) < v(x),
alors x, est point d’équilibre stable.

Démonstration. — Nous supposerons U ouvert. Soit V un voisinage
fermé de x, contenu dans U (ce qui est possible puisque E est supposé
régulier). Puisque v est continue en X, il existe un voisinage W de x, tel

que
xeW = v(x) < AV).

On a nécessairement W < V. On a alors, d’aprés c¢) :
b

xeW,te[0,0(x) tel que ¢([0, ], x) = U = wv(q(t, x)) < v(x) < A(V).
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On en déduit
xeW,te[0, 0(x)[ tel que ¢([0, ], x) = U = g([0, 7], x) = V.

Soient alors xe W, A, = {te[0, 6(x)[ tels que g([0, 7], x) = U}, et
T, = sup A,. Soient V, et V, deux voisinages disjoints de V et E-U res-
pectivement. Si T, était différent de 6(x), g(T,, x) serait défini et appartien-
drait 4 U ou a E-U. Si ¢(T,, x) appartenait a U, g([0, T,], x) serait contenu
dans U et par suite, comme nous 1’avons montré ci-dessus, g([0, T,], x)
serait contenu dans V. Il existerait, puisque ¢t — ¢(#, X) est continue, un
voisinage I de T, tel que g(¢, x) € V; = U pour tout ¢ €1, ce qui contredit
la définition de T,. D’autre part, g(T,, x) ne peut pas appartenir & E-U
car dans ce cas il existerait un voisinage I, de T, tel que q(¢, x) € V, pour
tout ¢t € I,. Mais, d’aprés la définition de T,, il existe une valeur ¢, de ¢
dans I, telle que ¢, € A,, donc telle que g([0, z,], x) = U. Mais alors, comme
nous I’avons vu plus haut, on a g(zy, X)eV. On aurait donc a la fois g(,, x)eV
et g(to, x) € V,, ce qui n’est pas possible.

On a donc

T, = 6(x).
Nous avons démontré que
xeW,te[0, 6(x)[ = q(t, x) €V,

c’est-a-dire que x, est point d’équilibre stable.

THEOREME 2. — Soit x, un point d’équilibre stable, et soit U I’ensemble
des points x€ E tels que 0(x) = + . S’il existe une application f de U
dans R*, continue en x,, telle que f(x,) = 0 et telle que, quel que soit le

voisinage U, de x, strictement contenu dans U on ait inf f(x) > 0, alors
xeU—Up
il existe une application v de U dans [0, + ], continue en x, et satisfai-

sant aux conditions a), b) et c) du théoréme 1.

Démonstration. — Remarquons d’abord que U est un voisinage de x,.
En effet, par définition de la stabilité, il existe un voisinage U, de x, tel que

xe U, te[0, 6(x)[ = q(t, x) € V, (notation de DS 4).

On a dans ce cas 8(x) = + o, donc U, < U.
Montrons que la fonction » définie, pour x € U, par

u(x) = sup f(q(t, x))

t20

satisfait aux conditions @), b) et ¢) du théoréme 1.
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a) v(x,) = 0 d’aprés DS 5, et puisque f(x,) = O.

Puisque f est continue en x,, pour tout & > 0, il existe un voisinage V,
de xo, V; = U, tel que xe V; = f(x) < &. Puisque I’équilibre est stable,
il existe un voisinage W, de x, tel que

xeW, et tel0, + o[ = g(t,x)e V,.
On en déduit que
xeW; et 1€[0, + o[ = f(q(t, x)) < s,

donc aussi que
xeW,; = v(x) < g,

ce qui démontre la continuité de v en x,.
b) Soit U, un voisinage quelconque de x, contenu dans U. On a, d’aprés
la définition de v,
u(x) = (40, x)) = f(x).

Par passage aux bornes inférieures, lorsque x décrit U — U,, il vient

inf v(x) > inf f(x)

Les hypothéses faites sur f entrainent la propriété b).
¢)Si xeU, g, x) e U pour tout t€[0, + [ en raison de DS 3, et
ona
oq(t, x)) = sup f(4(+', 4(1, X)) = sup f(g(*" + 1, x))

= sup f(g(z, x)).

21
On a donc bien
v(g(t, x)) < v(x)

pour tout ¢z > 0.

Remarque. — L’ensemble U’ des points x€ U tels que »(x) < +
est un voisinage de x, en raison de la continuité de v en x,, et on a

xeU’ et t=>0 = qt,x)eU’

d’aprés I’axiome DS 3.
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III. — CONDITIONS
DE STABILITE ASYMPTOTIQUE

THEOREME 3. — S”il existe une fonction réelle v, définie dans un voisinage U
de x,, continue en x, et satisfaisant aux conditions suivantes :
a) v(xO) = Os
b) quel que soit le voisinage U, de x, strictement contenu dans U, on a
AUg) = inf o(x)>0,
xeU—-Ug
c)xeU et te[0, O(x)[ tel que q([0, #], x) = U = wv(q(t, x)) < v(x),
d) pour tout x € U, v(q(t, x)) tend vers 0 lorsque t tend vers Iinfini,
alors I’équilibre est asymptotiquement stable.

Démonstration. — Notons d’abord que I’équilibre est stable. Soit V
un voisinage de x,. Nous supposerons V < U NV, (notation de DS 4).
Il existe un voisinage W de x, tel que

xeWwW et te[0, 0(x)[ = q(t, x)eV.

On voit, en faisant £ =0, que xeW = x€V, donc que W<V, et

0(x) = + . Nous allons démontrer que W est contenu dans le domaine

d’attraction Q de x,, c’est-a-dire que, Vx € W, ¢(z, x) — 0 lorsque ¢t — + oo,

Soit V, un voisinage arbitraire de x,; nous supposons V; < W. On a
AV) = inf o(x)>0.

xeU—-Vy
Puisque »(q(#, x)) — 0 quand ¢ - + oo, AT, > O tel que

t =T, = v(gt, x)) < A(Vy).
On en déduit que
t=>T, = q(t, x)e V, c. q.f. d.

THEOREME 4. — Supposons I’équilibre asymptotiquement stable et dési-
gnons par U Pensemble des points x de E tels que 0(x) = + . S’il existe

une fonction f : U — R*, continue en x, telle que f (x,) = O et inf f(x)>0
xeU—Up
pour tout voisinage U, de x, strictement contenu dans U, alors il existe une

Jfonction positive v, définie dans U, continue en x,, et satisfaisant aux condi-
tions a), b), ¢) et d), cette derniére étant vérifiée pour tout x appartenant au
domaine d’attraction Q.
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Démonstration. — Les hypothéses du théoréme 2 étant vérifiées, nous
savons que la fonction v définie par

v(x) = fgg Sf(a(z, x)

satisfait aux conditions a), b) et c¢). Il reste 3 montrer que, si I’équilibre
est asymptotiquement stable, d) est vérifiée lorsque x est choisi dans le
domaine d’attraction Q. Par définition du domaine d’attraction, si x € Q,
quel que soit le voisinage V, de x,, il existe T, >0 tel que t=>T, = g(¢, x)eV;.
Soit alors & > 0. Puisque f est continue en x,, V, = f([0, £]) est un voisi-
nage de x, dans U. Il existe donc T, tel que

t 2T, = q(t, x) ef(0, e[) <= f(q(t, x)) <e.
De
v(q(t, x)) = sup Sflq(z, q(t, x))) = sup f(g(z, x)),

on déduit
t>T, = v(g(t, x) < e

IV. — CONDITIONS DE STABILITE
ASYMPTOTIQUE UNIFORME

THEOREME 5. — Les hypothéses sont celles du théoréme 3. Soit A un ensemble
contenu dans U tel que

e)VxeA, 0(x) = + o,

fxeAettel0, + [ => g, x)e U,

g) v(q(t, x)) — Oquand t — + o uniformément pour x € A.
Alors A est un domaine de stabilité forte.

Démonstration. — Soit V4 un voisinage arbitraire de x, strictement contenu
dans U. L’hypothése g) implique qu’il existe T > O tel que
t=>T et xeA = v(q(t, x)) < AV)).
Donc

t>T et xeA = q, x)eV,.

THEOREME 6. — Les hypothéses sont celles du théoréme 4. Soit A un domaine
de stabilité forte; alors v(q(t, x)) — O lorsque t — + < uniformément
pour x € A.
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Démonstration. — Par hypothése, quel que soit le voisinage V; de x,,
il existe T = O tel que

t=2T et xeA = ¢q(t,x)eV;.

Soit ¢ > 0; on choisit V; = £*([0, ¢[). On montre, comme dans la démons-
tration du théoréme 4 que

t=T et xeA = v(g(t, x)) <e.

THEOREME 7. — S’il existe deux fonctions v et ¢ définies sur un voisinage U
de x,, a valeurs dans R, satisfaisant aux conditions suivantes :

a) v est continue en x, et v(x,) = 0,

b) quel que soit le voisinage U, de x, strictement contenu dans U, on a

AUy = inf o(x) > 0.
xeU—Uo

cy) Soit T, = sup {¢] q([0, t], x) = U }. L’application t — v(q(t, X)) est
absolument continue sur [0, T,[,; Iapplication t — @(q(t, x)) est intégrable
sur tout compact de [0, T,[ et

o(q(t, X)) — o(x) = — fo'<p(q(u, Ddu , 1[0, Tyl

d) Quel que soit le voisinage Uy de x, strictement contenu dans U, on a

inf ¢@(x) > 0.

xeU~Up
Alors x, est point d’équilibre asymptotiquement et uniformément stable.

Démonstration. — Montrons d’abord que c,) entraine la propriété c)
du théoréme 1. De — ¢(q(t, x)) < 0, il résulte

U(q(t, x)) - U(‘I(O, x)) < 0:
donc
u(g(t, x)) < v(x)

pour tout ¢ € [0, T,[, c’est-a-dire pour tout ¢ tel que ¢([0, ¢], x) < U.
Nous avons montré que c;) entraine c) et, par suite, que 1’équilibre
est stable.

Montrons maintenant que le domaine d’attraction Q est voisinage de x,.
Soit V un voisinage de x,, V < U N V,. Par définition de la stabilité,
il existe un voisinage W de x, tel que

xeW et tel0, 6(x) = q(t, x)e V.
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Puisque V < V,, on a 0(x) = + oo. Il est évident que I’'on a W <= V.
Nous allons démontrer que W < Q, c’est-a-dire que, Vxe W, g(t, x) — 0

lorsque 1 — + co.
Soit V; un voisinage arbitraire de X, ; nous supposerons V; < W.
Nous voulons démontrer que, pour tout x € W, il existe T, tel que

t=>T, => q(t,x)eV,.
Puisque 1’équilibre est stable, il existe un voisinage W; de x, tel que
xeW, et t=0 = gq(t, x)eV,.

On a W; < V,. Si xe W, on peut choisir T, = 0. Il nous suffit donc
d’étudier ce qui se passe lorsque x € W — W,. Remarquons que, s’il exis-
tait une valeur T, de ¢ telle que ¢(T,, x) € W,, alors q(¢, ¢(T,, x)) € V,
pour tout ¢z > 0, ou encore, d’aprés DS 3, g(¢, x) € V, pour tout ¢t > T,,
ce qui démontrerait le théoréme.

Raisonnant par 1’absurde, nous supposerons que, V7 e [0, + oof,

q(t, x) ¢ W,. Posons
p= inf @) >0.

yeU—w;

Ona
v(q(t, x)) — v(x) < — pt.

Pour ¢t > l%i) , v(q(t, x)) serait négatif, ce qui contredit I’hypothése que v
est & valeurs dans R*.

Démontrons enfin que W est un domaine de stabilité forte, c’est-a-dire
qu’il existe T tel que t > T et xe W = g(t, x) e V,.
Définissons T, par

T.=0 si xeW,,
T, =inf {#|q(t, x)e W, } si x¢W,.
On peut, sans perte de généralité, supposer W, fermé. Si x ¢ W, on a
T. # 0. Dans ce cas, pour tout ¢ € [0, T,[, on a
ut < o(x) — v(g(t, x)).
Puisque g(t, x) € U — W, pour 1€ [0, T,[, on a
(q(t, x)) = AM(Wy) > 0,

donc
ut < v(x) — A(Wy).



10 ELIANE BLANCHETON

Puisque v est continue en xo, pour tout M > 0, 3 un voisinage W, de x,

tel que
xeW, = v(x) < M.

Si nous supposons W = W, on voit que

tel0, T,[ = it <M—1,

donc
M-

u

T,

<

Nous en déduisons que

XeEW et isM-4 q(t, x) e V,.

THEOREME 8. — Soit f une fonction positive, définie et continue sur un
voisinage U de x,, telle que f(x,) = 0. S’il existe un voisinage A < U de
Xo qui soit un domaine de stabilité forte, il existe une fonction positive v,
définie sur un voisinage V de x,, et une fonction { continue de R* dans R*,
strictement croissante, telles que

a) v(xo) = 0,

c,y) t — v(q(t, x)) est différentiable et
~ oa(t, ) = = w(Fats, X)),

pour tout x €V et pour tout t > 0.
Si tout point de E admet un systéme fondamental dénombrable de voisi-

nages, v est continue.
Si de plus les deux conditions suivantes sont satisfaites

10 quel que soit le voisinage U, de x, strictement contenu dans U, on a

inf f(x) = a(Ugy) > 0,

xeU~-Up

20 quel que soit le voisinage fermé U, de x,, quel que soit le voisinage
ouvert U, de xo, Uy @ Uy, il existe T, > 0 tel que

telo, T,[ et xeE - U, > ¢q(, x) ¢ U,,

alors on a aussi
inf o(x)>0

xeU~Uo
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Démonstration. — La fonction f est continue en x,. Il existe donc un voisi-
nage de x, sur lequel elle est bornée. Nous supposerons que ce voisinage

est U et nous poserons
M = sup f(x).

xeU

Puisque x, est point d’équilibre stable, il existe un voisinage W de x,

tel que
xeW et t=>0 = q(t, x) e A.

Définissons le voisinage V de x, par
V = {q(t x) avec xeW et t=>0}.

On a
WcVcA

Si yeV, il existe xeW et 1 > 0 tels que y = g(r, x). Mais alors
q(t, y) = q(t + 7, x) € V pour tout ¢ > 0.
Considérons alors la fonction o, définie par

o1(t) = sup f(q(t’, x)).

t'2t
xeV

o, est définie sur R*, positive, majorée par M, décroissante. On a
o.(t) = f(q(t, x)

pour tout x € V et pour tout ¢ > 0.

Montrons que o,(tf) — 0 quand ¢t — + . V est contenu dans A qui
est par hypothése un domaine de stabilité forte. Donc, quel que soit le
voisinage V, de x4, V; = V, 3T > 0 tel que

xeV, t=>T = q@t, x)eV,.
Soit ¢ un nombre strictement positif arbitraire. Prenons V,; = S0, €[)

qui est bien un voisinage de x, puisque f est continue. On a alors

xeV et t=>=T = f(qt,x) <& = 0,(T) < ¢,

donc, puisque o, est décroissante,
t=>2T = o,(t) <.

Enfin de
o,(t) = sup f(q(t + 7, X)),

=20
xeV
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on déduit que o,, borne supérieure d’une famille de fonctions continues,

est s. C. i.
Soit alors 6, : R¥ — R, strictement décroissante, telle que o,(f) — 0
lorsque ¢t — + oo; posons

o(t) = 0,(r) + 05(2).

o est une application de R* dans R*, strictement décroissante, telle que
o(t) — 0 lorsque ¢t — + oo; o(f) n’est nul pour aucune valeur finie de ¢.

Nous poserons
a(0) = ro.

o, étant strictement monotone, admet au plus une infinité dénombra-
ble (#;) de points de discontinuité de premiére espéce. On peut supposer
t; < t;31 pour tout i. Dans l’intervalle ]z, ¢;,,[, o est continue et admet
une fonction réciproque définie sur Jo(¢;), o(t;)[. On désigne par 7 la fonc-
tion réciproque de o complétée, sur les segments [a(z;"), o(#")] par des seg-
ments de droite, de sorte que 7 soit une fonction continue de ]0, ro] dans
R™*. On posera aussi ©1(0) = + oo : T est ainsi définie sur [0, r,], décroissante,
et

(o(t)) =t

pour tout ¢ > 0.
On considére alors la fonction  définie sur [0, r,] par

v(r) = ;(;J: min (l, Elzﬁi)du'

On peut la prolonger a4 [0, + o[ de fagon arbitraire, par exemple en
choisissant

Y(r) = y¥(ro) + a(r — ro),

ou a désigne une constante strictement positive, pour tout r > ro,. La
fonction y est continue, strictement croissante ; sur [0, ro] on a a la fois

<1

Y(r) <

‘I|‘

0o

et

vy < :

<
7o ustona @I [P

puisque 7t est décroissante.
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Pourtout xeVetz>0,0na
f(g@t, x)) < 0,(t) < (t) < 0(0) = ro,

donc
1 1 1

@G D~ e S 2

V(@ 1) <
L’intégrale
o(x) = f WS, x)))de

est donc convergente. Si tout point de E admet une base fondamentale
dénombrable de voisinages, v est continue en x,. On a de plus

w(g(t, x)) = fo”’w(f(q(u 1, X))du = f " W(f G, X)),

donc

>
5 a(t, X)) = — Y(f(att, x)).
Remarquons que cette équation entraine, pour ¢ = 0,

500t )| = = 9w,

t=0

et que, réciproquement, cette derniére équation entraine c,) puisque

= 5 tlaCe, ate, 3| _ = —vUiGate 9.

=0

= el ) = 2 ot + 5, 9)

=

Supposons enfin les conditions 1) et 2) du théoréme 8 satisfaites et soit U,
un voisinage ouvert de x, strictement contenu dans V, domaine de défini-
tion de v. Soit U, un voisinage fermé de x, contenu dans U,. Pour xeV—U,,
soit T; > O tel que

te[0, T et xeV — U, = 4q(t, x) ¢ U,.
On a alors, d’aprés 1) et puisque Y est strictement croissante, ¢ € [0, T,[

et xeV—U, > f(q(, x)) = a(U;) > 0 = yY(f(qt, x))) = y(«(Uy) > 0.
On en déduit

o(x) > f :‘xb(a(Ul»dt = T,¥((Uy) > 0

pour tout xe V — U,,.
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V. — CONDITIONS D’INSTABILITE

THEOREME 9. — S’il existe une fonction réelle v, définie sur un voisinage U
de x,, continue en x, et une fonction réelle ¢, définie sur U, telle que

a) v(x,) = 0,

b) x, est point adhérent a I’ensemble & des x € U tels que v(x) > 0,

c) pour tout x € U, la fonction t — @(q(t, X)) supposée définie sur Dinter-
valle [0, T.[, ou

T, = sup { ¢ tels que q([0, 1], x) = U },

est intégrable sur tout compact de [0, T,[,
d) pour tout x € U, la fonction t — v(q(t, x)) est absolument continue e t

o(g(t, %) — o(x) = fo'w(q(u, ),

e) il existe une constante strictement positive A telle que
xeU et v(x) =0 > o(x) = lv(x),

alors x, est un point d’équilibre instable.

Démonstration. — Nous devons démontrer qu’il existe un voisinage V
de x, tel que, quel que soit le voisinage W de x,, il existe x € W et t€[0, 8(x)[
tel que g(¢, x) ¢ V.

Soit V < U un voisinage de x, dans lequel v(x) est borné, ce qui est
possible puisque v est continue en Xx,, et contenu dans V, (notation de
DS 4). Soit W un voisinage quelconque de x,. D’aprés b ), il existe x eWN&E.
Si 0(x) # + o, le théoréme résulte de 1’axiome DS 4. Supposons donc
06(x) = + oo. Raisonnant par I’absurde, supposons que ¢(Z, x) € V pour
tout ¢ = 0. Puisque »(q(0, x)) = v(x) > 0, il existe #, strictement positif
tel que v(g(z, x)) > 0 pour t€[0, t,[. Dans cet intervalle, Log (v(¢q(z, x))
est défini et est une fonction continue de z. On a alors, en tout point de

[0, L,

o

Par intégration, il vient
Log v(q(t, x)) — Log v(x) > 1,
et, passant aux exponentielles,

(gt x)) = v(x)e*.
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Cette équation montre que v(g(¢, x)) > 0 quel que soit # = 0. De plus v(g(t, x))
augmente indéfiniment avec ¢, ce qui contredit le fait que v est borné dans V.

THEOREME 10. — Si x, est un point d’équilibre instable, il existe une fonc-
tion positive v, définie sur un voisinage U de x,,bornée sur U, telle que v(x,)=0,
telle que x, soit un point adhérent a I'ensemble des x de E avec v(x) > 0,

et telle que I’on ait
xeU et te[0, 6(x)[ avec ¢([0, t], x) = U = v(q(t, x) = v(x)e".

Démonstration. — Puisque 1’équilibre est instable, il existe un voisinage U
de x, ayant la propriété suivante :

(P) : quel que soit le voisinage V de x,, V < U, il existe un couple (7, x),
ou xeV et te]0, 6(x)[, tel que q(z, x) ¢ U.

Remarquons que, si la propriété (P) est vraie pour U, elle est vraie pour
tout voisinage de x, contenu dans U; nous pouvons donc, sans perte de
généralité, supposer U < V,, (notation de DS 4). Soit alors x e U. On
définit 7, de la fagon suivante :

Ier cas : Vte [0, 6(x)[, q(t, x) e U (ce qui entraine 8(x) = + ). On
pose alors 7, = + oo,

2¢ cas : At € [0, 0(x)[ tel que g(z, x) ¢ U. On pose

7, =inf {¢  tels que tel0, 0(x) et q(t,x)¢U}

On pose ensuite
T

v(x) = e "~

On a v(x,) = 0. De 7, = 0, on déduit v(x) < 1. L’ensemble des x tels que
v(x) > 0 est aussi I’ensemble des x tels que 7, # + co. Il est adhérent & x,
puisque U posséde la propriété (P). Enfin, pour tout x e U, pour tout
te [0, 6(x)[ avec ¢([0, ¢], x) < U, on a

Tattyx) = Tx — &

donc
v(g(t, x)) = v(x)e".

V1. — EXEMPLE

Les notations introduites dans ce paragraphe sont celles de Lions (Equa-
tions différentielles opérationnelles, 1961). Ce livre sera désigné par [I].
On considére deux espaces de Hilbert V et H avec V < H algébriquement

ANN. INST. POINCARE, A-X -1 2
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et topologiquement (au sens : I’injection de V dans H est continue). Si u et »
sont deux éléments de V, ((u, v)) désigne leur produit scalaire, et
ul = ((u, w)t; si £, ge H, (f, g) désigne leur produit scalaire dans H et
| £1 = (f, f ). De I'inclusion topologique, il résulte que

) lvl<k|vl], veV, k = Cte.

On supposera V dense dans H.
On désigne par a(u, v) une forme sesquilinéaire continue sur V, c’est-
a-dire une application u, v — a(, v) de V x V dans C, qui soit linéaire

en u, semi-linéaire en v, avec
¥)] la@w, ) | < Cifu] o], C,=Cte.

On désigne par N I’ensemble (éventuellement réduit 3 {0}) des ueV
pour lesquels la forme semi-linéaire v — a(u, v) est continue sur V pour
la topologie induite par H. Alors, V étant dense dans H, la forme v—a(u, v)
se prolonge par continuité en une forme linéaire continue sur H, donc de

la forme
3) a(u, v) = (Au, v), AueH.

On définit ainsi un opérateur linéaire, en général non borné, A, de domaine

D(A) = N.
Nous supposerons désormais les espaces V et H séparables.

PROBLEME 1. — Trouver une fonction u€ L2, (— o, 4+ o; V) avec les

conditions
u est nulle (p. p.) pour ¢t < 0,

C) a(u(t), v) + % (u(t), v) = (uo, V) VveV,

ou u, est donné dans H, J est la masse de Dirac a I’origine, et:—:t u(®), v)

désigne la dérivée, au sens des distributions sur ]— o, + o[ de la fonction
t — (u(r), v).
Lions démontre dans [/] le théoréme suivant.

THEOREME 1. — On suppose que a vérifie toutes les hypothéses précé-
dentes ainsi que I’hypothése suivante :
il existe une constante o > 0 telle que

Rea(,v) > a|v|?

pour tout v e V.
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Dans ces conditions, le probléme 1 admet une solution unique
u€Li(~ @, + ©; V).

Aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle, la fonction u
est continue de 10, + o[ dans H fort, avec u(0) = u,. Pour tout T > 0,
si on désigne par uy la restriction de u a [0, T], Papplication uy — uy est
continue de H dans Iespace C(0, T; H) des fonctions continues sur [0, T]
a valeurs dans H, espace muni de la topologie de la convergence uniforme.
Cette solution vérifie

lu(t) |* + 2Re f "a(u(s), us))ds = | uo I,

et ceci quel que soit t € [0, + oof.

Ce théoréme montre que les applications (¢, uy)—u(f) et 0 : uy—>0(uy) = + ©
définissent un systéme dynamique stationnaire admettant 1’origine pour
point d’équilibre (dans H).

La fonction v vérifie par

o(x) = | x|*

satisfait visiblement aux conditions @), b), c) et d) du théoréme 7 du cha-
pitre IV. On a ici

dit v(u(t)) = — 2Re a(u(t), u(t)),

donc

P0) = 2Rea(x, 1) > 20| x> > 25 x %,

ce qui prouve que ’origine est point d’équilibre uniformément et asympto-
tiquement stable.

PROBLEME 2. — Soit W un espace de Hilbert avec V < W < H, toutes
les inclusions étant algébriques et topologiques. On donne une forme sesqui-
linéaire continue sur V, dépendant de w e W : a(u, v; w), la dépendance en w
étant non nécessairement linéaire, avec les hypothéses suivantes :

10 Pour u, v € L2(0, + o; V), we L0, + o ; W)Ila fonction t—a(u(t),
o(t); w(z)) est mesurable;

2°|a(u v;w)| <M Ju| |v| M étant une constante indépendante
de w;
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3°Re av,v;w) = a|v|* « >0, veV, weW, a étant indépendante
de w;
40 quel que soit T > 0, si w,(f) — w(?) dans L0, T; W) fort, alors

f: | au(t), o(t) ; wi(t)) — aGu(t), v(e) ; wle)) | dt

tend vers zéro lorsque 7 augmente indéfiniment, pour u fixé dans L2(0, T; V),
uniformément pour v dans un borné de L*(0, T; V).
Lions démontre dans [/] le théoréme.

THEOREME 2. — On suppose que les hypothéses 1), 2), 3) et 4) sont vérifiées
et que Dinjection de V dans W est complétement continue. Dans ces condi-

tions, il existe ue Li(— o, + ; V), nulle pour t < 0, telle que

) a(u(t), 03 1(0)) + 5 (t), ) = (o, 01,

ou u, est donné dans H.

Une démonstration tout a fait analogue a celle donnée par Lions pour
les équations linéaires montre que la solution u(z) de (5) a les propriétés
de la solution de (4) énoncées dans le théoréme (1). Autrement dit les appli-
cations (2, uy) — u(t) et 0 : 6(uy) = + oo définissent ici encore un systéme
stationnaire. De plus on a

lu() |* + 2Re f a(u(e), u(s) ; u(s))ds = | uo |-
[s]

Les fonctions v :
o(x) = | x|?

eto :
o(x) = 2Re a(x, x; x)

satisfont aux conditions du théoréme 7, ce qui prouve ici encore que la
solution nulle de (5) est uniformément et asymptotiquement stable dans H.

Manuscrit regu le 23 avril 1969.



