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Généralisation de I’équation intégrale

d’Ambarzumian

par

Saliou TOURE

(Laboratoire de Mécanique Théorique,
Besangon, Faculté des Sciences).

REsuME. — La détermination de la fonction de fréquence des vitesses
spatiales d’un groupe d’étoiles, connaissant la fonction de fréquence des
vitesses radiales, conduit & une équation intégrale dans le plan ou dans
I’espace a trois dimensions. On résout ici 1’équation intégrale correspon-
dante dans 1’espace a n dimensions.

1. — INTRODUCTION
Dans cet article, nous nous proposons de résoudre 1’équation intégrale :

M R, 0y, 0py - 0,-1) = Lf(ul, sy .y ty)do

ol (X) est I’hyperplan d’équation :
u,sin@, + u,sinf,cos0; + ... + u,cos 0, cosf, ...cos0,_;, — R=0

perpendiculaire 4 la direction (04, 0,, ...,0,-1) et a la distance R de
Porigine des coordonnées.

Dans la relation (1), f(uy,us, ..., 4,) est la fonction inconnue et
g, 0,,0,, ...,0,_,) une fonction donnée. f est une fonction de fréquence,
ce qui impose & g certaines conditions. Dans I’espace & trois dimensions,
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on démontre (cf. (4)) que g(R, 6, 0,) est une fonction positive vérifiant les

conditions suivantes

+
D 7w, 0, 00aR =1
2) g(R9 61 + 27!, 02 + 27E) = g(Ra 01’ 02)
3) g(Ra 01 + =, 02 + 7[) = g(Rs 01 - 02)
4) g(Rs 01 + 7, — 02) = g(_ R’ 01, 02)
Par analogie, nous supposerons que g(R, 6,, 6,, ..., 6,-;) est positive,

telle que :
+ o
f g(Rs 01’ 92’ ] en—l)dR =1

-
et que g vérifie des conditions de symétrie des types précédents.
Les notations utilisées sont les suivantes :

— R est la droite numérique réelle : R” est 1’espace réel & n dimensions.

— On note x = (x4, X5, ..., X,) le point de R® de coordonnées x,,

X3, .. .5 X, Pour tout couple x, y € R", on pose :

Xy = X1)1 + X3)2 + ... + XuVn
. 272
On désigne par Q la sphere d’unité de R* et Q, = -——n—est I’aire de cette
)
2

spheére,
+
I'(x) =f e 't*" 4t
0

Pour toute fonction f 4 valeurs complexes définie sur R" et intégrable,

on pose :

fR"f(X)dx = ff .. ff(xl, X3y « ooy Xp)dxidx, ... dx,

L'(R") désigne I’espace vectoriel des fonctions mesurables telles que :
[ lretas <+ o
Si fe LY(R™), on définit I’opérateur F par :
FN) = FO) = [ 1()edx

F(y) est la transformée de Fourier de la fonction f.
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Enfin f ,(n’;) (x15 X2, ..., X,) est la dérivée d’ordre de p de f(x) par rapport
a la variable x;.

2. — RESOLUTION DE L’EQUATION INTEGRALE 1)

La résolution utilise deux lemmes que nous allons établir tout d’abord.

Lemme 1. — Soient :

o) = [ S0

et
o(t, 6) = f " ¢(R, B)eRdR

les transformées de Fourier de f () et g(R, 0) respectivement. Alors il existe
entre ces deux fonctions, la relation :

(2) ®(¢sin 04, tsin 6, cos 0, ..., tcos 0y cosb, ... cosb,_;) = @(t, 0)
Démonstration. — Posons :
¢ =tsinby, & = tsinf,cos6y, ..., &, =tcosB;cosb,...cos0,_,
alors :
iué = itR

Effectuons ensuite une rotation des axes et prenons pour nouvelles
variables :
X1s X2 ++ s Xp—1, R
Ona:
dudu, ... du, = dx,dx, ... dx,_,dR

Par suite :

®(tsin 0, tsin 0, cos 04, ..., tcos 0, cos O, ... cos 0,_,) =

+o
f ¢RAR fRn_l f(x, R, 6)dx

—

Mais le changement de variables :

Uy X1

73 X2
=M] .

U, Xn—1
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ol M est la matrice de la rotation précédente transforme 1’équation inté-
grale (1) en :

R 0= [ /G R, 0)x
Par conséquent :
®(¢ sin 0,, tsin 6, cos 0y, ..., tcos B, cos 0, ... cos 0,_1)

- f * &R, 6)eRdR = o(t, 0)

d’ou le lemme 1.
Lemme 2. — Considérons la fonction :

3)
GR, u) = S_;,,_J.g(R +u;sin0, + ... + u,cos0,cos B, ...cos0,_,, 0)dQ
Q

moyenne de
g(R + uysin 0, +u,sin 6, cos 0, + ... + u,cos 0, cos 0, ... cos 0,4, 0)

sur la sphére unité a n dimensions.

Pour u fixé, la fonction R — G(R, u) est paire.

On le voit facilement par récurrence; en effet, la propriété est vraie pour
n=2etn=3, voir [4].

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme. — La solution de I’équation intégrale (1) est donnée par :

I (=1 [ G% (R, wdR
(=1 f rr=i(R, ) si n est pair,

\ 2n—-2nn/21—‘(g) 0 R
@ f(w) =« n—1
- 2 n—= . .
’ (—,,1_)2— Gi{"-ll) ©, ») si n est impair.
\ 2"“nTr(f

G(R, u) est la fonction définie dans le lemme 2.

Démonstration. — Nous utiliserons la transformation de Fourier. Si
D({) est la transformée de Fourier de f (1), nous aurons par la formule
d’inversion,

1 —iu
1) = s [ D00z
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Faisons le changement de variables :
61 =1 Sin 01

&, = tsin 6, cos 0,

tcosf;cosf, ...cos0,_,

g, -

Il vient :

fw) = (;Wrt"-ldtf@(..., ey e et s 0yt cos 0y - o5 6n_)dQ)
0 Q

ou en utilisant le lemme 1 :

Q, (~,._
©) 1) = 5 [T e, e
avec :

l,b(t, u) = é_f (P(t, g)e—it(tq sin 1+ ... +up cos 8 cos 02 ... cos On-1)JQ
n JQ

Mais on sait que la transformation de Fourier transforme la translation
en multiplication par une exponentielle, donc :

(p(t, G)e_i’(“l sin@;+...+upcos 0y cos 0z ... cos 0,-1)

= fm g(R4+u;sinf;, + ... +u,cosf;cosf, ...cos6b,_,, 0eRdR

- 0

On en déduit en changeant I’ordre des intégrations :
W, u) = f ” G(R, wei®dR

Y(¢, u) étant une fonction paire de ¢ (c’est la transformée de Fourier d’une
fonction paire), la formule d’inversion donne :

GR, 1) = % f:.p(t, u) cos tRdt

d’otlt en dérivant n — 1 fois par rapport 4 R,

_ 1 [~ ,_ (n—-Dx
(n—1) . n—1
Gpr-i(R, w) = - J.O " Y(2, u) cos [IR + 3 ]dt

Comme :

_ v —
cos[tR+u]___g( 1)®sin tR si n=2p

2 (=1)PcostR si n=2p+1
On aura une formule de résolution différente suivant que # est un nombre
pair ou impair.

ANN. INST. POINCARE, A-VII-3 18
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1T cas.n = 2p

— n/2 -]
G DR, u) = g—:t)— [ "~ YY(t, u) sin tRdt
0

Multiplions les deux membres de cette égalité par 11{ puis intégrons de

0a + oo par rapport 2 R, en observant que :
©sin tRdAR _ =
0 R

NI

G" )R, u)dR 1)"? ® R4R
L gr-i(R, R (-~ 7r) f " u)df sin ¢

R
= (_;)n/z L "~ NY(t, uydt

On en déduit :

(_ 1)"/2J‘ Gi:n 11)(R5 u)dR
0

+ oo
n—1 —
J; "N, wydt = R

En portant ’expression de f mt"_lx//(t, u)dt dans (5) et remplagant Q, par
V]

sa valeur : Y n//;), il vient :
fiy= "V e iR, wdR
2" 2n"’T'(n)2) Jo R
2¢cas.n=2p + 1
_rf—_l
GUTR, u) = % f "'y, u) cos tRdt
d’ou °
n;l

Gﬁ?wzo=§1%}ifwﬂ*wnmm
0

Tirons f 1"~ 1Y(¢, u)dt de 13, la relation (5) donne alors :
0
n=1
-1 2
fay=—=D 2 geone,w
»ip 3 r(’z-')

L’équation intégrale (1) est ainsi complétement résolue dans le cas général.
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Cas particuliers. —Sin =2,ona :

1 (2 G'R(R, u, v)dR
f(,,,,,)=_ﬁf ﬂ_;v)_

sin = 3, il vient :

1 "
f(u’ v, W) == Zr' G RZ(O, u,v, W)

La premiére de ces formules a été obtenue a I’aide de la transformation
de Fourier par M. Nahon dans [2] et la derni¢re par I’auteur dans [3];
confére aussi [4]. Dans [I], Ambarzumian a résolu le méme probléme
dans le plan et dans R* en utilisant une méthode de moyennes.

On trouvera dans ces publications des exemples d’applications a des
probleémes de statistique stellaire : déterminer la fonction de fréquence
inconnue f(u, v, w) du nuage des vitesses spatiales des étoiles proches du
soleil connaissant la fonction de fréquence observée g(R, 0, 0,) des vitesses
radiales des étoiles de direction donnée.

Dans le cas out le nuage des vitesses spatiales est réduit & un point C
(cas du « courant d’étoiles ») de coordonnées inconnues u,, vy, Wy, la fonc-
tion g(R, 60) se réduit alors a ’ensemble des projections R, R,, ..., R, du
point C sur les N directions 6;. Le calcul de u,, vy, W, fait intervenir la
méthode des moindres carrés; on peut donc dire que I’équation intégrale
d’Ambarzumian généralise la méthode des moindres carrés.
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