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SOMMAIRE. — Les principes généraux de I’invariance relativiste sont appli-
qués 3 des classes de problémes de corrélations angulaires en Physique des
Hautes Energies.

Nous avons divisé ce travail en trois parties, plus deux chapitres i titre
d’introduction. Dans ceux-ci, nous avons résumé quelques résultats fonda-
mentaux de cinématique relativiste (chapitre Ier) et les propriétés de la
matrice-densité de spin pour des particules de spin quelconque (chapitre II).
Dans ce deuxiéme chapitre nous discutons en détail le lien entre le forma-
lisme covariant et la paramétrisation multipolaire. _

La premiére partie est une description de la cinématique relativiste des
fonctions de vertex. Les régles de sélection sont énoncées dans le chapitre III.
Dans le chapitre IV nous étudions le développement en fonctions invariantes
relativistes (facteurs de forme multipolaires).

La description phénoménologique des processus de désintégration en
deux corps est le sujet de la deuxiéme partie (chapitres V et VI); I’étude
correspondante pour les processus de désintégration en trois corps est faite
dans la troisi¢me partie (chapitres VII et VIII). Quelques détails techniques
ont été rédigés dans des appendices.

Nous avons essayé d’illustrer par des applications I’intérét des formules
obtenues. On en trouvera des applications originales 4 la détermination du
spin de la résonance A, (1324) dans le paragraphe 6 b; & la détermination
du spin et de la parité des résonances baryoniques étranges dans les para-
graphes 6 c et 8 d.
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ABSTRACT. — The general principles of relativistic invariance are applied
to problems on angular correlations in High Energy Physics.

We have divided this work in three parts, and two chapters of introduc-
tion. In the introduction, we recall some fundamental results of relativistic
kinematics (chapter I) and the properties of the spin density matrix for
particles of arbitrary spin (chapter II). We also discuss, in the second
chapter, the connection between the covariant formalism and the multipole
parametrisation.

The first part deals with the description of the relativistic kinematics of
vertex functions. The selection rules are given in chapter III. In chap-
ter IV we study the expansion in terms of relativistic invariant functions
(multipole form factors).

The phenomenological description of two-body decay processes is the
subject of the second part (chapters V and VI); and the corresponding study
for the three-body decay processes is made in the third part (chapters VII
and VIII). Some technical details are given in appendices.

The interest of the formalism developed is illustrated with several appli-
cations. Original applications are given: in section 6 b to the spin deter-
mination of the A, (1324) resonance; and in sections 6 ¢ and 8 d to the
spin parity determination of the stranger baryonique resonances.

- INTRODUCTION

De nombreuses recherches expérimentales récentes en Physique des Hautes
Energies ont mis en évidence une multitude de nouveaux états physiques
qu’on appelle particules ou résonances selon 1’ordre de grandeur de leur
vie moyenne. Ces états sont labellés par un ensemble de nombres quantiques.
Wigner, en 1939, a montré comment I’invariance relativiste nous en fournit
deux : la masse m et le spin j qui sont des invariants et qui caractérisent une
représentation unitaire irréductible du groupe de Poincaré (groupe de Lorentz
inhomogéne).

Outre ’invariance relativiste, on sait qu’il existe d’autres formes d’inva-
riance dans la nature; invariances par rapport aux symétries discrétes :
parité, renversement du mouvement, conjugaison de charge; invariances de
jauge; invariances par rapport aux symétries internes : isospin, hyper-
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charge, etc. (on trouvera d’excellents articles sur ces notions dans Group
theoretical concepts and methods in elementary particle physics, édité par
Feza Giirsey, Gordon et Breach, 1964). Bien que la nature « exacte » du
lien entre « toutes » ces invariances reste encore mal connue, il est juste de
signaler que beaucoup de progrés dans cette direction ont été néanmoins
atteints; grace en grande partie aux analyses phénoménologiques rigoureuses
des données expérimentales.

Rappelons tres brie¢vement 1’état de nos connaissances a ce sujet. A ’heure
actuelle, nous sommes amenés a classer les états physiques, y compris les
états stables (photon, neutrinos et antineutrinos; électron et positron; pro-
ton et antiproton), soit en leptons (charge leptonique L, # 0 ou L, # 0
et charge baryonique B = 0) soit en mésons (L, =L, =0, B=0) ou
baryons (L, = L, = 0, B 5 0). Les leptons et les baryons ont spin demi-
entier, les mésons spin entier; un fait qui est exprimé par une formule remar-
quable introduite par Lurgat et Michel en 1961 :

(= DY = (= DT, M

Chaque lepton et chaque hadron (méson ou baryon) sont encore un état
propre de 1’opérateur charge électrique Q.

L’hypothése d’indépendance de charge des interactions fortes a conduit
de fagon naturelle A la considération d’un groupe de symétrie interne qui
est le groupe de I’isospin. On introduit ainsi deux nombres quantiques nou-
veaux, nécessaires pour caractériser un état hadronique : ce sont I’isospin I
et la troisitme composante d’isospin I;.

L’étude des réactions de production associée a donné lieu a I’introduction
d’un nouveau nombre quantique : 1’étrangeté S. Gell-Mann et Nishijima
en 1953 ont montré que B, Q, I; et S satisfont a la relation

S+B
Q=1,+>%" ®
On appelle hypercharge la quantité
Y=S+B. A3)

Notons que seuls les états hadroniques tels que B = I, = Y = 0 sont des
états propres de ’opération conjugaigon de charge C (opération d’échange
particule = antiparticule). En vue de généraliser cette opération 2 tous les
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membres d’un méme multiplet d’isospin, Michel en 1953 a introduit I’opé-~
ration de parité isotopique G, définie par la relation

G = Cexp (irl,) 6]

(Rappelons que pour le mésonn, G = — 1; pour un systéme a un nombre n
de pions, G = (— 1)~. En général, pour un systéme ou I, = 0 et ou C est
bien définie, G = C(— 1)L Pour les systémes

K—K N—N:G=(— )L+,

ou L représente le moment cinétique orbital et j le spin total).

La formule (2) est le point de départ de la généralisation du groupe d’iso-
spin au groupe de la symétrie unitaire SU(3) introduit par Gell-Mann et
Ne’eman en 1961. Dans un supermultiplet de SU(3), les états physiques
sont classés selon leur contenu en isospin et hypercharge, tous les états
d’un méme supermultiplet ayant le méme spin et la méme parité.

L’hypothese d’indépendance de spin et de spin unitaire des interactions
fortes a été proposée en 19 64 par Giirsey et Radicati, et par Sakita, comme
une extension naturelle aux particules élémentaires de la théorie des super-
multiplets de Wigner en spectroscopie nucléaire (1937). Dans cette théorie,
les mésons pseudoscalaires et vectoriels sont classés dans la représen-
tation 35 du groupe SU(6); les baryons avec j = 1/2 et 3/2 et parité + 1
sont classés dans la représentation 56. Tous les états d’un méme super-
multiplet de SU(6) ont la méme parité, mais ils peuvent avoir différents
spins.

Le succés de la symétrie SU(6) comme outil pour relier les propriétés
statiques des particules et des résonances a donné lieu récemment a beau-
coup de recherches en vue de généralisations de cette symétrie aux processus
de désintégration et aux phénoménes de diffusion (voir, par exemple, les
proceedings de la Conférence de Coral Gables en janvier 1965 et les rap-
ports de Dalitz et de Gell-Mann a la Conférence d’Oxford, en septem-
bre 1965). Nous voici arrivés & un probléme-frontiére dans la physique des
particules élémentaires.

Il est clair que, lorsque apparait une nouvelle particule ou résonance, le
premier objectif expérimental est la détermination de son ensemble de
nombres quantiques. Du point de vue théorique, cette détermination peut
signifier la confirmation de D’existence d’un membre d’un supermultiplet
dans un des schémas de symétries internes indiqués plus haut; la prédic-
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tion, par application d’une formule de masse, de ’existence d’une nou-
velle résonance; ou le point de départ vers des modéles de plus en plus
raffinés.

En fait, c’est la détermination du spin et de la parité qui présente le plus
de difficultés. Bien entendu, les produits de désintégration d’un état physique
instable, avec un spin bien défini, ont une distribution caractéristique due a
I’invariance relativiste du processus de désintégration. Néanmoins, cette
distribution est encore affectée et par le processus de production et par le
mécanisme dynamique du processus de désintégration. Le probléme qui se
pose est de trouver des grandeurs mesurables qui soient reliées par des
expressions dépendant uniquement de la cinématique des processus et qui
soient trés sensibles a la valeur du spin et de la parité. Peu & peu, on a réussi
A trouver les expressions convenant aux différents cas particuliers : test
d’Adair, en 1955, applicable a la production vers I’avant; test de Lee et
Yang, en 1958, applicable aux désintégrations faibles non leptoniques des
baryons; méthode des moments de Byers et Fenster, en 1963, applicable
aux fermions qui se désintégrent en un baryon de spin 1/2 et un méson, etc.
(On trouvera des mises au point de tests pour la détermination du spin et
de la parité, par exemple dans le cours de Jackson 4 I’Ecole d’Eté des Hou-
ches en 1965; et dans I’article de Tripp, Spin and parity determination of
elementary particles. Ann. Rev. Nuclear Science, vol. 15, p. 325-380).

Une fois que le spin et la parité d’un état sont déterminés, il reste & faire
une analyse phénoménologique rigoureuse de ses modes de désintégration.
Ici, par rigoureuse, nous entendons indépendante de tout modéle dynamique
et basée sur des principes premiers . principe de superposition et invariance
relativiste. D’une part, cette analyse doit préciser les restrictions imposées
par la conservation de la parité; et dans le cas ol cela est possible, les restric-
tions imposées par la conservation de ’opération conjugaison de charge
et par I’invariance par rapport au renversement du mouvement. D’autre part,
une analyse rigoureuse doit préciser tout 1’ensemble des paramétres et fonc-
tions invariantes qui caractérisent chaque mode de désintégration et les
méthodes pour les mesurer, quand ceci est possible. Les différents modes de
désintégration peuvent alors étre utilisés comme des analyseurs pour déter-
miner les éléments de la matrice densité de 1’état initial. Ceux-ci dépendent
du mécanisme de production et leur détermination nous donne une infor-
mation trés importante sur la dynamique de la production.

Les notions précédentes forment la base sur laquelle s’appuie ce travail.
Alors qu’il existe d’excellents articles sur ’invariance relativiste de la Méca-
nique Quantique (voir la bibliographie citée au début du chapitre Ier), les
physiciens préférent, en général, étudier chaque cas particulier séparément,
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en se plagant dans un systéme de référence ol on applique les techniques
non relativistes de la physique nucléaire. Il se trouve que cette méthode est
tout & fait commode pour traiter un processus ou les particules ont des
spins 1/2 ou 1. Mais actuellement, avec 1’apparition d’états 2 spins de plus
en plus élevés, oll on a plusieurs désintégrations successives, les méthodes
« pédestres » deviennent de plus en plus pénibles.

C’est pourquoi un travail qui consiste essentiellement & appliquer les
principes généraux de 1’invariance relativiste & des classes de problémes de
corrélations angulaires en physique des Hautes Energies nous a semblé
utile. Notre but a été d’une part d’obtenir un certain nombre d’expressions
générales qui puissent étre utilisées directement dans chaque cas particulier
par un expérimentateur intéressé par les analyses de corrélations angulaires.
D’autre part, nous avons essayé de montrer assez en détail comment obtenir
ces expressions & partir des lois de transformation relativiste des états et des
opérateurs.

Nous avons divisé ce travail en trois parties, plus deux chapitres 2 titre
d’introduction. Dans ceux-ci, nous avons résumé quelques résultats fonda-
mentaux de cinématique relativiste (chap. Ier) et les propriétés de la matrice
densité de spin pour des particules de spin quelconque (chap. II). La pre-
micre partie est une description de la cinématique relativiste des fonctions
de vertex. Nous étudions les régles de sélection (parité et renversement de
mouvement) et le développement des vertex en facteurs de forme multi-
polaires (chap. III et IV). La description phénoménologique des processus
de désintégration en deux corps est le sujet de la deuxiéme partie (chap. V
et VI); I’étude correspondante pour les processus de désintégration en trois
corps est faite dans la troisiéme partie (chap. VII et VIII). Chaque partie
et chaque chapitre sont précédés d’une introduction ol on trouvera des
détails plus techniques, ainsi que des commentaires sur le rapport avec les
travaux d’autres auteurs.

Tout au long de ce travail, nous avons essayé d’illustrer par des appli-
cations 1’intérét des formules obtenues. On en trouvera des applications
originales a la détermination du spin et de la parité dansles § 6 b, 6 c et 8 d.

Quelques détails techniques ont été rédigés dans des appendices (voir la
table des matiéres).

11 est peut-étre utile de donner une notice explicative pour la lecture de ce
travail, par exemple : appendice B.4 veut dire deuxi¢éme appendice au cha-
pitre IV; la formule (7.17) veut dire formule 17 du chapitre VII. Pour la
bibliographie, Wigner [39] renvoie & I’article de Wigner de 1’année 1939
repris dans la bibliographie finale.
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CHAPITRE PREMIER

RAPPEL DE CINEMATIQUE RELATIVISTE.
DEFINITIONS ET NOTATIONS

Dans ce premier chapitre d’introduction nous allons rappeler quelques
résultats de la cinématique des particules élémentaires. Ceci nous permettra
de réunir plusieurs lois et formules dont nous aurons besoin par la suite.
I existe d’excellents articles sur ce sujet dans la littérature. Je voudrais citer
ici ceux qui ont été précieux pour 1’élaboration de ce travail :

E. P. WIGNER, On unitary representations of the inhomogeneous Lorentz
group. Ann. Math., t. 40, p. 149 (1939).

V. BARGMAN, Irreducible unitary representations of the Lorentz group.

Ann. Math., t. 48, p. 568 (1947).
L. MicHEL, Covariant description of polarization. Suppl. Nuovo Cimento,

t. 14, p. 95 (1959).
A. S. WIGHTMAN, L’invariance dans la mécanique quantique relativiste,
dans Relations de dispersion et particules élémentaires. Hermann, Paris, 1960.
H. Joos, Zur Darstellungstheorie der inhomogenen Lorentz gruppe als
Grundlage quantenmechanischer Kinematik. Forstchritte der Physik, t. 10,

p. 65 (1962).

§ 1a. — Espace-temps de Minkowski.

Un événement x de ’espace-temps de Minkowski est caractérisé par un
quadrivecteur de composantes

x = (Xo, X1, Xz, X3). (1. 1)

La structure d’espace-temps est déterminée par un tenseur métrique g,, ;
®, v =0, 1,2, 3, tel que le produit scalaire de deux quadrivecteurs x et y soit
donné par la forme bilinéaire symétrique

xX.y= gw'xuyv - guvyu.xv
= XoYo — X1J1— X3Y2 — X3)s 1.2)

Les composantes du tenseur métrique g* sont :
g°=1; g =g"=0; gi==3; 1.3)
i,j=1,2,3.
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gw = &uv et guv = g”gpv (= 8u.v)-

Nous utilisons partout la convention de sommer sur les indices répétés en
haut et en bas. Notons que

b — gl’-\'xv
a pour composantes
X% =X, et X = —x, i=1,2,3.
Selon que
x.x>0 temps
x.x=0 } nous dirons que x est un quadrivecteur de genre { lumiére (1.4)
x.x<0 espace.

Un exemple de quadrivecteur d’espace-temps est 1’énergie-impulsion p
d’une particule. Dans un syst¢tme d’unités avec # = c =1, les compo-
santes p,, sont

pu=(Po=E, p)
et
pupt =p*=E'—p'=mt, (1.5)

ou m est la masse de la particule.

Nous aurons souvent besoin d’un autre algorithme d’espace-temps; c’est
le tenseur complétement antisymétrique e#*° défini ainsi

1sig,v, p, o est une permutation paire de 0, 1, 2, 3;
€W — ( — i, v, p, o est une permutation impaire de 0, 1, 2, 3; (1.6)
? 0 dans les autres cas.

Voici quelques propriétés de exves :

€uvpo = — g9 (.74
ewweog, o = —41!; (1.7b)
euvpoeu.vpo' -3 !goo’ ; (l 7 C)
suvpaeu.vp'dl [ — 2 ! (gpp,goo; J— gpo'gup') 5 (1 '7 d)
emposp.v’p'u' — 1! ( gvv, g"p'g"a' + gvu'gpv’gcp’ + ng,gpc,g"w

- gvp'gpv'guc’ - gvo'gpp’gav' - gvv'gpu'gup’)' 1.7e€)
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Le mot « tétrade » apparait trés fréquemment dans la suite : c’est un
ensemble de 4-quadrivecteurs {z.n® } i =1, 2, 3 tel que

t.n®=0; nd.nD = — §; pouri,j=1,2,3
et (1.8)
=1 %0y nDp®® _ 1.

Par rapport a une tétrade de référence { tn }, les composantes du quadri-
vecteur p énergie-impulsion d’une particule sont

E=p.t et _p’=—p.;1>. (1.9
§ 15. — Transformations de Lorentz.

1° Soit (a, A) une transformation linéaire réelle inhomogéne des événe-
ments d’espace-temps

xp=ANux+a,; Yo=Nv+a, (1.10)
telle que pour tout y la séparation des événements x et y reste invariante
> —=y)yp=x—y* (1.11)

L’ensemble des transformations (a, A) ainsi définies forme le groupe de
Poincaré § (2). La loi de multiplication est la suivante

(a, A) (b, A') = (a + Ab, AN); (1.12)
I’élément neutre (unité) est (0, 1) et I’élément inverse de (a, A) est
(@, A7 = (— Ata, A7), (1.13)

L’ensemble des transformations (0, A) forme le groupe de Lorentz L.
D’apres (1.10) et (1.11) les éléments de A définissent une transformation
de Lorentz si et seulement si

AN'sguuNy = gop 1.19)

N

L’ensemble des transformations (0, A) avec det A = -+ 1 forme le groupe
de Lorentz propre L,. Notons que

L=L,+TL, (1.15)

(*) Récemment Zeeman [64] a montré comment la causalité implique le groupe §
et les dilatations. Nous recommandons 1’article de Zeeman au lecteur théoricien.
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ou T est ’opération renversement de temps

-

Txo = — xo; Tx = (1.16)

L’ensemble des transformations (0, A) avec det A =1 et Ay > 1 forme

le groupe de Lorentz restreint (groupe de Lorentz propre et orthochrone) Li .
Notons que

L,=L!4+pTL] (1.17)
ou P est I’opération inversion d’espace
Pxo=1x, Px=—x. (1.18)

20 Soit n un quadrivecteur tel que n* # 0 et £, I’opération de symétrie
pour I’hyperplan orthogonal & n

S=1-2"%"_ 5 (1.19)

ou ® est le symbole produit tensoriel (ici de quadrivecteurs). La réflexion ,,
appliquée & un quadrivecteur x s’exprime ainsi

(n.x)

Ix=x=x—2-—
n

n. (1.20)

Nous utiliserons par la suite le théoréme suivant (un cas particulier d’un
théoréme de Cartan [37]) : « Toute transformation du groupe de Lorentz
avec det A =1 (respectivement det A = — 1) est le produit de 2 ou
4 réflexions (respectivement 1 ou 3). Parmi ces réflexions, un nombre pair
(0, 2, 4) correspondent 2 des vecteurs de genre temps si Ag << 1, un nombre
impair (1, 3) si Ag < 1 » (voir par exemple Michel [58] pour une démons-
tration de ce théoréme).

Un cas particulier trés important de transformation A est celui des trans-
formations de Lorentz pures. Nous allons les discuter un peu en détail.

Soient a et b deux quadrivecteurs tels que

ad=5hmr=1 et a, > 0; by > 0.
Nous appelons transformation de Lorentz pure A,_,, ’opération
Aoy = Zp 4 o2 .21
Elle transforme a en b et laisse le 2-plan orthogonal & a et b invariant.
D’apres (1.19), on a

6+a@6+a 50, (1.22)

Aep=1— 14a.b
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Exprimé en fonction des composantes a,, et b,, on a

by = (Auss)uatss (1.23)
avec

(Ao u=8'u—(1+a.b)" { b’ +a,0"+a,b'—[1+2a.b)ba" ). (1.24)

Considérons le cas ou les composantes de a et b sont

a,=(1,0); b, = (E/m, p/m) ;
les éléments de matrice correspondants sont
E/m ;/m
(Aa—rb)vu. = > (1.25)

- P®p

ou e€ncore, avec

B=|p|/E; ~y=Em e v=p/|p], (1.26a,b,c)

) Y B0
(Apss)s = (1.27)
~ YZ ~ ~
v | 1 v P
pro | 141 @8
Lorsque D est dirigé selon la troisiéme composante d’espace, on a
chy 0 0 shy
v 0O 1 0 O
(Aa—>b) [ 0 0 1 0 9 (1 .28)
shy 0 O chy

ou
chy=y=E/m;shy=8y=|p|met thy=p=|p|/E. (1.29a,b,c)

§ 1 c. — Transformations spinorielles ().

1° A chaque quadrivecteur x,, nous pouvons associer une matrice 2 X 2
de la fagon suivante,

3
Xy > x= (Xo — X3 X+ le) = qufu = X¢To -*-_x’;r: (1.30)

x1 - iX2 xo + x:;

~

w=0

4 (2)[P(;ur une introduction au calcul spinoriel voir par exemple Van der Waer-
en [32].
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1 0
To= (0 1) (1.31)
et P4 les matrices de Pauli

01 0 i —1 0
Tl=(l 0); 'r,=(_i :)), Ta=( 0 1). (1.324a,b,¢)

Réciproquement, 3 toute matrice 2 X 2 X on peut associer un quadri-
vecteur x,, par ’opération

ol T, est la matrice unité

X, = %tr (7. X). (1.33)

Si X est hermitique, alors x,, est réel. Notons que

det x = x¥x,, (1.34)
et "

Xy, = %[det (f -+ Z) — det X — det }N)]. (1.35)

Soit A une matrice complexe 2 X 2 de déterminant unité et x' la matrice
obtenue a partir de x par la transformation

x' = AxA¥, (1.36)
ol A* est la matrice hermitique conjuguée de A. Cette transformation est
telle que

x¥x, = x"x,,

c’est donc une transformation de Lorentz. C’est la transformation (*)
AA), = %tr (r'AT,A¥), (1.37a)

avec 1 = (19, — :). On peut montrer en plus qu’elle appartient a Ll ).
Réciproquement, toute transformation de Lorentz A € L1 peuts’écrire sous
forme de matrice 2 X 2. Le passage est donné par la formule suivante (%) :

" v
A¥r,7

[A%gratPA,Prsr” %

L A(A) = (1.37b)

(®) Voir par exemple MacFarlane [62].
(%) Voir par exemple Streater et Wightman [64], chapitre Ier,
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En particulier, la matrice 2 X 2 correspondant a la transformation (1.22)
est la suivante

4 A(Ags) = 201 + a.B) % { 1+ [Bo+ b7l [@— a.7] }. (1.38)

20 L’ensemble des matrices complexes 2 X 2 unimodulaires (de déter-
minant unité) forme le groupe SL(2, ¢). L’application

A - AA) (1.39)
est un homomorphisme du groupe SL(2, ¢) sur le groupe L1
SL(2,¢) - L1

Le noyau de cet homomorphisme contient les matrices unité 1 et — 1;
c’est-a-dire que (%)
A(— A) =AA).
Un sous-groupe important de SL(2, ¢) est celui formé par les matrices

unitaires, c’est le groupe SU(2). En prenant la trace dans (1.36) on trouve,
si A est unitaire,

2x'0 = 2x9;

c’est-a-dire, la direction de temps reste invariante. Pour les matrices A uni-
taires, ’application (1.39) est un homomorphisme du groupe SU(2) sur le
groupe de rotations a trois dimensions,

SU@2) — O,.

Toute représentation finie irréductible de SL(2, ¢) est définie par deux
nombres positifs j,, j, entiers ou demi-entiers

A eSL(2, C) — DUs/d(A). (1.40)
La dimension de la représentation est
@i+ 1) X @i+ 1. (1.41)

Les représentations (1.40) avec j; -+ j, entiers sont des représentations uni-
formes de Li. Toutes les autres représentations (1.40) sont des représenta-
tions multiformes, & double détermination, de Li (®). Ces représentations

(°) Pour une discussion détaillée de ces propriétés, voir Michel [62].
(®) Pour une étude détaillée des représentations de SL(2, c), voir Naimark [62].
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ne sont pas unitaires (). En particulier, la représentation D@/21/2(A) est

équivalente 4 la représentation matricielle AY.
Les représentations irréductibles de SU(2) sont définies par un nombre
positif j, entier ou demi-entier

A eSUQ) — DUA) =~ DOI(A) = DU(A). (1.42)

Ces représentations sont unitaires (®). Notons que la représentation de SU(2)
qu’on obtient en imposant & A dans DU»/D(A) d’étre unitaire : A € SU(2),
n’est pas irréductible; mais on a

Jit+ia
DUnid(A) ~ @ DUXA), pour AeSUQ)  (1.43)
J=li—Jjl
§ 1d. — Remarque sur le groupe des rotations.

1° Soit {¢, Z} une tétrade de référence (1.8). L’ensemble des transfor-

mations A € Li qui laissent invariant ¢ forme le petit groupe de ¢. Puisque ¢
est de genre temps, il s’agit du groupe des rotations a 3-dimensions.

Avec une transformation de Lorentz A e L} et un quadrivecteur u, tel
que u* = 1, nous pouvons définir une rotation du petit groupe de ¢ de la
fagon suivante :

R(u, A) = AinAA . (1.44)
Cette transformation laisse invariant ¢; en effet
R(u, A)t = (A72auA) At = (AaL) Au=t.
La matrice 3 X 3 associée a4 R(u, A) et agissant dans le 3-plan orthogonal & ¢
est
Ri(u, A) = — R(u, A)'\ni’nliy; j=1,2,3.  (1.45)

La matrice 2 X 2 unitaire et unimodulaire associée a cette rotation est
donnée par la formule (°)

+ AR, A)] = [1 4+ Ri(w, )] % 1/2[1 4+ R(u, Nvm].  (1.46)

(") Les représentations unitaires non triviales du groupe de Lorentz sont toutes
A un nombre infini de dimensions; voir Naimark [62]. Pour le groupe de Lorentz
a trois dimensions, voir Bargmann [47].

(®) Voir par exemple le livre de Wigner [59]). Voir aussi Bargmann [64 a].

(®) Voir réf. [3].
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Ecrivons cette matrice sous la forme

ARG M= (_ger D 2 D), (1.474)
avec
la(u, A) |*+ [ b(u, A) | = 1. (1.475)

Alors U'expression générale des éléments de la représentation DY[A(y, A)]*y
de SU(2) est la suivante () :

DY § ARG, A)) ¥, — Z(__ 1 VUEDG=NIG+M)IG—7)!
¢

G—=V=G+ 2= U C+N =N
X a(u, Ay~ ~Zatu, A)+3=Sb(u, AYb(w, AF+r-2  (1.48)

Toute représentation de SU(2) est une représentation, uniforme ou multi-
forme selon que j est entier ou demi-entier, du groupe des rotations. Dans
la suite nous utilisons les notations suivantes pour décrire une représentation
de rang j du groupe des rotations :

DY[R(u, A)IYy; DY[R(gy)]*,

ou simplement D(")(R)N;\ lorsque I’argument de R est sous-entendu.
Par DY )[R(u, A)] 7"1 on entend I’expression (1.48). Si «, B, v sont les angles
d’Euler qui définissent la rotation R’}(u, A) dans (1.45), alors I’expres-
sion de D(j)[R(ocBy)]w;‘ est donnée par (1.48) avec

a(u, A) = e~ cos Bf2 e-ivi2 et b(u, A) = — e~il2 gin B/2 eivi2
(1.494,b)

Rappelons-nous quelques propriétés des fonctions D(")[R(ocﬁy)])‘l;\ :

D(j)[R(otﬂY)]xA _ eﬂ'“ d(j)( B)AlxeiMQ (1 . 50)
DYR)", = (— 1)*DOR)™_,; (1.51q)
DR, = (D?(R)*})* = DOR); (1.515)

27T T 2 T N a7 ’
i | [Fsin pas [Ta®@Y: p(RYS, = oD,
(1.52)
4r
T+ 1

DO[R(apy)]"s = (— 1)"‘(2 )V’Yf,’.’(s, @, lentier  (1.53)

(®) Voir par exemple le livre de Wigner [59]. Voir aussi Bargmann [64 a].



98 EDUARDO DE RAFAEL

ou Y(,I,,)(B, «) sont les fonctions harmoniques sphériques du groupe des
rotations :

D[R(«8v)]% = P; (cos B), (1.54)

P; (cos B) sont les polyndmes de Legendre.

2° Nous utilisons les symboles 3 — j pour décrire les coefficients de
Clebsch-Gordan :

Jv s ja) (= D . L.
= —7= (/i 3Ja— A

()\1 A A 21 (CAS AN A 3)

(— D=
V2js+1

Nous avons trouvé trés commode de travailler avec les 3 — j covariants et

contravariants de Wigner (). Un symbole 3 — j contravariant dans un

de ses indices est donné en fonction du symbole 3 — j ordinaire par
I’expression

v Ja A wih R J A Ja J
= C =(—1 . (1.56
(xl s j) Co (xl s )J) (=1) (xl N — A) (1.56)
Notons que Cl&) sont les éléments de la matrice unitaire C qui transforme
une représentation DUY(R) en sa complexe conjuguée

C(jrjafs; MAe).  (1.55)

CDU(R)C* = DU(R). (1.57)
Explicitement

Ch = (=18, 3 (1.58a)

CR = (— 1) 8- (1.58 b)

Dans (1.56) Cx(ﬁ) joue le role d’un tenseur métrique. Avec ces notations,
les relations d’orthonormalité des symboles 3 — j s’expriment ainsi :

¢ 200 )= (1.59)
N o M\AL Rk T 2j+1

. i j j N A A , ,
Seirn(E 0T ) = a0
Jj

() Voir Wigner [59], chapitre XXIV.

et
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Quelques formules complémentaires sont données dans I’appendice Al.

30 La réduction d’un produit de représentations D(jl)(R) D(j")(R) en repré-
sentations irréductibles est donnée par la formule suivante ()

D(f;)(R)liMD(/‘-A)(R)x;l _ Z(zj 1) (;\1 A {)D(i)(R)A’A({x Ja J).
2 1 2 1

Jo J A A
WA"A
’ (1.61)
- . JrJaJ . e
Multiplions cette expression par RV avec sommation sur les indices A,
1 2

et A;. Par application de (1.59) et en utilisant (1.51 a) et (1.56) on déduit
la relation

o Ja N () A (€A) Ay N\ Ji Ja A

(i 2 )p®RS,DPRYS = DRI 1 7) .6

Une autre relation importante qu’on peut déduire de (1.62) si on prend le
complexe conjugué et si on utilise (1.51 b) et (1.56) est

MM SR pORYE _ (R (M M
(.1 h A)D J(R), DY(R)™, = D/(R) A(jl ; A). (1.63)

§ 1 e. — Lois de transformation des états
a une particule.

Les générateurs infinitésimaux du groupe de Poincaré 1 sont :

P, (=0, 1, 2, 3), pour les générateurs du sous-groupe des translations
d’espace-temps;
- My =— M, v=0, 1, 2, 3), pour les générateurs du sous-groupe
des transformations de Lorentz dans le 2-plan u — v qui laissent invariantes
les deux autres coordonnées.

Leurs relations de commutation sont,

[Py, P)] = 0; (1.64)
[My.v’ Mpc] = i(gvau.o - gu.vao + gu.onp - gchup); (1 65)
M, Pl = i(gwoPy — goPy)- (1.66)

(*) Voir par exemple Edmonds [57], chapitre IV.

ANN, INST. POINCARE, A-V-2 8
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Ces commutateurs définissent 1’algébre de Lie de 9}. Nous cherchons ici
un ensemble complet d’observables qui commutent. Mathématiquement
c’est construire une sous-algébre abélienne maximale de 1’algebre envelop-

pante définie & partir de ’algébre de Lie de & ! . Voici une solution :
' P“P,;  W:W,, (1.67 a, b)
ou W, est I’opérateur de polarisation (*?)

W, = %s,mgP"MW; (1.68)

P, (u =0, 1, 2, 3) et une composante de W,,. (1.67c¢,d)

Notons que PP, et W*W, commutent avec tous les P, et M,,. Ils appar-
tiennent donc au centre de 1’algébre enveloppante. En vertu du lemme

de Schur, pour une représentation unitaire irréductible de & 1, ils sont mul-
tiples de I’opérateur identité I :

P2 =P+P, = m?l, (1.67 a)
m étant la masse de la particule;
W2 =WeW, = — m¥(j+ 1), (1.67b)

Jj étant le spin de la particule.
Un état & une particule d’énergie-impulsion p, de masse m > 0 et spin j
est un état propre des opérateurs

. , W2 . . .
P2 |p,jA)y=m?|p,jr); Eélp,ﬂ>=—1(1+1)|p,ﬂ>; (1.684,b)

. . Wess . .
Pv|p,jA)y=p*|p,jr) et m“lp,ﬂ>=>~|p,ﬂ>, (1.68¢,d)
ou

st=—1 et s.p=0. (1.69)

-> . .« .
Par rapport a une tétrade de référence {#, n} (1.8), il convient de choisir
I’axe s ainsi

§= Ao pyt®. (1.70)

La transformation sur les états |p, jr) induite par une transforma-

(1%) Cet opérateur a été introduit par Pauli (non publié, cité par Lubanski [42]).
Voir aussi Bargmann et Wigner [48].
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tion (@, A)e 9] est réalisée par un opérateur unitaire U(a, A) d’apreés la
loi suivante (13)

U(a, A) | p, jr) = P *DP[R@u, M]3 | Ap, i\ ),
avec (1.71)
IKOA'A)== ;:AMAJ&b+u et u:==p/nL

Les états | p, jA ) sont normalisés dans le continuum
P J'N | Jh)y=2|po| 8(p — P)8jrdn. 1.72)
L’espace d’Hilbert des états est formé par des vecteurs

j
0= > [492,0) | 2.72)(p. 11| @, .73
A=—j
ol dQ,,(p) est I’élément de volume invariant
3—)
dQ,(p) = f—f’. (1.74)
’\/ PZ _|_ m2

La norme de (1.73) est

J
@10y=> [d0,p)| 2. M
A=)
O(p, j») ={p,jr| ).
La loi de transformation des états | p, jA ) induite par I’opération d’inver-

sion d’espace P (1.18) est réalisée par un opérateur unitaire U(P) de la
fagon suivante (14)

(1.75)
avec

UP) | p,jr) =c¢|Pp, jr)

avec (1.76)

(PP, = (Por — ) et e= 1.

La transformation des états | p, jA ) induite par I’opération renversement

de temps T (1.16) est réalisée par un opérateur antiunitaire U(T) de la fagon
suivante (14)

UM [p,j2) = (—1)/+*|Pp,j—2). (1.77)
Notons que

U(T)? = (— D, (1.78)

(**) Une discussion détaillée de cette loi de transformation ainsi que des lois de
transformation par inversion d’espace et renversement de temps est faite dans
Wigner [62].

(*) Voir réf. [13]. Pour une discussion simplifiée voir Wick [65].
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APPENDICE A.l

QUELQUES FORMULES COMPLEMENTAIRES
SUR LE GROUPE DES ROTATIONS (voir le §14d)

Les formules suivantes sont utilisées fréquemment dans le texte. Pour leurs
démonstrations voir par exemple les livres de Edmonds {57] et Wigner [59].
Un cas particulier de (1.52) est

[T [79, 9Y 4@, o) sin pdpde = 33,1, A.1a)

Un cas particulier de (1.61) est
@ ) CX[@L+1) 214 1) (21—|—1)]* L L Nyoa—th b1
Y0, Y80 0= | o (b 2 JYTEA(G ¢ o)
Im
(A.1b)

Nous utilisons les symboles 6 — j pour décrire les coefficients de Racah ®.
Une relation trés pratique entre symboles 3 — j et 6 — j est la suivante

(- 1)2(s,+:.+.s) % (]1 S3 L’-a)(l’q Ja sa)(-"l g la) _ 311 Ja Js % (h Ja ]3)
Mo S/\S R u/\t S A 5 S SsY\M A A
(A.1lo)

En particulier (%)

- gyl 1, 1 s,
«/(211+1)(21,+1)(‘ : ) b4
0 00))1 s,

Pl ST

I
= (— 1)t 311 sf ;) (A.1d)
2 2

Parfois nous aurons besoin aussi des symboles 9 — j (®) :

L jih)

L 54 S=2(-1)*“(2K+1)§
K

L L L’“];! A slzgjz l, s,
L s s

s, 5, K{{L K L{|K L j

2. (A.16)

Quelques expressions algébriques particuliéres des 3 — j, 6 — j et 9 — jsont :

(i j 0)=(:_1)’2. A.11)
A =2 0] W 2j 1]

(g A 103)_:0 pour j; + j, + j, impair; (A.1g)
i 1)= N SR S (A.1h)
(k “xo0)=¢ VQi+ DG+ i

(®) Voir Wigner [59], chapitre XXIV.
(?) Voir par exemple Devons et Goldfarb [57], formule (A.17).
(®) Voir par exemple Edmonds [57], § 6.9.
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Jod ) gy 2033 — jG + 1) AL

(* -2 ") YV Vaihairoa s mai—y AP
f, ! j.(=(— DR 4 1) @5 4 DI %; (A.1))
L oy J h+sHl+L .

o 7 2 _ (-1 + b.'1 N 1{2 (A.15)
Ls s) VA+DCL+DU: 5

Pour une table des valeurs numériques des symboles 3 — j et 6 — j voir Roten-
berg, Metropolis, Bivins et Wooten [6]].

CHAPITRE II

MATRICE DENSITE DE SPIN
POUR DES PARTICULES DE SPIN QUELCONQUE

Considérons un faisceau monocinétique de particules X de spin j produites
dans un certain processus; par exemple dans la diffusion de deux parti-
culesaet b

a+b—>X+c+... .1

et supposons qu’on cherche a étudier la distribution de spin dans I’ensemble
des particules X. En mécanique quantique cet ensemble est un mélange
incohérent de (2j + 1) états purs de polarisation, | @, ), chacun avec une
probabilité ¢, (0 < c¢ < 1) et il est donc décrit par un opérateur matrice-
densité ()

p=Z|®n>cn<®n|- (2.2)

n=—j

Dans ce deuxieéme chapitre d’introduction nous allons résumer les pro-
priétés générales d’une description relativiste de la matrice densité (2). En
particulier, nous discutons en détail le lien entre le formalisme covariant
et la paramétrisation multipolaire. Ceci nous permettra de montrer quel-
ques formules que nous utiliserons fréquemment dans la suite.

() Pour une introduction a I’étude de la matrice densité de spin, voir le cha-
pitre V de Dirac [58]. L’article classique pour des applications 2 la physique
nucléaire est celui de Fano [57].

(® Voir Michel [59].
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§ 2 a. — Paramétrisation multipolaire
de la matrice densité.

Nous désignerons par p(p))\;: les éléments de matrice de I"opérateur p
dans la base canonique | p, jA ) des états & une particule,

o(p)'y = <(pjr e | pajr). 2.3)
D’aprés (1.71), les éléments de matrice (2.3) sont liés & ceux de I’opérateur
' =U(A) pU(A), 2.9

par la loi de transformation suivante

o(p)sy = D[R 7w, AT, DVR@, AV 5e'(Ap) 5, 2.5
avec

R(us A) = At_—iAuAAt—m et U= p/m'

Nous pouvons appliquer au produit D)(R-) DUX(R) la formule de réduc-
tion (1.63) en utilisant (1.51 a, b) et (1.56). On trouve ainsi les relations

(F w25 =pRa a5 o Loy @

ol les indices L et M prennent des valeurs entiéres comprises dans les
intervalles

O0<L<2j et —L<M<L 2.7
Pour chaque valeur de L, I’ensemble des 2L + 1 éléments
_@© . ';\ L j A (2 8)
Fa@=V2+1|; 5 )ele)3 :
sont d’aprés (2.6) les éléments d’un tenseur irréductible :
15(p) = DP[R@u, M)\ R(AP). 2.9

L’expression du développement des éléments p(p))%: en termes des para-

métres t&(p) est obtenue par inversion de (2.8). En tenant compte de la
relation d’orthogonalité des symboles 3 —j (1.60) on trouve le résultat

—1 L M A ]
p(p)‘;— ) Z(2L+1)z)()( ’ ) 2.10)

Nous appellerons paramétres multipolaires de la matrice densité les élé-

ments t(;“,,)(p) et développement multipolaire de la matrice densité I’expres-
sion (2.10).
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Voyons quelques propriétés des paramétres t(,l,',)(p) :
10 Le terme £(p) est égal A tr p(p). En effet,

p)=12j+ IC g ;) o(p)h = Zp(p)’:-
A

La condition tr p = 1 implique donc (%)

tQ=1. (2.11)
20 L’hermiticité de la matrice densité implique les relations
253() = (= 1)"1Sp). .12

En effet, les quantités

: A L j\75%

VIFT0() 4 H)eh = (- 0
j M 2
et .
- A L Jj Sy )

V2j+ l(j M k)9(1)) x=1_.(p)
ont la méme loi de transformation (2.9). On montre leur égalité en utilisant
la condition d’hermiticité E(p))‘k = p(p)x; et des propriétés de symétrie

des symboles 3 — j.
30 Le fait que la matrice densité soit définie positive entraine des restric-

tions supplémentaires (*) pour les paramétres multipolaires tﬂ')(p). En
particulier,

tr p*(p) < tr p(p) (2.13)
implique I’inégalité
2j L
Z Z CL+ DY) P<2j+1. (2.14)
L=0 M=—L

(®) Notons que, avec la normalisation (1.72), on devrait choisir
- —
tO(p) = 2| p, | 89(p — p).
Nous faisons un abus de langage en appelant « unité » la mesure invariante

— —
2| po| 3®(p —p)

() A notre connaissance ces restrictions n’ont pas été exploitées d’une fagon
compléte. Williams [64] a réussi a les exprimer en fonction des traces de puis-
sances de p. Malheureusement, le passage aux paramétres multipolaires introduit
des expressions algébriquement trop compliquées. Néanmoins, pour j = 1, voir
Zwanziger [64]. Voir aussi Minnaert [65]. Ce probléme a été résolu récemment
par Pierre Minnaert, « Spin density matrix analysis. Positivity conditions and
Eberhard-Good theorem » (Preprint de 1’Ecole Polytechnique n° A83.566, 1966).
Voir aussi R. H. Dalitz, « Constraints on the Statistical Tensor for Low-Spin
particles produced in Strong Interactions » (Preprint, 1966).
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En effet,
3 __.(_—_l)sj , LWy L)
weW) =71 ZZQH D@L + D ).
MoAAMox L o .
Z(L J A)(L’ j )\)_2j+12(2L+1)]tu(P)l ;
AR LM

résultat qui porté dans (2.13) entraine (2. 14).

D’autres restrictions pour les & apparaissent lorsqu’on tient compte

des symétries dans le processus de production. Nous discuterons celles-ci
dans le § 6 a.

L’ensemble des paramétres multipolaires t&)(p) caractérise enti¢rement
I’information qu’on a sur le systéme physique décrit par la matrice densité p.
En fait, c’est le but principal des chapitres & suivre de discuter la fagon de
mesurer ces paramétres dans des réalisations physiques particuliéres. Pour
le moment, nous allons nous limiter dans la suite de ce chapitre 4 1’analyse
des propriétés formelles de ces paramétres et & leur interprétation physique.

§ 2 b. — Développement de la matrice densité
sur une base d’opérateurs tensoriels irréductibles.
Degré de polarisation 2'-polaire. Degré de polarisation.

L’opérateur polarisation W, associé a une particule d’énergie-impulsion p
a été déja défini dans le chapitre précédent. Par rapport 4 une tétrade de
référence { ¢, n } et dans le 3-plan orthogonal a la direction u = p/m nous
allons choisir comme triédre de base s celui qu’on obtient a partir de n par

la transformation de Lorentz pure A,,, [voir (1.70)]. Les projections de
I’opérateur W sur ce triédre sont les composantes de I’opérateur de spin

1

S
T m

W.s. (2.15q)

Nous pouvons aussi introduire une base sphérique de composantes

T |
—(s9 — is?) pour =—1
— 2
T 3 \\/— ®
Yu(se) = i sy pour M=0, (2.16)

/ :—% (sQ+is?) pour M=1

WV
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et définir la projection de I’opérateur W sur cette base :

1

YUE) = — - WYR(s). @2.155)

L’opérateur ainsi construit est un opérateur tensoriel irréductible d’ordre 1.
En effet,

UWYEE) U =— - (AW YEE) = — TWYRIAD,  (2.17)

mais puisque A = A, o, R(u.A)ALL, [voir (1.44)] et s = A, le terme de
droite dans (2.17) peut aussi s’écrire sous la forme
1,,_ @ -
— (AZAWYQUR®E, A)n)a].
En outre
YRIR@, Ayn)] = DP[Ry(, M uY D),

avec

Ryj(u, A) = — A pt® . AA, 0D, i,j=1,2,3. (1.45)

En tenant compte de ces résultats on arrive a4 la loi de transformation
suivante

UA)YS(ES,) U(A) =DP[Ry(w, A)*uYD(Sa,) (2.18)
avec
> 1. . -
YalSap) = — - WYRI(Arpml

L’expression (2. 18) est la généralisation relativiste de la loi de transformation
d’un opérateur tensoriel irréductible d’ordre 1.

D’une fagon générale, les (2L + 1) composantes d’un opérateur tensoriel
irréductible d’ordre L construites a partir de I’opérateur §,, sont données
de la maniére suivante () :

1

m

— L - - —
YOGS, =( ) WHIW™ L WY D Seyy Sayp -y o), (2.19)

(°) Voir Henry et de Rafael [65].
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1 les fonctions Y&(s5., s 50.) d d’ordre L compl?
ou les fonctions Yy Says Saigs ++v5 Sy sont des tenseurs d’ordre L comple-

tement symétriques construits & partir de Y(f{)(;) par symétrisation des pro-
duits des composantes s@i = 1, 2, 3. Par exemple,

@ T _ 1 5w, 00,00, ;0 o).
Y 1 (sala Suz) - 4 2_TC (sotl saz + sal saz 'I' lsccl st:c2 'l' lSo:l sozz)s
> > - '7

3) _1 T(6® @ & _ 2@ @@ 2.0 O 0
Y8 (Say» Sayp Sa) = B ”\/ (6sm1 Sa Sa, — 3Sa, Sa, Sa, — 35, S, Sa

™ 3

3) @ @ _ 2,0 M) B 20 6) D 4.6 O M
—_ 3sm1 Sa, Sa, 3s¢1 Sa, Sa 3s°‘1 Sa, Sag 3s,,¢1 Sa, saa)

Les opérateurs Y(;)(_S:,) ainsi construits ont la loi de transformation
UAYRE,) U (W) =D Ry, AW YRGap),  (2:20)

et leurs éléments de matrice dans la base canonique | p, jA ) s’expriment
d’aprés le théoréme de Wigner-Eckart (%) par la relation

oY) 2 y=vIT1(C X I i1YOE) e @.21)
j M 2

ou les éléments de matrice réduits  p, | Y(L)(_ép) | 2, j ) ont d’aprés (2.20)
la propriété d’étre invariants relativistes; c’est-a-dire
(P J YOSy [ 2, J ) = AP, j || YO(Sa,) || Ap, j - (2.22)

Considérons ensuite les opérateurs suivants :

I*0) = (P 1 YOG [ 7)) 7 YSGE). @.23)

Le théoréme de Wigner-Eckart nous montre d’aprés (2.21) qu’il est possible
d’exprimer les éléments de matrice de ces opérateurs entre les états a une
particule en fonction des symboles 3 — j (voir table 2.1) :

L g ——/ L ]
<p,jxlT<M’*(p)|p,n>=v21+1(j " i) 2.24)

Dans cette base d’états & une particule on calcule facilement les relations
d’orthonormalité entre les opérateurs TE)(p),

tr (TS(p) TO*(p)) = jﬁ—‘z Suu’ Suar 2.25)

(%) Voir par exemple le chapitre XXIII du livre de Wigner [59].
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avec
O0<L,L' <2 et —L<MKL; —L' <M'<L.

L’équation (2.24) nous montre que les opérateurs tensoriels irréductibles
forment une base compléte pour I’opérateur matrice densité décrivant un
mélange de particules d’énergie-impulsion p et spin j. Les coefficients du
développement de la matrice densité sur cette base ne sont autres que les

paramétres multipolaires i(:;)(p) définis par 1’égalité (2.8) :

2j

D=z > > CLHDREEe: @29

L=0 M=-—L

les 7% sont donnés d’autre part par la relation

10p) = tr ((TR*()). (2.27)

L’expression (2.26) peut aussi s’exprimer sous une forme explicitement
covariante en utilisant les définitions (2.19) et (2.23). On arrive ainsi au
résultat suivant :

o
_;_I_ J =1 LW"‘xw“z W __1_____1w“
= — coe Whoagy o = 5o — 5, Wi
L=1

+ ’712 WoeWes, g — %;W“WﬁwYcagY 4+ ..., (2.28)

avec
L ()—> e -
. _2L+1 Z O Yoi(Sap Sup -« Sa,) 2.29)
oo, ocL— . M R — . . .
o HH1 £ " | YOS | 2y

D’apres ces relations nous voyons qu’il est également possible de prendre
comme ensemble de paramétres pour décrire la matrice densité p les compo-
santes des tenseurs o,, o4, .. ., Ouyay. ..y e Le lien entre ces derniers et les

paramétres multipolaires t(';,)(p) est donné par la formule (2.29). D’aprés
cette formule, les tenseurs o, (g - g OO les propriétés suivantes

1° Ils sont complétement symétriques
Coocttjontpe.. = O opaje. s Vi, k e(1,2, ..., L)' (230)

2° Ils sont orthogonaux & 1’énergie-impulsion p

Oaa,...0p..q P =0, Vie(l,2,...,L). (2.31)
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30 Ils s’annulent par contraction de deux indices répétés :

Caay. .y o, =0, Vie(,2,...,L). 2.32)

Les 2j scalaires 644,...,0"**""***, d’aprés la formule (2.29), sont égaux aux
quantités

L
Ou. .. = C(L, j) Z | R0 [ (2.33)
M=-L
avec
s YO(5a,s s 50) YO ..o, 5
C(L,j)=(22L.+11) s, : L)J( . ) (2.34)
J+ Kp i YOSy [ 7))

Pour trouver les valeurs explicites des éléments de matrice réduits, il suffit
de particulariser la formule (2.21) au cas M = 0 et calculer pour chaque
valeur de Le (0, 1, ..., 2j) les quantités

(P, M| YSS) |2, ir) o
~L={p, j| YOSy | 2, S ) (2.35)
V21 (l LJ )

j 0 A

Par exemple, dans le cas ol L = 1 on trouve

PIlYOE) 1y = ZVTTD @36
et
C )= (2.37)
CTESVESY

danslecasou L =2,0na

(1Y) 2.7 = ;\/ 2AVRITHEG-DG+ DI @.39)

et
150
C2,j)= = - - - .. 2.39
@)= G e 9@ - DG+ D) @.39)
Nous appellerons degré de polarisation 2-polaire la quantité
8(14) —_ [(_ l)L O_“laz. ) .GLGalaz. . .dL] Vz. (2.40)

Lorsqu’on a 3 = 0 pour tout L e (1, 2, .. ., 2) nous dirons que le systéme
n’est pas polarisé. La matrice densité est alors proportionnelle & la matrice
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unité. Parfois dans la littérature () on utilise la nomenclature suivante :
on dit que le systéme est polarisé s’il y a au moins un 8@ # 0 pour L impair;
et on dit que le systéme est aligné lorsqu’il y a au moins un 8 # 0 pour
L pair et 3 = 0 pour tout L impair. En général, on dit qu’un systéme
est orienté dés qu’un des 3® pour L # 0 est différent de zéro, quelle que
soit la parité de L.

Le degré de polarisation 3 est donné, d’aprés Fano [52], par I’expression

1 2j41
p J— 2 -~
3= [tr P 3 I] T 2.41)
Pour un état pur 3 = 1; pour une distribution uniforme sur tous les états,

w

3 = 0. L’expression de 8 en fonction des paramétres multipolaires ¢}, est

la suivante
[Z(2L+1)Z|z“’ ] : (2.42)

M=-L

Parfois il est intéressant d’utiliser le degré de polarisation polaire 8, défini
par ’expression

2j
1 wyz | 7
so___vz_j[L=l(2L+1)(zo)] . (2.43)

Nous allons conclure ce chapitre avec la discussion d’une classe parti-
culiére de systémes physiques décrits par une matrice densité : ceux pour
lesquels il existe un axe de symétrie. Dans ce cas, nous choisirons comme
axe de quantification précisément ’axe de symétrie. Dans le systéme au

repos (t = p/m) les éléments de matrice p% (voir (2.3)) sont alors inva-
riants par rapport aux rotations autour de I’axe de quantification

97\ —_ eltpﬂ —l)s 8 / Px"’/;
).A AA

c’est-a-dire que g’y est diagonal

A
P = Sae

et d’aprés (2.8), seuls les paramétres multipolaires 1%’ peuvent é&tre non nuls
- — (A L j
W= 2uV2i+1(; ¢ T

(*) Voir par exemple Fraunfelder et al. [65].
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Cette derniére relation permet d’obtenir une borne supérieure explicite pour
les degrés de polarisation 3®). En effet, d’aprés (2.33) et (2.40) on a dans

- ¢y

30—/ (=1 | D] < V(=) @+, ])ZCA

et puisque ¢; => 0 et Z a=1,
A

joJ o Ly%
W L (=254 1) C(L]) Max 2.44)
e(—j..  D\M —A 0
En particulier, pour L = 1, on trouve
3 1
< — H 2.45
ES R (2.43)
pour L=2,0na

3® 10 Max | W —jG+1)|. (2.46)

SGFDEFIG - DGF Dnecir o

Notons que, bien que (2.44) soit une expression particuli¢re aux systémes
possédant un axe de symétrie, la borne (2.45) de 3 est un résultat comple-
tement général. En eﬂet il suffit de se placer dans le systéme de référence

ol la composante 5% est parallile 2 la direction de polarisation o, pour qu’on

ait t(l) 1(p) = 0. Puisque p(p) % =0et Zp( p) » = 1, nous pouvons encore
)

appliquer la majoration précédente qui permet de trouver le résultat (2.45).

Notons encore que pour les systémes physiques possédant un axe de symé-

trie, le degré de polarisation 3 coincide avec le degré de polarisation polaire3,.

TABLE 2.1 (%)

. A L j
Eléments de matrice (T(;)*)l; =14/2j+1 ( M %\), pour j=
J
L=1,j=1letL=1,2;j=32etL=1,2,3 (Voir formule (2.24).

DN =
[¢]
-+

j=1/2, L=1

(T(l))* —1/4/3 (— 1 0) (T(l))* — —1//3 (\/2 0)

() Notons que les indices des lignes et colonnes sont numérotés en partant de
—j, —j+1,..,jpour Aet A,
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TABLE 2.1 (suite)

j=1, L=1,2

/=100 /000

(T)* =1/v2 ( 00 0); (TO)* =—1/\/2(1 0 o)
001 010

19)* = 1/v/B 0 33)- (T9)* =1 —(v%’ 88)
()= (o 01 235 0 —42 0

. 000
(T®)* = 2\/3./5(0 0 o)
2

0 o

j=3/2’ L=1,2,3.
-3 000 00 00
W\ *__ 0 —1 0 0}, WYk =—=[v3 0 00
1 0 00 0000
@)*_1/y/5 (0 -1 0 0} OV __ /5% [—1 00 0
(T?)* =15 (0 o 1 off (M=—vzs |75 090
0 0 0 1 0010
0000
5[0 0 0 0
D\k _
(T%) _‘/2/5(1 00 o)
0100
1 00 o 0 0 00
[0 =3 0 o0 — (1 0o oo
) - )k _ 0
(T9)*= 1[\/35(0 0 3 0), (T)*=1/4/35 ( o v3 o o)
0 00 —1 0 0 —1 0
0 000 000 0
57 {0 0 0 0 — 0000
) - . Yk _
(T2)*==v2r7 (1 00 o)’ (TOY*=v/4/7 ( 000 o)
0 -1 00 100 o0
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PREMIERE PARTIE

Cinématique relativiste des fonctions de Vertex.
Applications.

INTRODUCTION

Par fonction de vertex nous entendons la valeur moyenne d’un opérateur
densité de courant entre les états physiques a une particule. Dans la repré-
sentation de Heisenberg elle est décrite par 1’expression

(P 7N | J4X) | py A, €.n

ol l’indice « indique les composantes de ’opérateur densité de courant
et |p, jr >, |p', j'N > sont des états & une particule d’énergie-impul-
sion p, p’; spin j, j° et nombre quantique magnétique A, A’ (voir
(1.68 a, b, c, d)).

L’invariance d’une fonction de vertex par les translations d’espace-temps
s’exprime ainsi

(PN jux) | p, i) =P, J'N | U7, @j*(x + @) U, @) | p, j2 )3

en particulier pour @ = — x, on déduit en tenant compte de la loi de trans-
formation des états (1.71),

(P IV 1) | s ) = €@ =P p, j'N | j50) | p. ) I.2)

Cette relation permet de nous limiter & ’étude des fonctions de vertex a
P’origine d’espace-temps. La quantité

gq=p —p 1.3)

est I’énergie-impulsion de transfert du vertex et son carré g* est la seule
variable scalaire dont dépende le vertex.

A T’heure actuelle, plusieurs modéles phénoménologiques de processus
de diffusion consistent essentiellement & factoriser la matrice S sous forme
de produit de fonctions de vertex. C’est le cas, par exemple, dans le calcul



THEORIE RELATIVISTE DES CORRELATIONS ANGULAIRES 115

de la structure électromagnétique du nucléon, au premier ordre dans le
couplage électromagnétique mais en tenant compte des effets d’interaction
forte a tous les ordres. C’est aussi le cas dans les interactions faibles lorsqu’on
calcule I’amplitude de transition des désintégrations leptoniques des parti-
cules hadroniques. C’est encore le cas dans de nombreux processus de diffu-
sion en physique des couplages forts o, 3 une bonne approximation, les
modeles périphériques (*) sont valables. Dans ces modeles, toute la struc-
ture dynamique du processus est réduite 3 la connaissance des fonctions
de vertex.

Dans le cas ou I’état initial et I’état final dans (I.1) correspondent & des
particules scalaires et ol ’opérateur densité de courant est un scalaire,

(O + mHe(x) = j(x),
on a
P'1jO) |p) =V(g),

et le vertex est alors décrit simplement par une fonction scalaire de ¢* dont
la forme explicite dépend de la dynamique du type de couplage des trois
champs scalaires.

En général, pour des particules avec spin nous aurons une fonction i
plusieurs composantes pour décrire le vertex

(P 0N 17%0) | 2, Ay = V(p', p)* (1.4

La conservation de la parité dans le processus décrit par le vertex implique
des restrictions sur ces composantes; de méme I’invariance par renversement
du mouvement. Il est intéressant d’obtenir ces restrictions d’une fagon systé-
matique et de les énoncer sous forme de régles de sélection. Ceci fait I’objet
du chapitre III.

Dans le chapitre IV nous étudions le développement des composantes
v4(p', p)", en fonctions invariantes relativistes de q%, facteurs de forme multi-

polaires. Nous obtenons ainsi des expressions phénoménologiques rigou-
reuses pour n’importe quel vertex déduites uniquement du principe
d’invariance relativiste.

Quelques résultats des chapitres III et IV sont déja bien connus; énoncés

() Un modéle d’échange d’un pion pour décrire la réaction = +p—>nw4+rw+ N
a été introduit par Chew et Low [59]. La généralisation de ce modéle 3 d’autres
processus a €té suggérée simultanément par plusieurs auteurs : Drell [60] [617;
Salzman et Salzman [60 a] [60 b]; Ferrari et Selleri [62]. Des raffinements du
modéle périphérique (simple échange d’une particule) ont été proposés par :
Sopkovich [62] ; Gottfried et Jackson [64]; Durand et Chiu [64 a] [64 b] et [65];
Ross et Show [64]. Pour une revue des contributions récentes voir Jackson [65 b].

ANN. INST. POINCARE, A-V-2 9
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peut-Etre sous forme différente (?). Dans cette premiére partie nous avons
essayé de déduire les propriétés cinématiques des vertex en utilisant une
technique qui nous semble fort pratique dans le but d’obtenir des formules
générales. C’est la méme technique qui sera utilisée dans les autres parties.

CHAPITRE III

LES REGLES DE SELECTION DANS UN VERTEX.
APPLICATIONS

Le but de ce chapitre est d’obtenir les régles de sélection qu’on doit imposer
aux fonctions de vertex décrivant des processus invariants par rapport aux
symétries d’espace-temps : inversion d’espace (parité) et renversement du
mouvement. Nous montrerons a partir des lois générales de transformation
des états et de I’opérateur densité de courant comment ces régles s’énoncent.
On considérera d’abord les cas ou ’opérateur densité de courant est un
opérateur scalaire ou pseudoscalaire, vectoriel ou pseudovectoriel (voir
I’Enoncé 1 dans le § 3 a et I’Enoncé 2 dans le § 3 b). Les éléments de matrice
d’un vertex dans I’espace des polarisations sont alors donnés explicitement
pour plusieurs types de couplage (voir table 3.1 et table 3.2). Ensuite
nous généralisons les discussions précédentes au cas d’un opérateur densité
de courant ayant la loi de transformation d’un champ de spin s quelconque.
Le formalisme & 25 + 1 composantes rend convenable cette discussion. Les
résultats correspondants sont donnés dans 1’Enoncé 3 et I’Enoncé 4.

§ 3 a. — Application du théoréme de Bohr
aux fonctions de vertex (invariance par partie).
Enoncé 1. Exemples.

Considérons le cas ol I'opérateur densité de courant d’un vertex est un
opérateur scalaire ou pseudoscalaire j(x); ou un opérateur vectoriel ou
axial j#(x) et voyons quelles sont les régles de sélection qui expriment la
conservation de la parité dans les vertex décrits par des fonctions du type

V(p', p)s = (0" N 15 0) | P A

(® Voir notamment I’article de Durand, De Celles et Marr [62], voir aussi
F. J. Emnst, R. G. Sachs et K. C. Wali [60].
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ou
VH(p', pY 5 =0 N |740) [P,

pour des valeurs du spin des particules initiales et finales, j et j’, arbitraires.
Une réponse, particuliérement intéressante pour les applications, est celle
donnée par une version du théoréme de Bohr [59] adapté aux fonctions de
vertex. Du point de vue géométrique, un vertex est un 2-plan orienté dans
le temps, celui défini par les quadrivecteurs énergie-impulsion p et p' des
particules réelles initiale et finale. Dans le 2-plan orthogonal au vertex, il
est commode de fixer un quadrivecteur n comme axe commun de quanti-
fication du spin des particules d’énergie-impulsion p et p’ :

n.p=0 et n.p' =0, (3.14a,b)

avec
nz = — 1_ (3.2)

La méthode de Bohr consiste & étudier I’invariance du systéme par 1’opé-
ration

2, =142nQ®n; 3.3)
c’est-a-dire, ’opération de symétrie pour I’hyperplan orthogonal a n.

Notons que, par rapport 4 une tétrade de référence { ¢, n }, avec n® = n,
on peut aussi écrire (3.3) sous la forme (1)

Z, = R,(n)P, 3.4

ou P est I’opération parité et R,(r) une rotation d’angle = autour de ’axe n.
En tenant compte de cette relation, la loi de transformation des états 3 une
particule induite par X, est alors [voir (1.71) et (1.76)]

UED) |2, j2) =UR(x) UP) | p, )= (— 1| p, jA). (3.5)

La loi de transformation correspondante pour ’opérateur densité de courant
dépend des propriétés spinorielles de celle-ci :

a) pour un opérateur scalaire ou pseudoscalaire,
UEn)Jj(0) U(Z,) = 1j(0) (3.6)

avec n = + 1 (scalaire), n = — 1 (pseudoscalaire);

(*) Par rapport a { ¢, n }, le produit Z wZ, (2 est une rotation d’angle & autour
de l’axe n : R™Iim) = 2 X, 2. L’opération Z,mI, @2, appartient 3 Lt et
commute avec toutes les opérations du petit groupe de t; c’est I’opération parité.
Nous avons donc P = R, 1(1r))3n, d’ol la relation (3.4).
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b) pour un opérateur vectoriel ou pseudovectoriel j#*(0) (¢, 8 = F 1) (%),
UE)j*f0) U(Z,) = — 0j~P~%0), 3.7

avec n = — 1 (vecteur), n = + 1 (pseudovecteur).
Dans ces cas, I’invariance des fonctions de vertex par rapport a X,
s’exprime donc ainsi,

V(p', p)s = me='(— 17V(p, p)s 5
et
VER(p', p) = (0 IV [J*%0) | p, Y = — mee’(— 1)V, o) 5
(3.8)
d’ou les régles de sélection suivantes :
Enoncé 1.

L’invariance du vertex par rapport a la réflexion Z, [voir (3.3) et (3.4)]
implique :

a) Dans les cas d’un courant scalaire (y = 1) ou pseudoscalaire (n = — 1),
seuls les éléments de matrice V(p’, p)rl tels que

nee’(— PN =1, (3.9)
ou N =—j', ...,j's A= —J, ..., j peuvent étre non nuls.
b) Dans les cas d’un courant vectoriel (y = — 1) ou pseudo-vectoriel

(n = + 1), seuls les éléments de matrice V¥(p', p)"';‘ tels que

nee(— PV =—1, pour p=0,12; (3.100)

yee’(— 1P =41, pour p=3 (3.10b)
(correspondant a la direction de quantification), ot N = —j', ..., j’;
A= —j, ..., j peuvent étre non nuls.

Ces régles sélectionnent certains des éléments de la matrice représentative

(®) Les opérateurs j*#(0) sont les composantes de la matrice

(i°(0) — 70 j¥0)+ ii”(O))
jH0) — ij2(0) j°0) + j*0)/’

ol j*0) =0, 1, 2, 3 sont les composantes habituelles d’espace-temps.
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du vertex dans I’espace des polarisations selon que la valeur de la parité
intrinséque du vertex est 4- 1. Nous allons voir ceci dans quelques exemples :

1° N + = (virtuel) — Ny%,.

N N*

]

Dans ce cas on a yee’ = — 1 et, d’aprés la relation (3.9), (— 1} = — 1
La matrice V(p’, P)N; dans I’espace des polarisations s’écrit :

A=—1/2, A=1/2

AN=—3/2 0

» = —1/2|0 (3.11)
M= 1/2 0

A= 3/210

29 Production de X° par excitation coulombienne de A°.

N x°

C’est un exemple d’application de la régle (3.10 a),

(— 1)*-¥ = parité relative = — A, (3.12)
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Cette relation implique que le Z° et le A° ont des polarisations paralléles
3 un méme axe orthogonal au vertex; ces polarisations sont de méme signe
ou de signe contraire selon la parité relative £ — A (Nous avons traité ce
cas explicitement ailleurs, de Rafael [62]).

30p — Y + K* (virtuel).

=<1

5

X

Le K* est une particule vectorielle (nee’ = — 1). Nous appliquons donc
les régles (3.10 a, b). Chaque composante du vertex (n. = 0, 1, 2, 3) est une
matrice 2 X 2 qui, dans I’espace des polarisations, s’écrit :

A=—1/2 A=12; rA=—12 ArA=1/2;

e ) )

I

Nous reviendrons plus tard sur ces exemples.

§ 3 b. — Invariance par trenversement du mouvement.
Enoncé 2. Exemples.

Tout en restant dans les cas particuliers d’un courant scalaire ou pseudo-
scalaire, ou d’un courant vectoriel ou axial, nous allons étendre la méthode
du paragraphe précédent a I’étude de I'invariance du vertex par renverse-
ment du mouvement.
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Nous étudierons I'invariance du systéme par rapport au produit d’opé-

rations
= Ry (n)Z,, (3.14)

ol R,(w) est une rotation de = autour de 1’axe n et X, I’opération inversion

de temps
Z=1—-2t®¢t. (3.15)

L’opérateur U(Z,) étant antiunitaire (Wigner [59], chap. XXVI; voir aussi
Bargmann [64 b]), I’invariance du vertex par rapport i w, s’exprime ainsi

Ve, p)a = (P’ N | UTm) Um) % (0) U (m) UGmo) [ p, A ). (3.16)
D’apreés les relations (1.71) et (1.77), on a

U(TC,) |p’J)‘> = U[R,,(TC)] U(zt) |P,j)\> = (— l)j |p,j_ )‘> > (3' 17)
en ce qui concerne la transformation de j»#(0) par U(x,), on a :

a) pour un opérateur scalaire ou pseudoscalaire,

U(m)j(0) U () = j(0) ; (3.18)
b) pour un opérateur vectoriel ou pseudovectoriel,
U(ry) j*#(0) U (m,) = j~=(0). (3.19)

Ces résultats portés dans la relation (3.16) nous donnent les régles suivantes :

Enoncé 2.
L’invariance du vertex par rapport a 1’opération =, [voir (3.14) et (3.15)]
implique :
a) Dans les cas d’un courant scalaire ou pseudoscalaire, les relations
V(p', V= (=117 v(p, p) ™ o (3.20)
WN=—Jisf's A=—Jj, .., ])
b) Dans les cas d’un courant vectoriel ou pseudovectoriel, les relations
V', oY a = (= 1) VR, p) Vs 3.21)
()‘,z—j” ""j,; )‘=—j, --wj)
Ces dernicres relations, exprimées pour chacune des composantes vectorielles
ou pseudovectorielles V*(p’, p)xl, s’écrivent (?) : pourp =0, 1, 2
GO T Y -5 ;YN
Ve, pY = (= 1) v (p, p) N (3.22a)

pour p. = 3 (composante sur la direction de quantification),

Vi(p', pYa= (=17 vi(p, p)™¥ . (3.22b)
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Ces régles imposent certaines restrictions de réalité aux éléments de la
matrice représentative du vertex dans l’espace des polarisations. A titre
d’exemple nous allons les appliquer aux vertex (1), (2) et (3) discutés dans
le§3a:

10 N + = (virtuel) — N*.

Les relations (3.20) nous permettent de détailler d’avantage la structure
de la matrice (3.11) :

Ne=—32[—a 0
M=—1/2| 0 —b
M= 12| B 0 329
= 320 o 2

20 A° + y (coulombienne) — X°.

La parité relative = — A étant connu a ’heure actuelle (?) (*) (= + 1), la
matrice représentant ce vertex dans I’espace des polarisations s’écrit :

A= — 1/2 A= 1/2

Y e

30 p — Y + K* (virtuel) (%).
Nous appliquons ici les relations (3.22 g, b). La matrice (3.13) s’¢écrit
alors :

A=—12, A=1/2; A=—1/2, A=1/2;
x=—1/2(a 0) b 0
r= 1200 a (0 _ B)

=—1/2, A=1/2; r=—1/2, A=1]2

(; 2) (_ 0 d) . (3.25)

d 0

(®) La premiére détermination de la parité relative & — A, par une méthode
indirecte, a été celle de Trip, Watson et Ferro-Luzzi [62]. L’expérience directe —
par mesure du spectre de pairs de Dalitz dans 50 — A + et 4 e~ — a été faite
au C. E. R. N.; voir Courant et al. [63]; I’expérience plus récente est celle du groupe
de Columbia, Nussbaum et al. [65]. Pour une description théorique systématique
des processus X° — A® 4y et Z° - A® + et + e-, voir Michel et Rouhanine-
jad [61 c].

(4) Notons, toutefois I'intérét du processus A° + v (coulomb.) — X° comme
méthode pour mesurer la vie moyenne de Z° (voir Dreitlein et Primakoff [62]).

(®) L’échange d’un K* est un bon modéle pour le processus pp — AA (voir
Bessis, Itzykson et Jacob [63]) (pour une étude des corrélations angulaires dans
pp — YY en tenant compte de la possibilité que le faisceau d’antiprotons soit
ppolarisé, voir Nuyts et de Rafael [63]; Messiah et Cohen Tannoudji [64]).
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§ 3c. — Eléments de matrice dans I’espace des polarisations
pour les vertex correspondant
a des courants pseudo-scalaires et vectoriels.

A titre d’application des régles de sélection établies dansle§ 3 aetle § 3 b,
nous avons construit des tables des matrices représentatives d’un vertex
dans P’espace des polarisations, correspondant a des particules hadroniques.
Nous suivons des notations standards de la classification des particules par
le groupe SUQ3) :

P indique un méson appartenant a I’octet 0—;
Vun méson 1-;

B un baryon 1/2+;

et B* un baryon du décuplet 3/2+.

Les diagrammes de la table 3.1 correspondent a4 des courants pseudo-
scalaires; ceux de la table 3.2 & des courants vectoriels.
TaBLE 3.1

Eléments de matrice dans I’espace des polarisations
pour les vertex correspondant a des courants pseudoscalaires.

Diagramme Matrice dans I’espace des polarisations : V( r, p)x;‘

"9
]
P
]
1
]

Interdit par conservation de parité

Y
v

]

> > >

o
|

— O

|

1

RO
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TABLE 3.1 (suite)

Diagramme Matrice dans 1’espace des polarisations : V( p’, p)"',\
v \"
N
i ‘ > A=-1 A=0 A=1
1 N=-1 0 a 0
1 M= 0 [ b 0 b ]
| P V=1 0 a 0
|
|

@t
7 L4
A=-1/2 A=1/2

: A=—1/2 0 a ]

:P M= 1/2 [ a 0

]

1

¥*
o B B o A=—-1/2 A=1/2

A=-=3/2 a 0

fl V=-—1/2 [ 0 b ]

'p V= 1/2 l —-b 0

: V= 3/2 0 —EJ

1

* ¥
\B B o A=-3/2 A=-1/2 A=1/2 A=3/2
L 7
N==32 T0

a 0 b
i NV=—1/2 [c 0 d 0
1 A= 1/2 [0 d 0 c
:P »= 372 LB 0 a 0
[ ]
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TABLE 3.2

Eléments de matrice dans I'espace des polarisations
pour les vertex correspondant a des courants vectoriels.

Matrice dans 1’espace des polarisations : V“( r, p))‘ A

Diagramme
*_ @
7 rd
N Qp,1.25 a;=0
‘ v u=0,1,2 p=3
(|
s
avec Eu =a,
P v
> > A=0 A=0
M=—1r0 A=—1rby
' V= 0 [] N= 0 o]
Y v=1Lo v= 115,
: ©=0,1,2 =3
avee 4,32 = — Qg,1.2

\"4 v
> , \ -
> r 4

|
1 v
]
1

A=-1 A=0 A=1 A=—-1 A=0 A=1

M=—1 raya O  bgye1 M=—170 a; 0

M= 0 [ 0 ¢1.9=Conz O ] A= O[ba 0 —E,]

V= 1 a M= 10 —a@ O
©®=0,1,2 w=3

Bo.1.2 Qy,1,2:

>
L

B8 ‘B
!
| v
1

N
[d

A=-1/2 A=1]2

N=—1/2 [ay1.s 0
V= 1210 G,

A=-1/2 A=1[2

N=—12] 0 g
= 12 |-a ©

©w=0,1,2 =3
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TABLE 3.2 (suite)

Diagramme Matrice dans I’espace des polarisations : V( D’y p))",L
B 8’ A=—1/2 A=1/2 A=-1/2 A=1/2
> ‘ 7 N==3/2[ 0 @y, M=-32[ a5 0
AM==1/2 | bp1s 0 V==1/2| 0 by
' M= 12| 0 —By| v= 12| B 0
1 r= 32 l-a,, o A= 32L 0 A
1 Vv
' r=0,1,2 ®w=3

A=-3/2 A=-1/2 A=1/2 A=3[2 A=-3/2 A=-1/2 A=1/2 A=3[2

L 4
et
\vm*

N=-32 @y O byps O 0 a 0 b,
AMe=1/2 1 0 con O dyys ¢ O dg 0
A= 1/2 ao.l.z 0 Eo-m 0 0 "d; 0 —Es

v =320 0 By, O G dl-b, 0 —-a o
w=0,1,2 w=3
§ 3d. — Généralisation au cas d’un courant

ayant la loi de transformation d’un champ de spin arbitraire.

Enoncé 3. Enoncé 4.

Nous allons maintenant généraliser les énoncés 1 et 2 au cas d’un vertex
ou Popérateur densité de courant a la loi de transformation d’un champ

de spin arbitraire.

Dans le formalisme a4 (25 4+ 1) composantes et dans la représentation
d’Heisenberg, on a pour un champ de spin s (*),

(O+ m)e*(x) =j&o), @O+ m W) =jeqs(x). (3.26a,b)

Les composantes jis,o(x), jis,0(x) ont la loi de transformation

U@, A)jéo(®) U@, A) = DA%, j8o(Ax +a), (3.27a)
U(a, A)j.5(x) U (g, A) =D (A™)% j%(Ax +a); (3.27b)

ou D@O(A-Y) et D&O(A-) sont des représentations irréductibles finies

(non unitaires) de SL(2, ).

(®) Voir par exemple Weinberg [64].
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Rappelons-nous aussi les lois de transformation par P et T :

U(P)J Zv,o)(x)U*l(P ) = 7]Pj ?o,s)(Px), (3 .28 a)

U(P)j.9()U(P) = 1 js,0(Px) ; (3.28b)

U(T)j fo,)U(T) = (— 1)*** jea(T), (3.29a)

U(T)jGosn@)U(T) = (— 1) o5(Tx). (3.295)
Le vertex est alors décrit par ’ensemble des fonctions

Vol ', Y5 =P’ 7 7G| 2, (3.300)
et

Vo2’ o3 =" iV | jesn(0) | 2 A (3.305)

Tenant compte des définitions précédentes, les énoncés 1 et 2 se généra-
lisent d’une fagon immédiate au cas d’un courant correspondant & un champ
de spin arbitraire :

Enoncé 3.
L’invariance d’un vertex par rapport a 1’opération X, (produit de Popé-
ration parité par une rotation d’angle = autour de 1’axe n de quantification)

implique les relations (formalisme & (2s + 1) composantes pour 1’opérateur
densité de courant)

Ve 2’ PV = meee’(— 1242 Veool2's o) (3.31a)

Vaolps P = mese (— 1% VE0(p, ol (3.310)

37 14

a=—5...,8; N=—j, ..., A=—j, ..., ]
Enoncé 4.

L’invariance d’un vertex par rapport & P’opération =, (produit de ’opé-
ration renversement de temps par une rotation d’ angle = autour de ’axe n
de quantification) implique les relations (formalisme 2 (2s + 1) compo-
santes pour I’opérateur densité de courant)

Veop's oY a= (=177 ve&(p, ) ¥ s (3.32a)

Vo (2, p)'a = (— 177 va3(p, p) > s, (3.32b)
ou
a=—258 ..,8; N=—j,..j; A=—j, ... > Je

Les régles énoncées dans ce chapitre nous seront utiles dans la suite, notam-
ment dans I’étude des développements multipolaires des fonctions de vertex.
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CHAPITRE IV
PARAMETRISATION MULTIPOLAIRE

DES FONCTIONS DE VERTEX.
CLASSIFICATION DES FACTEURS DE FORME

Soit ¢ le quadrivecteur transfert d’énergie-impulsion dans un vertex,

g=p—7p @.1n

avec
pr=m? et pt=m'2 “4.2)

et désignons par k le quadrivecteur

k=p-+p, 4.3)
et par e le quadrivecteur situé dans le 2-plan (p, p”) qui est orthogonal 4 ¢ :
e=[(k.q)* — k*¢*]"* {(k.a)g — (g.a)k }, @.4)

avec
a= -2 @.5)

ard
Par rapport a une tétrade de référence { ¢, n }, nous introduirons le trivecteur
unité

@, e)=—e. Ao, si g >0; (4.6a)
wle,d) = —a. Ao, si g <O. 4.6b)

Notons que faire le choix de t = a dans (4.6 a) équivaut 2 se placer dans le
systéme centre de masse, ou la particule virtuelle d’énergie-impulsion g est
au repos, tandis que le choix # = e dans (4.6 b) revient a se placer dans le
systtme de Breit ou le transfert d’énergie-impulsion ¢ a une composante
de temps nulle.

Voyons quelles sont les propriétés de transformation des trivecteurs :(a, e)
ou _oc)(e, a). Dans ce but, suivant la méthode introduite dans le chapitre pre-
mier, nous allons associer i toute transformation de Lorentz A € LY 1a
rotation du petit groupe de ¢ :

R@ A) = ADpAA sy, si ¢*>0;
Rie, A) = ASacAA e, si q* < 0.
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En appliquant R(a, A) et R(e, A) aux quadrivecteurs A, e et A, },a respec-
tivement, on trouve d’aprés (4.6 a, b) les relations

cas ¢* >0, Z(Aa, Ae).ﬁ> = Z(a, e).R(a, A);,
cas g% < 0, ;(Ae, Aa).r? = Z(e, a).R(e,A)l? ;

c’est-a-dire,

3
cas g2 >0 g(Aa, Ae) = zR(a, A)ei(a, o), 4.7a)
j=1
i=1,2,3, avec R(g A)y=—n Alp AN LAY ;
3
cas g2 < 0, w(Ae, Aa) = ER(e, A)yui(e, a), 4.7b)
j=1
i=1,2,3, avec R(e, A)y = —n” A7 AA AP

N
D’une fagon générale, les fonctions Y(,L,,)[:(a, e)] ou Y(;)[oa(e, a)] sont les
harmoniques sphériques du groupe de rotations homomorphe du petit
groupe de la direction de temps ¢ et ont la loi de transformation :

cas ¢* >0, Y&[e(a, &)] = DY(A A A YE[(AG, Ad)]; (4.8a)
cas g* < 0, Y&[u(e, )] = DY(A2acAA o) YO [a(Ae, Ad)). (4.8 b)

Dans la premiére partie de ce chapitre nous allons montrer comment
P’invariance relativiste permet de développer les éléments de matrice

VHp', pY o= (' 'V |740) | py 2D

en fonction des harmoniques sphériques (4.8 a) ou (4.8 b) selon que g* >0
ou ¢g* < 0. Les coefficients de ce développement sont construits explicite-
ment comme des produits de matrices de représentations du petit groupe de ¢
par des symboles 3 — j, le tout multiplié par des fonctions de ¢® invariantes
relativistes. Nous appelons ces derniéres, facteurs de forme.

D’aprés la relation (1.71), la loi de transformation de V“(p’, p))"l par
les opérations A € L1 est la suivante :

Vi(p', ), = DPIR7w, M5, DOIR@ M (A7) VAP, Ap)s.
“.9)
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Dans le deuxieme membre de cette expression nous avons le produit de
I’opération A € Ll et de deux représentations du petit groupe de ¢ (D‘j”
et D) correspondant a des rotations distinctes (R~ (u’, A) et R(u, A)).
Dans le § 4 a4, nous étudions les transformations qu’il faut faire sur ce
produit de représentations pour obtenir des fonctions irréductibles par rap-
port au petit groupe de ¢. Ceci nous permet de définir ensuite dans le § 4 b
les facteurs de forme en termes desquels on peut paramétriser les compo-

santes V*(p’, p))";. Dans le § 4 ¢ nous appliquons aux développements ainsi
obtenus les régles de sélection étudiées dans le chapitre précédent. Ces régles
imposent des restrictions aux facteurs de forme lorsque le vertex est invariant
par réflexion d’espace, par renversement du mouvement, ou par les deux.
Nous discutons quelques applications a titre d’exemple.

Le § 4 d est une généralisation des techniques discutées dans les para-
graphes précédents au cas d’un vertex ou I’opérateur densité de courant ala
loi de transformation d’un champ de spin s quelconque [voir (3.26 a, b)].

§ 4a. — Cas d’un courant vectoriel ou axial.
Description du vertex en termes de fonctions irréductibles.

Nous définirons une base canonique pour les composantes V*(p’, P)NA
de la fagon suivante : selon que g% > 0 ou ¢* < 0 nous écrirons :
V4(p', p) = a"A(p, pV5 + T4 F(p, )% si ¢'>0, (4.100)
avec a* donné par (4.5) et
fl"':At—-)a;;; (4.11 a)
ou bien
Ve(p', Vs = e“B(p, pV5 + B E(p, p)*%  si ¢°<0, (4.100)
avec e* donné par (4.4) et
T = (Apen). (4.11b)

Nous aurons besoin parfois dans la suite d’exprimer F(p’, ) xouH(p', p)s
dans une base sphérique. Les composantes correspondantes sont données
par les relations

’ 1 ’
F(i) ” » = = {F :I: 13 ,’ * ]
(P P) A= F \/2{ 1= 2}(P P) A @.124)

FO(p, o) =Fu(p', )
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’ 1 . , ’
H(i)(Pl, P))‘R—_‘ :F T{Hl :tle} (P ’p))\l’

HO(p, Vs = Ha(p', )
D’aprés ces définitions en utilisant la relation (4.9) on déduit pour les

(4.12b)

composantes A(p’, p)*s et F(¢', p)"s ; ou E(p', p)*s et H(p', p)* les lois
de transformation suivantes (voir Appendice A4) :

cas g > 0,
A(p', )", = DV[R7w, M5, DV[R@, W], A(Ap', Ap)'s,  (4.130)

Fp', p)'s . i §
=DV [R7w, AT, DV[R@, AT, DU[R (@, A% FP(Ap, Ap)s,

4.140)
aveca=-4+1,0,—1;
cas g2 < 0,
F(p', )", = DV[R™w M5, DV[R@, A, E(Ap', Ap)'s,  (4.138)
H(p', p)*s i i )
=DP[R7(, A5, DV[R(w, AT, D[R (e, A%, HO(ap, pAY,
(4.16b)

avec a = 4+ 1, 0, — 1.

Pour réduire le produit de représentations du petit groupe de ¢ qui apparait
dans les deuxi¢mes membres des expressions précédentes, il nous faut
d’abord transformer ces relations de fagon telle qu’on ait un méme argument
pour chaque représentation. Voici la méthode que nous avons choisie :
selon que ¢ > 0 ou g2 < 0 et étant donné une transformation A € L l arbi-
traire, nous distinguerons une rotation particuliére du petit groupe de ¢;
elle sera associée au quadrivecteur a lorsque ¢% > 0,

R(a9 A) = t_—:AaAAt—m’
ou au quadrivecteur e lorsque g% < 0,
R(e: A) = t_—:AeAAt—»eo
Ensuite nous exprimerons les rotations R(u, A) et R(u/, A) en fonction

de R(a, A) ou R(e, A). Nous allons prouver 2 ce propos que pour tout
quadrivecteur de genre temps # on a la relation

R(u, A)=R(Aq, AZs) R(a, AR (g, A7L), lorsque ¢'>0; 4.150)

ANN. INST. POINCARE, A-V-2 10
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respectivement,

R(u, A)=R(Ae, AZIn) R(e, AR (e, A7L), lorsque ¢*<0. (4.15b)
En effet, considérons par exemple le cas ¢g* < 0. Par définition,

R e, A))=AT'A A =ATA AT'A A =AT'A

t—>u t—>e “t—>u t—»At__:ue t—>e t—>u t—>u u—>e t->u t—>e u—e t-uw

et le produit R(Ae, A;3x,) R(e, A) R (e, ArL,), exprimé sous forme de
produit de transformations de Lorentz s’écrit donc

At_—:AuAI_\;-»AeAt»AeAt——:AeAAt—>eAt——:eAu—>eAt—>u
= At_—:AuAA_lAI_\;»AeAAu»eAt—m
= A A A e Arw = R, A) c. q. f. d.

(Notons que le méme raisonnement peut étre répété de fagon complétement
analogue avec les expressions correspondant au cas ¢ > 0). Dans la suite
nous utiliserons la notation suivante

R, @) = A eAwsol . 4.16)

En tenant compte des relations (4.15ab), les lois de transforma-
tion (4.13 a, b) et (4.14 a, b) peuvent s’écrire ainsi :

cas ¢ > 0,

A(p, p¥, = DV[R7@, M-, D[R, AF, ANy, ApFs, @.170)

avece
A(p', p)*'s = DY[R(W, ))” v DV[R(a, )]s A(p', PV ; (4.18b)
F(a)(P', p)p’ﬁ ~ ~ ~,
= DP[R™(a, AP, DV[R(@, M, D°[R7(a, A)] %, F¥(Ap', Ap)-
(4.194a)

avec

F(p, p)f's = DY [RW, )] v DV[R(a, w]*. F(p", p)"5; (4.200)
cas g* < 0

E(p, p), = D[R (e, M, DVR(e, M, E(Ap', Ap)s, (4.170)
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avec
E(p', oo = D[R, O v DVIREe, I E(p, )25 (4.180)
H(p', ) 3 N N
=DP[R7e, AP, DV[R(e, )F, DP[R™e, A% HO(4p', ApY-,
(4.195)
avec

H®(p", p)’s = D[R@, &))" DV[R(e, )]’ H(p', p)*s.  (4.208)
A partir de ces expressions nous pouvons appliquer les techniques habituelles
pour réduire les produits DUY(R-Y) DU(R) dans (4.17 a) ou (4.17 b) et
DUY(R-) DU(R) DO(R-?) dans (4.19 a) ou (4.19b) :

a) Considérons par exemple 1’expression (4.17 b) et multiplions a droite
J e L
¢ J M
En tenant compte des formules (1.51 a, b) et (1.63), on trouve la relation,

.y L , , .y ~ L
(’ ’ )E(p', pf, =D"[Re, A)]“M({ °

i M e J M
c’est-a-dire que pour chacune des valeurs L=| j—j' |, | j—j'+1 |, ... j+j’
I’ensemble de fonctions ()

BN 0 = V2L 1(7, ¢ 1) DV[RW, oy DYIRG, il E(p', )
(4.22b)

et a gauche par le symbole 3 — ( ), en sommant sur les indices p’ et p.

)E(Ap', Apfs; (4.210)

avec M = — L, ..., L, est irréductible.

b) Le méme procédé appliqué a I’expression (4.19 b) nous donne la
relation
j e 1 @) .+ o’
(7 5 m)enrs .
’ i’ I o ~
=DY[R(e, 1)), D[R, A)]“a(i ’ )H‘“’(Ap', Ap)~. (4.23D)
pr j mr (4
Nous pouvons poursuivre la réduction du produit DO(R) D®(R-Y) en multi-

pliant (4.23 b) par le symbole 3 — j ( LmL

et en sommant sur les indices «
« I M

(®) Le facteur 4/2L + 1 dans (4.22 a, b) est un facteur de normalisation choisi
de fagon telle que pour j* = 0 on ait

EQw', p) = E9p', p).
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et m. En utilisant les formules (1.51 a, b) et (1.63) on arrive au résultat :

e IN(1 m LYy ) o
(L8 )G 7w Eewr

' j m N ;
i" e INflm L\~ ~
= DY[R(e, M) M(~ ~)(~ )H‘“’(Ap', ApYF-; (4.24b)
o Jm/\a I M e

c’est-a-dire que pour chacune des valeurs L = | 1 — 1 LLl+1oul=|j—j|,
|j—J 4+ 11|, ..., j+j' Vensemble des fonctions (%)

H (v, p) = v/ + DL + 1)

j ! P IN\(1 mL () ’ 4 @) s 4
(05 )07 3) P IRG, o DYRG, w0, B, o5, (0.250)
avec M = — L, ..., L, est irréductible.

Les mémes opérations appliquées aux expressions (4.17 @) et (4.19 a)
correspondant au cas g® > 0 nous permettent d’obtenir les fonctions irréduc-
tibles suivantes :

AN, p)=1/2L+1

(i' : i&) D[R, @)Fy DO[R@, W], A(p', p)2; (4.220)

F&%(', p) = /@1 + 1)L + 1)

i N1 m L\ (i AT B A p@( VY
DY’|R DY|R .
(5% ) 3 DR, @Fy DYIRG s O o) @.250)

Pour une valeur de ¢ fixée et par rapport a une tétrade de référence { t,—}; b
les fonctions ES{(p’, p) et HY (»', p) ou AQ(p', p) et EG (p’, p), selon
que g% < 0 ou g% > 0 ne dépendent que des constantes m?, m'2; de ¢2; et des
composantes du trivecteur Z(e, a) ou :(a, e). Nous allons voir dans le para-
graphe suivant comment cette propriété permet de donner aux fonctions
irréductibles une structure plus explicite.

§ 4 b. — Facteurs de forme.
Paramétrisation multipolaire.

D’aprés les lois de transformation (4.8 b) et (4.21), (4.24 b), les fonc-
tions (4.22b) et (4.25b) contractées avec les harmoniques sphéri-
ques (4.8 a, b) :

> Elg" s e, @) YHleCe, o) (4.26)
M

() Le terme v/(2/ + 1) 2L + 1) dans (4.25a, b) est un facteur de norma-
lisation.
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et
> HElg' s ate, @) YR, ), (4.278)
M
pour chaque valeur de L et (L, /) sont invariantes par rapport aux transfor-
mations A € LI.. En effet, pour (4.26 b) par exemple (%), on a

ZE("’[q ale, ) Ylate, )]

M
D®[R(e, A)]*« DP[R(e, M) w EQIg*; d(Ae, Aa)] Y¥[a; (Ae, Ad)]
M’ MM

— Zsmer‘t}[q“  w(he, Aa)) Y {a(Ae, Ad)].
4

Notons aussi que (4.26 b) et (4.27 b) sont indépendantes du choix de
tétrade (7, Z); en effet, d’aprés (4.6 b),
«(Ae, Aa) = — Aa. A, aet

— — aAA L\ AN = — . Apiyre AN = (e, @),
ou les composantes de « (e, a) sont définies par rapport 3 la tétrade de réfé-
rence {t' = A7, " = A—ln} En outre,
R—l(Ae, Az:»Au)ij = - n(')~At_—>AeAAu—>AeAt->Aun(i)

= - n(i)- AAKE‘t»eA—IAAu»eA_lAt—»AuAA—ln(j)

(i) A-1 -1 -1 .
= n’l . At'—»eAu—mAt'—mnl(]) =R’ (e, At'-—»u)ij ’
et on a ainsi,

ZE‘;’W ; ale, @) Y[x(e, )] = ZE‘;‘W ; «'(e, @) Y9I (e, @)l
M M
Dans le cas ol g2 < 0, nous appellerons facteurs de forme du vertex

VH(p', p)wl les fonctions scalaires obtenues par intégration des quanti-
tés (4.26 b) et (4.27 b) sur le petit groupe de ¢ :

BV = 5, +IZ JaoG et D YR, @280

H(Ll)(q) ’\/ZL 1 Zfdﬂ(oc) H(LI)(q : d)Y( (a)’ (4.29 b)

(®) Le méme raisonnement s’applique aussi bien & (4.27 b).
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ou d€)(«) est I’élément de volume invariant du groupe de rotations homo-

morphe au petit groupe de #. Les facteurs de forme de V*(p’, p)xl;‘ corres-
pondant au cas ol ¢g* > 0 sont donnés par les expressions :

A% =/ 5 IZ [0 A% HTRE, @234
FP@ ="y %ZJ OHFHE ;) TNE. ¢.290)
M

Compte tenu de ces définitions et aprés inversion des relations (4.22 a, b)
et (4.25 a, b), le développement des fonctions de vertex V*(p’', p))";‘ en termes
des facteurs de forme AM)Y(g?®) et FL(g?) ou E®(g2) et HLN(g?) est donné
par les expressions suivantes :

cas g2 > 0,

V¥(p', )5=D?[R(g, )] DV[R(w, )] x P, 7 M) ang
S[e 12

+f@2x/§7+— (A [y Fg)) Vi Y8 0 4300

lmL
cas g% < 0,
V(o' 2= DV IRe, ] VIR o x > [e(%, 7 1) %)
LM
I M
+h(a)2'\/21+1(3 ]p n;) (T m L) H(L’)(q )] ,\/41,: Y( [Ot(e, a)] (4-30 b)

§ 4 c. — Reégles de sélection
pour les facteurs de forme.

Les régles de sélection étudiées dans le chapitre III s’appliquent aux

composantes V*(p’, p)"'l. Lorsqu’on factorise les fonctions de vertex en
termes de facteurs de forme selon la formule (4.30 a) ou (4.30 b), il convient
d’exprimer les régles de sélection de telle fagon qu’on puisse les appliquer
directement aux facteurs de forme. Voyons quelles sont ces régles.
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10 D’aprés I’Enoncé 1 du chapitre III, I'invariance du vertex par rapport
3 la réflexion X, [voir (3.3)] implique entre les composantes A(p', p)7‘;\
et F(“)(p’, p)NA ou E(p’, p))"l et H(“)(p’, p)wl, les relations suivantes :

cas g% > 0,
AW, pY'a=—ne(—= 17 A(p, p) .31a)
FO>p', p)s = nee'(— 1% F9>p’, p)*s s (4.32a)

cas ¢* < 0,
E(p’, p)'n = — ne'(— 1Y E(p', p)>, (4.31b)
H(a)(p:, p))‘/;‘ — -qt-:E’(— I)A—A’—a H(a)(p/, p);‘l;‘. (4.32 b)

En ce qui concerne les composantes irréductibles AS7(p’, p) et F&(p', p),

ou E(,]Jl)(p’, p) et H%f')(p', p), nous allons montrer que ’invariance par rap-
port 2 la réflexion X, implique les relations :

cas g2 > 0,
AN, p) = — (= DY AR, p), 4.330)
Fi"(', p) = ne='(— 1™ F"(0', p) s 4.34a)

cas ¢> < 0
ENP, p) = — nee'(— )Y ER', p), (4.33b)
HY (7', p) = ne='(— DY HM (@', p). (4.34b)

Voyons par exemple comment on peut obtenir (4.34 b) (4). D’aprés (4.24 b),
la loi de transformation de H$"(p’, p) par rotation de = autour de 1’axe n
(rappelons que n = n® et n.p = n.p’ = 0) est
HY (', p) = (— 1)"8mm  HS (®p', Pp) ;
en tenant compte, en outre, de la définition (4.25 b) et en utilisant ’inva-
riance par parité, on montre que
HY%"(Pp', Pp) = ne’  HY (2, p),
d’ou le résultat (4.34 b). Ces régles induisent des restrictions trés simples

sur les facteurs de forme définis par les relations (4.28 @) et (4.29 a) ou
(4.28 b) et (4.29 b). Voici les résultats :

cas g* > 0
AL(g?) = — nee’(— 1) AD(g), 4.350)

FL)(g?) = nee’(— 1)L FL(g?) ; (4.36a)

(» On peut appliquer le méme raisonnement pour obtenir (4.33 a, b) et (4.34 a).
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cas g < 0
E0(gY) = — qee’(— L EU(g?), (4.35b)
HOg) = ned(— DF HON(g?) ; (4.36)
c’est-a-dire, I’invariance du vertex par rapport a la réflexion =, implique que,
dans les développements (4.30 a) ou (4.30 b), seuls les facteurs de Sforme du
type AM(g®) ou ELX(g?) tels que
(— D+t = e, 4.37)

et les facteurs de forme du type F&(q%) ou HLN(g?) tels que

(— 1) = yee, (4.38)
peuvent étre non nuls.
20 L’Enoncé 2 du chapitre III appliqué aux composantes A(p', P)AA
et F(p', p)*s ou E(p', p)*' et H(p', p)"'», nous donne les relations :

cas g* > 0,
A, p)a= (=117 A(p',p) ™ (4.390)
FO, oY= (= 17" F0p,p) "0  (4.400)

cas ¢* < 0,
E(p, p) = (=17 E(p,,p) ™" (4.39 b)

HO(p', p)l'r = (— 1))+ HO(p!, p) ™V s (4.40b)

Nous allons voir ensuite que I’invariance par renversement de mouvement
implique pour les composantes irréductibles les restrictions suivantes :

cas g2 > 0,
AR, Pp) = (— 1™ AR, p), (4.41a)
Fi"®p', Pp) = (—1)""™ E (', p); (4.42a)
cas ¢* < 0, |
EQ®p, Pp) = (— 1M E_R(, p), (4.41b)

HE®p', Pp) = (— 1)*"M H Y, p). (4.42b)
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En effet, considérons par exemple (%) la relation (4.42 a). D’aprés (4.25 a),
on a,

F (7', Pp) o
=\/(2l+1)(2L—|-1)(;, ° )(a " M)(—1)"-°'D‘f"[R(u', ol

m
. = A
x(=1F7"D?[R(@, ] -, F(Pp', Po)"

. j —p I\(1mL ,
—_ 2 — N -i+1 A —A m
VeEFDRLED (- T 78 ) (0 ey
xDV[R@, )] . DP[R@@, ] -, FO(Pp’, Pp)s;
mais I’invariance par renversement du mouvement appliquée aux compo-
santes F(p’, p)* implique,

o) , o i it — , 3’
FO(p’, Pp)a = (— 1) (— 1)/ (= 1)7" F(p, p) ™.
d’ont la relation (4.42 a). En outre, d’aprés la loi de transformation de
F&"Q, p) par rotation de = autour de I’axe n (n = n®et n.p = n.p’ = 0),

on a
2@, p) = (— DMsum FR'(0', D).

Tenant compte de ce résultat et de la relation (4.42 a) on déduit :

0, p)=(—1)" F50, p). (4.440)

Cette régle, ainsi que celles correspondant aux autres composantes irréduc-
tibles :

AN, D= (=1 AN, p); “.430)

et, dans le cas ¢® < 0,
ENG®, p)=(—1)" E_Q@,p) (4.43b)
HYy (p', p) = (— 1) HS (', p), (4.44b)

nous donnent pour les facteurs de forme correspondants (v01r défi-
tions (4.28 a, b) et (4.29 a, b)) les résultats suivants :

cas g* > 0, ’
AD(gY) = AT, 4.450)
FLD(g?) = FLO(g?); (4.46a)

(%) On peut appliquer le méme raisonnement pour obtenir (4.41a,b)et (4.42 D).



140 EDUARDO DE RAFAEL

cas g* < 0
E®Y(g*) = ED(g?), (4.45b)
H©)(g%) = HTO(g?) ; (4.46 )

c’est-a-dire, V’invariance par renversement du mouvement dans un vertex
implique que les facteurs de forme sont relativement réels.

§ 4d. — Remarque concernant la conservation
de Popérateur densité de courant.

Considérons le cas ou I’opérateur j*(x) dans un vertex est tel que
0, j%(x) =0, 4.47)

et voyons quelles sont les conséquences de cette équation de continuité
pour les éléments de matrice du vertex. Soit P+ le générateur des translations
d’espace-temps et rappelons 1’équation suivante (%),

9j¥(x)

[Py 60 = — 1557

(4.48)

La valeur moyenne de cet opérateur entre les états A une particule | p, jA )
et | p', j'2) nous donne la relation

%)

— P IV S | N =0 =Pl N ) | 2 N 5

et tenant compte de I’invariance par translation et aprés intégration par
rapport & x on a

. VAT 'D.'vx o ’ i ’ rosat| o 2
—l.de<p I {}T(u) |p, jry=(p ,p)ujdxe"‘”‘” >’y N[O p, A,
ou encore,

A4 a.v > ’ ! ’ ’
—ig* | dx{p', 'V | J() | 2 = (2r)*8(p—p'—g)p—P")uV* (', )2
OxH

D’aprés (4.47), le premier membre de I’équation précédente est nul, et on a
donc

g.V*(p", p)'r=0. (4.49)

(%) Voir par exemple Killen [60].
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Dr’aprés (4.10 a, b), cela veut dire que dans le cas ou g% > 0,
2,j%*)=0 entraine Alp,p)s=0; (4.50a)
et dans le cas o1 g2 < O,
2,7%x)=0 entraine au—I;“. ﬁ( p', p)a=0. (4.50 b)
Voyons quelles sont les restrictions qu’on déduit de (4.50 a, b) pour les
facteurs de forme (voir Appendice B4) :
i) dans le cas ou ¢ > 0 on déduit d’aprés (4.30 a) et (4.50 @)
AD(g) =0,pourtout L : |j—j' |, j—F +1,....7+j; (4.51a

ii) dans le cas oll ¢ < 0 on montre, en tenant compte de (4.30 b), que
la condition (4.50 b) implique une relation linéaire entre les facteurs de
forme HL)(g?),

AL+1(010 o
Z\/ e (1 . L)H(LJ)(q)_o. 4.51 b)

@

§ 4e. — Exemples.

Pour illustrer les applications possibles du formalisme précédent nous
allons discuter maintenant quelques exemples.
1°K - n++1+4v.
Au premier ordre dans le couplage faible, I’amplitude de transition pour
ce processus est proportionnelle 4 la quantité
P |j* O [p) 1 @4.52)

ou J, est I’élément de matrice du courant leptonique associé A /et v,; p’ et p
sont les énergies-impulsions du = et du K respectivement. D’aprés (4.30 a)
le vertex hadronique { p’ | j#(0) | p ) s’écrit (voir fig. 4.1)

V¥(p', p) = A(g*)a + F®(g)ev, (4.53)

Fic.4.1. — K >n 4+ L + v, au premier ordre dans le couplage faible.
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ou
qu. (mz_mz__ 2);:. (2_ 2 2) "t
=9 o e \xTMm—q)P t M= G)PT sy
\/qﬂ \/q 2A(mxr My, \/q 2)
avec

ANa,b,o)=(@+b+c)la—b+c)l@a+b—c)(@a—b—o).

La relation entre les facteurs de forme A©(g%), F®(g*) et les fonctions
f(g®), f(q*) définies par

Ve(p', p) = filgd(p + p)* + f~(@)(p — P ) (4.55)

(expression qu’on trouve couramment dans la littérature (7)) est la suivante

1 my — my,
VoM@ =TT L@ @) (4.56)
__=F(1) 2) — s iy 2). 456b
Vo @) p cy (4.56)
A D’approximation ol on suppose le courant hadronique conservé, on a
A%g)=0; 4.57)
c’est-a-dire,
2 _ mz
g K

f(g)=fug)™

20K + N — K* 4+ N*
Dans les réactions (8)
Kt+p > Kt+n+p+nt
— K° 4+ +p+mt 4.59
—- K° —[—7:++n+TL'+,

= (4.58)

une forte proportion des événements finaux correspondent a des configura-
tions K* + N;;z. On observe pour le K* produit dans la réaction

K*+p - K* + N3, (4.60)

une distribution angulaire fortement piquée vers ’avant, compatible avec
le modéle simple d’échange d’un = illustré par le diagramme de la figure 4.2.

(%) Voir par exemple Dalitz [64].
(®) Voir par exemple : Chinowsky et al. [62]; Goldhaber [63]; Ferro-Luzzi
et al. [63]; Ferro-Luzzi et al. [65]. ‘
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Suivant les techniques développées dans ce chapitre, nous allons discuter
ci-dessous la structure des fonctions de vertex correspondant au diagramme
précédent. Soient p et p’ les énergies-impulsions du N et du N*. D’apreés
(4.30 b) et en tenant compte de la conservation de parité [voir (4.37)], le
vertex « (virtuel) 4+ N — N* est décrit par la fonction

V(7', Yy = D*’[R(e, )]s D**[R(y, €)]%
% 2(372 léz 1\14) E(¢")V/4x Ylule, ). (4.61)

K‘G
K'I-
-
!
]
R
[}
]
>3
N*
3/2

Fi1G. 4.2. — Modéle d’échange d’un =
pour la réaction K* + p - K* + NJ..

Rappelons-nous que u = p/m, u’ = p’/m’; et

me— 2___ g2\ ptt '2__pi2 a2\ p'e

(m*—m">—q*)p* 4 (m m—a)p" 4.62)
Va2 | A, m', 4/g)

Les éléments de la matrice V(p’, p)xlx ont une forme particuliérement simple

dans le systéme de Breit, ol # = e; dans ce systéme, le vecteur ¢ n’a pas de

composante de temps. Nous pouvons choisir en plus ’axe n® d’espace le
long du quadrivecteur a. On trouve alors le résultat

[ 1

Vgl et = (p—p)*, er=

0
1
- >\ 1 3 - 2)
V(E, p’; E,p) =é'\/§Eﬂ’(—~q2) . V3 . (4.63)
0
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Ceci nous permet d’obtenir tout de suite 1’expression de la matrice
densité p(N*))‘;,, décrivant la distribution de spin dans I’ensemble des N*
produits dans (4.60) par un mécanisme d’échange d’un . On a

;W Aol
p(N*);\:}a\, _ Ev(p ,P) Ap(p);\V(P ,p) 3

i , (4.64)
. au V@)V, p)

ot o p)xi est la matrice densité des protons cible. Pour une cible non pola-
risée on trouve en tenant compte de (4.63)

30 43 0

10 1 0 /3
N# b, =-1 . 4.65
o(N*)"5, 843 0 1 0 (4.65)

0 43 0 3

De la méme fagon, par application de (4.30 b) et (4.37), on trouve pour le
vertex K — K* + & (virtuel), ’expression suivante

, ! VMO — -
eyl £ 3 €0 v
e
M

* (4.66)

avec
k'2 = mzx* N k2 = mi:
et
2 ’
S (. — mgx — q*)p* + (mex — mx — ¢°)p " 4.67)

N V| ¢ | Almg, mex, /q°)

Dans le systéme ¢ = ¢’ et avec n® = — a, les éléments de matrice V(k', k)»
s’écrivent simplement

1
V(E, k'; E, k) = —=e®(— ¢ [0] ; (4.58)
\/2 1

on obtient ainsi pour la matrice densité de ’ensemble des K* produits
dans (4.59) par un mécanisme d’échange d’un =, le résultat

1 01
p(K*)——:%(O 0 o). (4.69)
1 01
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§ 4f. — Généralisation au cas d’un courant
ayant la loi de transformation
d’un champ de spin quelconque.

Nous avons vu dans le chapitre III (voir le § 3 d) que dans le cadre du for-
malisme 3 (25 + 1) composantes, un vertex est décrit d’une fagon générale
par I’ensemble de fonctions

Voo, o) = (P, iV | jEn©) | p, ) (3.3009)
Vo2’ PY5 = (P, iV | 76.000) | Py A ). (3.30b)

Il est facile d’étendre les techniques discutées pour le courant vectoriel
(et axial) aux fonctions (3.30 a, b) et de donner leur paramétrisation multi-
polaire en termes de facteurs de forme. En effet, la loi de transformation

des fonctions (3.30 a, b) par rapport aux opérations A € Ll est d’aprés (1.71)
et (3.27a, b)

Vel PV ) N )
= D[R, AP, DV[R@, AT, DAL VE (Ap', Ap)'s,
4.70a)

Vos(P's PV N i i
= DV[R7w, AP, D[R, AT, DAL VE (Ap', Ap)'s.
(4.70b)

Dans le cas ou g* >0 (resp. g2 < 0) nous multiplierons (4.70 a) par
D®(A;2,)% et (4.70 b) par D®?A(L,)°, (resp. (4.70 a) par Dy o(A7L)%
et (4.70 b) par D®?(A;-L)"%, avec sommation sur I’indice «. Nous aurons
ainsi les nouvelles lois de transformation suivantes :

cas g2 > 0,

D Ai50)% Vo p' Y

D(o’s)(At_—:a) A V?o,s)(p P ))‘,7‘ x
= D[R, A5, DP[R@, A, D[R e, M),
X DA, % VeolAp' AP)}‘%‘ , 4.71a)

DOAT )5 Ve, (47 Ap)s

t—>Aa’ o  (0,9)
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cas g2 < 0,

D (AL)% Ve 2", p)a |
DAL Vo', )5 ) -
— D(j’)[R—l(ur, A)])\I‘)’\, D(j)[R(u, A)] 7\)\ D(S)[R—l(a, A)] ﬁ"é

D(s,O)(At—:Ae)B’; VZ,O)(Ap s Ap )x’;’\
X — . (" 4.71d)

D(O,S)(Ar—:Ae)BZ VZ‘O,S)(Ap s Ap ))\i )
Notons que dans ces expressions, les représentations figurant dans le pro-
duit DUIDWD® sont identiques a celles qui apparaissent dans (4.14 a, b).
La réduction de ce produit en représentations irréductibles a été étudiée
dans le § 4 a. Nous pouvons écrire directement les développements des fonc-
tions (3.30 a, b) en termes de facteurs de forme par simple comparaison avec
les résultats obtenus dans le cas du courant vectoriel. On trouve ainsi les
expressions suivantes :

cas q* > 0
V(xs ;’ 7\' " , . ’ 2
\ ’0)(p p))\,)\ = D(J )[R(a’ u’)]x p' D(I)[R(ua a)]p)\z (p-l J n;) (B I ZI)
Vao(o', o) C e 1\s m
L[ DOO(AL) QM)
X A/4r YR[e(a, )] g ¢ 7Y (4.720)
D(o,s)( At—m)aﬂ P(L,l)(qz)
cas g% < 0,
o ’ A PR
g Veulr 2Vl e, iy DR o> (52 7) (¢ 1 1)
V(o,s)(p’: P) A LI Je

D(s,o)( At—»e)aﬂ Q(L,l)(q2)

L
X VAR D | iy, 2 §

4.720)

Les régles de sélection pour les composantes (3.30 a, b) ont été données dans
le chapitre II1 (voir Enoncé 3 et Enoncé 4). En tenant compte de ces régles
on déduit par une méthode analogue a celle décrite dans le § 4 c. Les résul-
tats suivants :

10 L’invariance du vertex par rapport & la réflexion %, implique

QE(g?) = (— Denpes’ PEN(g?); “.73)
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20 L’invariance du vertex par rapport & I’opération =, [voir (3.14)] implique

Qg = Qg (4.740)
PLI(g%) = PTI(g?); (4.74b)

c’est-a-dire que les facteurs de forme du vertex sont relativement réels.

APPENDICE A .4

LOIS DE TRANSFORMATION DES FONCTIONS
A7, P E(2', p)"; et FO(p', p)¥,, HO(p", p)*,
Nous allons déduire les formules (4.13 b) et (4.14 b). Le méme procédé s’appli-

que aux formules (4.13 a) et (4.14 a).
Le point de départ est la loi de transformation

u(p'. oV — DYURw. M. DD X (A VYA Y
Vi(p' p)*, [R7@, M]*5, DV[RG@, 2] (A )“ V¥(ap, Ap) 5 4.9
Multiplions cette expression par le quadrivecteur e, défini dans (4.4). On a alors
e,V (2, p)", =DV [R7w, A, DO[R@, A)] ", (Ae) V¥(Ap', A )", (A4a)
d’ou la loi de transformation (4.13 b), avec

E(p, p)¥s = e, V¥(7', P)" (A.4b)
et
E(Ap’, Ap)Y, = (Ae) V¥(Ap'. AP, (A.4c)

Multiplions ensuite 1’expression (4.9) par le quadrivecteur

B = (A, n9), «=+1,0—1; 4.11b)

en nous rappelant que
1
(£) _ ) i1(2)) « ,(0) )
) =F — (™ + in®) ; 9 = n®,
V2
On a
@OVE( . oV — DUMR Y. AVIF. DO X
ﬁuV (7', p) \ DY[R7(w, A) ~;‘,D [R(u,A)]l

Z@(A~1 A1 -1 )% , 3
xnu(A ATA  )E(ATD ) V(A ApY s

t—>e t—Ae t—>Ae

=DY[R™w, M5, DP[R(, M),

- (AT AT o VB A1 W VE(A P &

X no (AT A v A V¥

: +z u.( t->e At—>Ae) \.”(g)n v t—»Ae) V-V (AP s AP) 7‘; (Ad.d)
a=+,0,—

ANN. INST. POINCARE, A-V-2 11
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Mais
ATLATA, 4, =R7Ye, D),
et
— 7@ 1A b pv _ DOIRTY o A4
(AHeA e ) DW[R™(e, A)] A4

En outre

Z@(A-1 WY ()]

nv’ (At»Ae) v (At»Aen )E. (A.4g)

Ces résultats portés dans (A .4 d) nous donnent la relation
() ;oW DUIRY A j x -1
KOV (p, p)", =DV[R7@, M]*;, DY[RG, 1)), DO[R7C, iR
) @ Y
x (s, 5®). V¥(Ap', Ap) x (A.42)

C’est le résultat (4.14 b) avec

H®(p', p)¥, = — FOV¥(p', p)", (A.41)
et
H(a)(Ap/’ Ap))")‘ __ (At»Ae’_I(B))uVu(AP” AP)N;\. (A.41)

APPENDICE B.4
CONSERVATION DE COURANT ET FACTEURS DE FORME
Considérons d’abord le cas g2 > 0. Nous avons vu que

2,%(x)=0, entraine  A(p’,p)*,=0; (4.50a)
c’est-a-dire, d’aprés (4.30 a),

DY[R(@, @)]", DY[R@, A, Z(" j M) ADG) YO[(a, 9] = 0. (B.44)

LM

- . j N U A .
Multiplions ces expressions par D(’)[R(u »ad]' DU)[R(a, #)]'3 avec sommation
sur les indices A et 2’ (X et ¥ fixés). On a alors

Z(” ! M) A®) YO[a, )] = 0. B.45)
j AL
M

j’ i L, H g ~, e
Multiplions maintenant par Y iw avec sommation sur A et A’. En utilisant la

propriété d’orthogonalité des symboles 3 — j, on déduit

ST AV YEiEa, e = ®.49)
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Ceci étant vrai pour tout L’ et M’, on conclut donc
AW =0, pourtout L:|j—jl, |i—j+1],....i+Jj. (@4.51a)
Dans le cas ou g2 < 0, nous avons vu que
2,j*x)=0 entraine aj“.ﬁ( P, p)"'l =0; (4.50 )
c’est-a-dire, d’aprés (4.30 b)
IR, ) DIIRG, oty >3 (51T} )
x HED(g?) YE(ale, a)] = 0. (B.4d)

Cette expression dans le systéme de Breit, le systéme au repos de e, s’écrit

¢ ”‘522(?: 26 m L) R YR ol (B.40)

et si on choisit h(") = a* (voir (4.11 b) et (4.6 b)), on trouve

szL m 12(" I ) H@O P =05 ®.45)

c’est-a-dire

2L +1 @hye) —
Z\/le H (@*) = 0. (4.51b)

DEUXIEME PARTIE

Théorie relativiste des corrélations angulaires
dans les désintégrations successives en deux corps.
Applications.

Nous allons étudier dans cette deuxiéme partie les propriétés cinématiques
des processus ol une particule d’énergie-impulsion p et spin j se désintégre
en deux particules : une d’énergie-impulsion p, et spin j, et une d’énergie-
impulsion p, et spin zéro

Pp=pi+D (II.1)

(G —> /1 0)
avec

p=m et pi=m, pi=m (L.2ab,c)
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Nous discuterons aussi le cas d’une cascade de désintégrations en deux
corps; c’est-a-dire celui ou la particule p, de spin j, se désintégre encore en
deux particules d’énergies-impulsions p; et p, et spins js et zéro,

P1=Ps+ Ps (I1.3)
(r = Ja 0)
avec
pi=m; et  pi=m. (I1.4a, b)

Dans le chapitre VI nous entreprenons 1’analyse phénoménologique géné-
rale de ces processus. Quelques applications a la détermination du spin et
parité des résonances sont discutées dans le chapitre VI.

CHAPITRE V

DESCRIPTION PHENOMENOLOGIQUE
DES DESINTEGRATIONS A DEUX CORPS
ET ANALYSE MULTIPOLAIRE

Dans une désintégration a deux corps

P =Dp1+ Do 5.1

les invariants du systéme sont des constantes qui dépendent uniquement
des masses des particules :

1 1
p-pr= 5 (m’ + mi — mi) ; p-pa= 5 (m i — i) ;
1 (5.2a,b,¢)
D1.D2= i(mz - mi — m§)~

Par rapport 3 une tétrade de référence { ¢, n }, la distribution d’une confi-
guration finale dans (5.1) est complétement spécifiée par les masses des
particules et par 1’orientation du trivecteur suivant

- 2 -
e(p, P = A-¥(m, my, my)(py A PY DSy, (5.30
avec
s= A,_,u;; ; u=plm (5.3d)
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et

A(m, my, my) = (m~+my+ms) (m+my,—m,) (m—my+-m,) (m—m,—ms),
(22 AP = pp"* — o, " (5.4)

Ce trivecteur, dans le systéme au repos de la particule p(t = u), coincide
avec I’impulsion normalisée de p,,

e(p, py) = pi/| P |-

En général, Z(p, p1) sont les trois composantes de la projection sur s(;), s(i)

et S(:) [voir (5.3 b)] du quadrivecteur normalisé qui est dans le 2-plan p, p,
et orthogonal a p.

Les deux paramétres a mesurer dans chaque événement du type (5.1)
sont ’angle polaire 6 et 1’angle azimutal ¢ de Z(p, py) : d’aprés la défini-
tion (5.3) on a
cos 6 = — 2mA-12(m, m,, m,)(p,.s®) 5.5

et
A 27 —-1/2
cos ¢ = [W — (pl-s(”)] (p1.5D). (5.6)

Le but de ce chapitre est de préciser I’information qu’on obtient de I’étude
de la dépendance du systéme en fonction de ces variables angulaires. Dans
le § 5 a nous calculons I’expression générale de la distribution angulaire des
produits de désintégration dans une transition j — j;, 0. Cette distribution
angulaire a la forme suivante

2j L
pup)= > > X0 ss i ) YR, P 5.7)
Lnd
L=0M=—L
Les coefficients X$(j, j.; p) de ce développement sont calculés explicitement
en fonction des paramétres multipolaires t(,i)(p) de la matrice densité de la
particule initiale et des amplitudes A® de moment orbital
l= ,J—JIL N )
du processus de désintégration (5.1). Dans chaque élément de volume

dQ[Z( P, p1)] nous aurons un ensemble de particules de spin j, produites avec
une énergie-impulsion p,. La distribution de spin dans cet ensemble est

décrite par les paramétres multipolaires vy 1 D)

O<L <2j; —L'<M' <L)



152 EDUARDO DE RAFAEL

La dépendance angulaire de ces paramétres est calculée dans le § 55 et
le cas particulier qui donne la dépendance angulaire de la polarisation longi-
tudinale est étudié dans le § 5 c. Dans 1’étude des désintégrations en cascade
il est parfois utile de connaitre la valeur moyenne des paramétres t(;;i)(pl, D)
par rapport a la distribution angulaire I(p,, p). Ce calcul est fait dans le § 5 d.
Nous montrons comment les moyennes (t(,f,:)(pl, D) ) s’expriment en fonc-
tion des paramétres t(;)(p) et des amplitudes A®.

A Y’exception du § 5 d, beaucoup des résultats obtenus dans ce chapitre
ont été aussi discutés par plusieurs auteurs (*). Néanmoins, la technique que
nous employons différe notablement de celle utilisée par ces auteurs dans le
sens que nous ne faisons pas un choix particulier de systéme de référence
ou d’axes de quantification.

§ 5a. — Distribution angulaire
dans une désintégration a deux corps.
Cas particuliers.

Dans une transition du type (5.1) les éléments de matrice de 1’amplitude
de transition sont donnés par 1’expression

l . -
T(ps, p) 5 =P jsr; 22| T|p, jA). (5.8)

Ici I’état final est un produit tensoriel d’états 4 une particule et 2, 2, sont
définis par les relations

W slpay=Ap)  s=Aea®,  u=pim;  ($5.99)

W . .
~m S Ipl,.]l)‘l Y=M |P1a M), si= At—>u1n(3)’ uy = pyfmy.  (5.9b)

g
L’invariance relativiste de la matrice de transition implique
T=UWATUA), VAeLl (5.10)

et les éléments de matrice (5.8) ont donc la loi de transformation

T(ps, p), = D[R '@ M DVIRG A, T(Aps, )%, (5.11)

(¥ Voir par exemple : Byers et Fenster [63]; Ademollo et Gatto [64]; Ademollo,
Gatto et Preparata [64]; Henry et de Rafael [65]; Button-Schafer [65]. Pour une
excellente mise au point sur ce sujet voir Jackson [65 a].
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avec
R(ll, A) = At_-:AuAAt—w et R_l(ul’ A) = At—'—:ulA_lAr»ul- (5 124, b)

Pour réduire ce produit de représentations nous allons utiliser de nouveau
la technique introduite dans le § 4 a. Notons d’abord que les rotations R(u, A)
et R~(u;, A) sont liées par la relation

RY(uy, A) = R (uy, ) R~(u, A) R(Auy, Au) (5.13)
avec

Ry, 1) = AT Ay oD (5.14)

Cette relation portée dans (5.11) nous donne I’expression suivante :

DYW[R(u,, wl”, (s p)* = D[R, A)] kY D”[R@, M),

x DWIR(Aw, A)]% T(Aps, 4p)%. (5-15)

Ensuite nous multiplions cette équation par le symbole 3 — j (J ! )\ ! ) en
vj m

sommant sur les indices v, et A. En tenant compte des formules (1.51 a, b)
et (1.63) on trouve le résultat

-1 A l 1 A2 1 m’
(23 )P RG], T p)'%, = D[R A"

~

BAW? o 5
x (7" " IDYIRAu, AD]™: T(Apy, Ap)™:. (5.16)
vy j ml Ay A

Ceci nous conduit & définir comme amplitudes irréductibles les quantités (%)

oo )= VAF1(1 ) ) DR, ]S, T ), 5.1

(® Le facteur 4/2/ 4 1 dans (5.17) est un facteur de normalisation choisi de
fagon telle que pour j, = 0 on ait T‘,Q( P1, P) = T(py, p),.



154 EDUARDO DE RAFAEL

avec

I= |j_~j1 |9 .. ';j+j1'

A partir des fonctions T(,f,)(pl, p) il est possible de définir des amplitudes
invariantes relativistes par la méthode décrite dans le § 4 b pour construire
les facteurs de forme A®(g?) [voir (4.28 a)] et E®)(g?) [voir (4.28 b)]. On a
maintenant

4 — >
K=/ g1 > [d90e P T D YRR, 2 (518

ou dQ(—é) est ’élément de volume invariant
dQ(e) = 4171 sin 0d0d . (5.19)

< 1z . A .
Le développement des éléments de matrice T(p,, p)  en termes des ampli-
tudes invariantes A® est donné par 1’expression :

O,

Tu 1 = Van DRG] (% 7 1) A%Y R 2L (520

Dans ce développement, les seules inconnues sont les amplitudes A® dont
la valeur explicite dépend uniquement du mécanisme dynamique respon-
sable du processus de désintégration (5.1).

Soit p( p)’“i la matrice densité décrivant la distribution de spin dans I’échan-

tillon de particules initiales d’énergie-impulsion p. Nous avons vu dans le
chapitre II que

A (=¥ z - (M A j)
L= S QL+ 1)1 ~)- (2.10)
o(p)% Vit @L+ DR i
LM
La distribution angulaire des produits de désintégration dans (5.1) est

donnée par 1’expression

1oy, p) = T2 Pe(P) TH(ps P) (5.21)
f dQ tr TeT*
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ot T*(p,, p) est ’amplitude de transition hermitique conjuguée et tr I’'opéra-
tion trace dans I’espace des polarisations. En utilisant (5.20) et (2.10) on
trouve :

> 10w )", o) o )

ey
i m\(M A j\[x i 1 -
—— 1”’1“(_‘ ! )( ’)( " ~)(2L+1)t‘§4’(p)

\/2]+1‘I—L—; A ANI/\L jA\jvwm
% AVED YOG 7 @
IL1T M 1
Z( 1)1+11+l(2L-|-1) T Z(m ~)
\/2]‘|'1 Jii) o= I Lm

x7%(p) AP Y0 () Y2@)

oSV S L (1)

L

x AYAD 1O ) YRe(p, po)),  (5.22)

ol on a utilisé (A.1c) et (A.1d).
A partir de cette derniére expression on calcule facilement la quantité

f dQ(e) tr TeT* dans (5.21),

fdﬂ(g)terT*—( )’*’IZ\/——-( I+ )3jfj§({,f,8)|~’42

—(—1)*" _1’/\/2_li1310{ A(’)2=———Z AL (5.23
(=1) ,( 'V ik il A 2j+11j 62

En tenant compte de (5.22) et (5.23) on trouve finalement pour I(p,, p)
I’expression suivante :

I(p, ) = (—‘ 1)j+i1\/mz '\/(27—{— DL + 1)/ + 1)
N LLl
31 ng(l ] I)Ztm( ) AR B, bl (5,29

Ijp1y\0o0o0 ZlAmP

!
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La conservation de la parité dans la désintégration (5.1) implique

I(py, p) = I(Pp,, Pp).

Ceci veut dire que dans le développement (5.24) seuls les termes avec L pair

. I . IL1
peuvent avoir une contribution non nulle. Puisque en plus 000 = 0 pour

I+L+17 impair, on aura / + ipair et les amplitudes A® ont donc une
méme parité
(— 1)) = cese, (5.25)

ol g, €, et g, sont les parités intrinséques des particules d’énergie-impulsion p,
D1 et p,.

La formule (5.24) a une forme particuliére trés simple dans le cas
ou j; = 1/2. C’est le cas par exemple des désintégrations

E—>A4= ou Y* > Y +m.

En tenant compte de la relation (Al.d), la distribution angulaire I(p,, p)
dans ces cas est donnée par la formule (3)

(ps, p) = V42 + 1) Z\/r Tl D el — (= 1

2
3L
1 Zz‘t,’(p) YO, pl, (5.264)
jos)5

avec
2Real3) zU3)
o= 1\ (2 .1
N NG

Une valeur non nulle de ce paramétre implique la non-conservation de la
parité dans le processus de désintégration. Pour L =1, on a

<Ym[e(,,,,,)]>:,\/____' (5.27)
R SRV TT R
et en tenant compte de la borne de 3@ [voir (2.42)] et dufait que 0 < |« | < 1

on déduit de cette derniére expression 1’inégalité bien connue de Lee et
Yang [58] :

(5.26 b)

2°

|(cose)|<2jlﬁ. (5.28)

(®) Cette formule est connue depuis longtemps; voir par exemple Lee et Yang [58].
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§ 5b. — Dépendance angulaire des parameétres multipolaires
d’une des particules dans 1’état final.

Létat final dans la désintégration (5.1) est caractérisé par la matrice
densité

T(ps, p) e(p) T*(P1, P) (5.29)

e(py, p) = tr T(p,, p) o(p) T*(p1, P)

et d’aprés (2.8) les paramétres multipolaires associés %(p,, p) sont donnés
par la relation

L/
o= VI 0 P ey 630
ou
O0<L <«2j et —L'sM' <L.

En écrivant p(p) sous forme multipolaire [voir (2.10)] et en tenant compte
du développement (5.20) de I’amplitude T(p,, p) on trouve ’expression sui-

vante pour les paramétres t(,::)(pl, D)

s 1) 1%pss p) = 4=V/ @ + D@ + 1) ZZ(— 1y *++ioL 4 1)

L=o,7
XD(jl)[R(u’ ul)]7‘1v D(jl)[R(ul, u)]’;lx (7\1 L jl)(vl J m)(k {1 f)(M A ;I)
1le’7\1 J1 A1 jvm Lj)‘
AGAD >
(L)( y APAD Al Y(I)(e) Y('L:()
Z | AO |2
I
et en utilisant (1.51 a, b), (1.63) et (A.10)
K(py, p) 1%(p1> P)
2j
=(—1)j+j1\/4ﬂ(2j+1)(2]1+I)ZZ(ZL-H)\/ @I+ 1)@EA D@1 1)

L=olL]
xZ(ﬁ v L)( jm)(m 1)(M u)(z m i)(z 71) AGRD
= vlj11\7[' Jinl j:lr;z Lji m1M/\00O ZIA(I)lz
1

. ~) - (L') ‘v -
XY5(e) D[R, ™, 10(p).
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En introduisant des symboles 6 — j et en tenant compte des formules (A.1 ¢)
et (A.1e) on peut aussi écrire ’expression précédente sous la forme

(ps,2) P30 D=V 45@+DEAFD > > V@D DE)
7 L
Ljiji)i . .
X ?(2L+1) i 7 ! (L M M)(O ! (1) AOAD
i s LL

M’ 10L zIA(nlz
1

x1%(p) D[Ry, ™, YEIe(p, P (5.31)

Cette formule nous donne la dépendance angulaire des paramétres multi-
polaires i(,';')(pl, D) de la particule finale d’énergie-impulsion p, et spin j,
dans la réaction (5.1) en fonction des paramétres multipolaires ?(;)(p) de la
particule initiale et des amplitudes invariantes A® du processus de désinté-

gration. Dans le paragraphe suivant nous allons considérer quelques cas
particuliers de cette formule.

§ 5¢. — Cas particulier :
dépendance angulaire de la polarisation longitudinale.

La dépendance angulaire du quadrivecteur polarisation c,(p;, p) de la
particule d’énergie-impulsion p, et spin j; dans (5.1) est donnée d’apreés la
définition (2.29) par la formule (5.31) en faisant L' =1 :

I(p1, P)ouP1> P)

= 2j+1 3 2L+ 1)(204-1
/3 G 2,2, V@ et e
1l L

LiJ - . (M'LL
XZ(2L+1) i1 Z Y®, (5 D[R, ul)]Mﬁ,( . )t‘”(m
T 1 MM

1 jii M’,M,M

7 AOAD <)
x(° ! (Z) YO, pl (5.32)
1ot Z|A(’)|2
1

Rappelons que dans cette expression

-, -
Sa=(ApsuMa  avec Uy =p,/m,
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et
R(u’ ul) = At_—:ulAu—wlAt—m-
Nous avons vu dans le chapitre II que le degré de polarisation 3@ pour
une particule de spin j; = 1/2 est borné par la quantité

3 1
W = (—go)t < —— —— .
(= o < S i

Nous allons normaliser le quadrivecteur o,(p:, p) par cette borne

~ 2j 1
ou(P1, P) = ’\/ bt (1 + Dou(p1, p) (5.33)
et on aura ainsi

— 6u(P1s P) (P, P) < L. (5.34)

En outre, soit /; le quadrivecteur situé dans le 2-plan (p, p,) qui est ortho-
gonal a p,,

l'p' = ;% A—llz(ml, m, mz)(p AP:))‘“Plh (5 * 35)
1

avec — [I'.]I' = 1. Dans le systéme au repos de p les composantes de 7, sont

I ('1"| E, by ) (5.36)

My Ipl

Pour chaque ensemble de particules prodmtes avec une énergie-impulsion p,

et par rapport a la tétrade de référence { ¢, P }, 1a polarisation longltudmale
est donnée par la quantité

Erong(P1 P) = — 1561, D) (5.37)

et d’aprés (5.32), la dépendance angulaire de cette polarisation s’exprime
par la relation suivante :

I(p1, p) Elong(P v D)

Vi) IS ™ o/ QI HeL+ @)
I

LJjJj ~ o~
~ o 070\/001\ AWAD
X §(2L+I) LIl ( ~)(~ )————t‘”(p)y‘ le(p, P,
T 1j, ) IOL/A\LLO E|A(n|z

I

(5.38)
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ol nous avons utilisé la relation

Y9 [e(p, p)] = DV[RGw, u)]* YO [— I's] (5.39)
et les formules (2.12) et (A .1 b). La formule (5.38) admet aussi une expres-
sion trés simple dans le cas j; = 1/2. On trouve alors

2

I(P1, P) Etong(P1» P)=/4n(2j+1) z A2LF1 1—(— l)‘+zoc[1-l-(— 14

L=0

2L jY\ o\ vor
x > (125 11s) 0 YR, 2L (540
M
ou « est le paramétre d’asymétric défini dans (5.26 b). Nous voyons
d’apres (5.26 a) et (5.40) que dans une désintégration du type
Y¥* > Y+=n
G- 1720
conservant la parité, par exemple
YF(1385) - Y+ 7n; Yo&(1520) >+ =; E*(1530) > E 4=,

les moments d’ordre pair de la distribution angulaire I(p;, p) sont propor-
tionnels aux paramétres t™*°(p) :

(I(ps p) YL, p1) = f dQle(p, p)1 1(p1, P YRIe(@, po]

\/(2,+ D@L + 1) (1£2 1(; 172) (B0 (p); (5.41)

les moments d’ordre impair de la distribution angulaire de la polarisation
longitudinale I(p;, p)Eiong(P1, p) sont proportionnels aux paramétres

(L impsi) )
(X(Ps 2) Erong(Prs §) Y™ [e(p, po)] > = f d0[p, P11, )

X Eong(P1> P) Y& M [e(p, 0]

,\/(2, + 1)(2L+ 1) (1]/2 16 1 72) (@m0 (5 42)
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§ 5d. — Expression des moyennes
des paramétres multipolaires d’une des particules
dans I’état final.

La formule (5.32) dans le § 55 nous donne la valeur des parameétres

t(;'/)(pl, p) pour chaque direction de production :(p, ). Voyons maintenant
quelle est 1’expression correspondant & leur valeur moyenne par rapport a la
distribution angulaire I(p,, p) :

(D )Y = f A0, 1 o 1) 100 ). (5.43)

En tenant compte de la formule (5.32) on trouve le résultat

J+iy Lj J
(20w 1)) = V@I F DGR+ D) Z VAT DELF 0 1 1
I=(j-J1] le Jr

x 190) A DORG, Dl (5.44)

ZIA"’I’

En utilisant (2.8) et (A.1k) on peut encore écrire la relation précédente
sous la forme

(1 Bpa p) = Z(— 1)Ly /07 T D)@ £ 1)
1

g‘h" Is A(I)lz

JiaLl ZIA(I)P

(AL, p) = DP[R (s, )]s tS1(p).

' WAP), (5.45)

Notons que dans le systéme au repos de la particule p(f = u) on a
r83.,p) =150) 5
de méme dans le systéme au repos de la particule p;( = %) on a

15(p) = t5p)-
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La relation (5.45) nous donne le facteur de proportionnalité entre les
moyennes des paramétres multipolaires des particules de spin j; produites
dans la désintégration (5.1) et les paramétres multipolaires de la particule
initiale de spin j. Ce facteur est une combinaison linéaire des modules carrés

des amplitudes de moment orbital /= | j —ji|, ..., j + ji avec des
coefficients qui sont des symboles 6 — j. Pour L = 1 on trouve la
formule :

Dy UG+ D 45+ 1) — I+ D)
(P 2)) Z 2ViG+ D i+ D
1A%

| A0]:

D[R (us, )]t V(p).  (5.46)

Nous discuterons une application de cette formule a la détermination du
spin des résonances dans le chapitre suivant.

CHAPITRE VI

APPLICATION A LA DETERMINATION DU SPIN
ET PARITE DES RESONANCES

A titre d’application du formalisme développé dans le chapitre précédent
nous allons discuter maintenant deux types de tests pour la détermination
du spin et parité (%) (voir le § 6 b et le § 6 ¢). Pour étre complet, nous avons
réuni dans le § 6 a plusieurs propriétés de la matrice densité trés importantes
dans les applications physiques.

() Pour d’autres tests voir par exemple : Adair [55]; Lee et Yang [58]; Durand,
Landovitz et Leitner [58]; Bohr [59]; Meyer, Prentki et Yamagouchi [60]; Pesh-
kin [61]; Byers et Fenster [64]; Shapiro [64]; Wolters [64]; Ademollo et Gatto [64];
Ademollo, Gatto et Preparata [64]; Peshkin [64]; Button-Schafer [65]; Jack-
son [65 a]; Ademollo, Gatto et Preparata [65]; Zemach [65].
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§ 6 a. — Rappel des propriétés de la matrice densité.

Nous avons discuté la matrice densité pour des particules de spin quel-
conque dans le chapitre II. Nous allons résumer ci-dessous les résultats
essentiels pour les applications :

1° La condition tr p = 1 implique

Q=1 (2.11)
20 L’hermiticité de p implique
1.5p) = (— D"t Qp). (2.12)
30 tr o2 < tr p implique
2j l_.__\
Z Z(2L+1)!z‘;’12<2j+1. @.14)

L=0 M=—L
Eberhard et Good [60] ont donné aussi une borne inféricure pour la

quantité tr p2. Pour une matrice densité correspondant & un mélange incohé-
rent de Q états purs (Q < 2j + 1) ils ont montré I’inégalité (*)

2j L
4o ZE(2L+1)[:‘”I >

L=0 M=-L
Cette relation s’applique dans la pratique de la fagon suivante : considérons
par exemple le cas de la matrice densité d’une résonance B* produite dans
une réaction

2]—{—1
“Q 6.1

M+ N — M'+ B*,
ou M et M’ sont des mésons pseudoscalaires et N un nucléon non polarisé.

Alors Q = 2.

En plus de ces quatre conditions générales, les é1éments de matrice densité
sont soumis & des restrictions imposées par des propriétés de symétrie dans
le processus de production de la particule correspondante :

A) Conservation de la parité (Bohr [59]).

Soit X une particule de spin j produite dans une réaction
a+b—-X+e, 6.2)

(®) On trouve aussi une démonstration de cette inégalité dans le cours de Jack-
son [65 a] aux Houches.

ANN. INST. POINCARE, A-V-2 12
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ou la parité est conservée. Quantifions le spin de chaque particule selon la
normale n au plan de production
n, = Xsu.vpapt\;png, (6 3)

avec y, tel que n,n* = — 1. Si a et b sont des particules non polarisées et si
on somme sur les états de polarisation de ¢, on a alors

tPX)=0 pour M impair. 6.4)
En effet, soit p; la matrice densité initiale

pi=pa ® ps

et T la matrice de transition vers ’état final X -+ ¢ avec sommation sur les
variables de spin de ¢. On a
TP,T*
X)= ——.
PX) = ot

Soit U(Z,) 'opérateur correspondant a la réflexion X, (produit de 1’opé-
ration parité par une rotation d’angle = autour de I’axe n). U(Z,) commute
avec T et puisque a et b sont non polarisées U(X,) commute aussi avec p;.
On a alors

U(Z,)e(X) U(Z5) = o(X);
c’est-a-dire

(P JN [ UEDRUT(E) | pro 1) = o(X)50 6.5)
d’oll on déduit, en tenant compte de la loi de transformation (3.5)
(— V=
et puisque M = A — %, on conclut d’aprés I’expression (2.8)
t9xX)=0 pour M impair. (6.4)

Notons que cette conclusion reste valable lorsque la particule X est pro-
duite dans des états finals X + ¢ + d + ... ou, en plus de la particule X,
on ne mesure que 1’énergie-impulsion totale des particules ¢ + d + ...

B) Production vers I’avant.

Dans ce cas il est commode de choisir comme axe de quantification la
direction vers I’avant. Cette direction est un axe de symétrie et nous avons
prouvé dans le § 2 b que dans ce cas la matrice densité est diagonale et on a
donc

t9X)=0 pour M # 0. (6.6)
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Nous allons prouver en plus que, si 1’état initial n’est pas polarisé et si on
regarde que la particule produite vers I’avant

tPxX)=0 pour L impair. 6.7

En effet, soit # un axe quelconque orthogonal a la direction de quantification
(la direction vers 1’avant). Par conservation de parité nous avons encore
I’équation (6.5) ou U(Z,) = U[R,(x)]U(P). Mais maintenant

U[RA®IUP) | pso jr ) = ed ()5 | prs IV D, (6.9)
et
d(w)s = (= 1) 80 (6.9)
c’est-a-dire
o(X)h = eo(X) s (6.10)

En outre, d’aprés les propriétés de symétrie des 3 — j

VaFI(; ¢ )=covaEi( g L) eua

J

et dans le cas ou j est entier

0L j\ .o
(j 0 0) =0 pour L impair. (6.115)
Puisque
~—~——(» L j
W0 =vE+I() o L)) 2.9)

on conclut d’aprés (6.10) et (6.11 a, b) que
tPX)=0 pour L impair. 6.7

Notons qu’il est encore possible d’obtenir des restrictions supplémentaires
pour les éléments de matrice densité lorsqu’on tient compte des symétries
internes et quand on compare plusieurs réactions de production. Ceci a été
discuté dans le cas de I'indépendance de charge par Michel [61 b] et dans le
cadre de la symétrie unitaire SU(3) (*) par de Rafael [65 b]. L’application
de la symétrie SU(6)w (*) des processus vers 1’avant,  la détermination des

paramétres #$(X) a été discutée récemment par Doncel et de Rafael [65].

(®) Voir Gell-Mann [6]] et Ne’eman [67].
(*) Voir Lipkin et Meshkov [65].
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§ 6 b. — Test pour la détermination du spin
de la résonance A, (1324) (de Rafael [64 b]).
Cette résonance (°) est produite par exemple dans la réaction
- +p > nt+n- 4w+ p. (6.8)

D’aprés les derniéres tables de Rosenfeld et al. [65], le A, se désintégre
fortement dans les modes suivants,

Ay > p +7 ~91 % (6.9a)

> K+K~G5+15 % (6.9 b)

- +n ~3,6+£30 % (6.9¢)

Le spin isotopique du A;est1 = 1. Le mode en p — w nous ditque G = — 1.

Soit /1e moment orbital du systéme p — = dans (6.9 a) et I’ le moment orbital
du systéme K — K dans (6.9 b). Par conservation de la parité on a

= (== (=1
ol ¢ est la parité du A,. Pour le systtme K — K
G=(— D'+

puisque G = — 1, I’ doit &tre pair et ¢ = + 1. En outre, par conservation
du moment cinétique j = I'; c’est-3-dire j est pair. En principe dans (6.9 a),
on a

soit I=j41, soit I=j;

mais, puisque / et j doivent étre pairs, ona / = j. En conclusion, les nombres
quantiques du A, sont

I=1; G=—1; e=+1 et J pair;

le systéme p — = dans (6.9 a) est dans I’état de moment orbital / = j et le
systtme K — K dans (6.9 b) dans Pétat I’ = j. Chaque mode de désinté-
gration se fait par une seule amplitude et en conséquence les distributions
angulaires correspondantes dépendent uniquement des paramétres multi-

(%) Voir par exemple : Huson et al. [63]; Goldhaber et al. [64]; Chung et al. [64];
Lander et al. [64]; Alitti et al. [65].
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polaires t% de 1a matrice densité du A,. Par application de la formule (5.28)
aux deux modes de désintégration on trouve les rapports suivants

W)\ :
%&%%21 %]}%—:11)) pour L=2,4,...,2j. (6.10)

Pourvu que ¢ Y(,';)(;r\) Y # 0et { YS(K) ) # 0, leur rapport est indépendant
du mécanisme de production et détermine d’aprés (6.10) la valeur j du
spin du A,.

§ 6 c. — Test pour la détermination des spins
et parité des résonances baryoniques étranges
(de Rafael [64 a]).

Considérons une résonance Y* ou E* avec les modes successifs de
désintégration

Y* > Y4r  (Y=3ouA) 6.11 d)
Lo N4 (6.11 b)
ou
E* > BE4n (6.12a)
Lo A 4m. (6.12b)

Par exemple, pour Y;(1660) et E*(1530); les spins et parité de ces deux
résonances ne sont pas encore bien établis. Nous allons déduire dans ce
paragraphe un test qui permet de déterminer le spin et la parité en méme
temps.

La formule (5.27) appliquée au processus (6.11 b) nous dit

(YDle(py, P = \Z—n 19(py).

La moyenne de cette quantité par rapport a la distribution angulaire
I(py, py*) est d’aprés (5.46)
(Y helpy, P YY) = f dQle(pys, PN 1Py, Pu) f dQle(p, py)]

X W, POYSLelps, ] .

——’\/ si l=j+1/2

aY 1 +1 ?
’\/— D [R(y, pra)]" t5(Dys) X \/ (6.13 a)

, sl l=j—1/2
(6.13b)
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En outre, d’aprés la formule (5.42)

1 [ (Py*)
< I(Pv’ Y*)Elong(pvy Y*)Y( )[e(pY*, p\')] > /\/4TC 2\/1(1 + 1) . (6 14)

Il est commode de quantifier le spin du Y* selon la normale # au 3-plan
de la réaction de production du Y*. Alors, par conservation de parité
[voir (6.4)], on a

1D (Pyx) = Sur ot D (pys).

En fait, les expérimentateurs préférent utiliser au lieu de tQ une quantité v
telle que

0<y*<1.

D’aprés la borne (2.45) on a, pour une particule de spin j,

i1
P J + t(l)(py )

Les formules (6.13 a, b) s’écrivent alors de la fagon suivante

<<cose>>=%v.,,y*x§—f/fl+l, si I=j+1/2; (6.150)

, si I=j—1/2; (6.15b)
ou
cos 0 = — 2MA-Y*(M, m, 1) (px.5)

2(pn. Dy M2 2—
—2MA M, m, ) ) ()| 2 PR Ty |

(6.16)

M, m et p. sont les masses des particules Y, N et = respectivement (®). Pour
comparer la formule (6. 14) avec I’expérience il faut connaitre la dépendance

(®) Il y a une correction a faire dans notre article; de Rafael [64 ] : 1a formule (8)
doit s’écrire ainsi

2M; M FE + R)
[A(MB9 MF, Mn)]% (B ) 1 + B.R - (F.n)

Ceci ne change pas les conclusions du papier.

Cos 0 =
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angulaire de &jong(Py, Py*). Pour déterminer celle-ci il faut analyser les pro-

duits de désintégration Y — N + =n. La quantité 3 mesurer est

{{cos ¢ cos § )) = ‘;"3_"2 , 6.17)

ou

COS @ = P(l)[—eb(pv*, Pv)-—g(Pya )l
. 4M2(Pv* 'pN) - (M*z + M’ - y'z) (M’ + m’ - p's) (6 18)
- AV (M*, M, p) AV3(M, m, @) ’

et

cos = — 2M*A-12(M*, M, u) (py, n). 6.19)

Notons que, dans le systéme au repos de Y,

AN

cos 6= py.s

et

”~

COS @ = — Dy*x.Dn,

dans le systéme au repos de Y*,

-~

S
cos ¢ = p,.n.

Le rapport des relations (6. 15 a, b) et (6. 17) est indépendant de la dynamique
et détermine la valeur du spin j et la parité du Y* selon le signe qu’on trouve :

eos )y  (2j+2, si I=j—1/2; (6.200)
{{cos pcos ¢ ) | —2j, si I=j+1/2. (6.20b)

La parité du Y* est

e = (— 1)/+12 sj le rapport précédent est positif’; (6.21 a)
e = (— 1)/+12 si le rapport précédent est négatif. 6.21b)
Nous espérons avoir montré avec cet exemple comment utiliser le forma-

lisme développé dans les chapitres précédents pour obtenir des expressions
covariantes comparables avec I’expérience.
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TROISIEME PARTIE

Théorie relativiste des corrélations angulaires

3

dans les désintégrations a trois corps. Applications.

- INTRODUCTION

Considérons un processus ol une particule d’énergie-impulsion p se désin-
tégre en trois particules d’énergies-impulsions p;; i = 1, 2, 3,

P=p1+p:+ps {11.1)
avec

pr=m, pi =mj, i=1,2,3. (I11.2)
Appelons s, ¢, u les parametres invariants définis ainsi,

s=@—p)2=(p:+p)*t=(p—p)*= (ps + p)%

u=(p—ps)* = (pr + p2)% (I11.3)
avec, d’apres (II1.1) et (I11.2),
s+ t+u=m'+m + m + ms; (I11.4)

et soit X un triédre dans le 3-plan orthogonal a la direction de p dont les
composantes sont définies de la fagon suivante : X est choisi le long de la
normale é’ pl, Pz, P:’»

A élu.vp
X = "\W—tujpm.pzvpsp (III.5a)
avec N(s, 1, u) tel que X(). X = — 1; Xy est dans le 2-plan (p, p,) et
orthogonal a p,
2 _ -
Xty = = A7 (m, ms, A/5) (p10p) "pu (1.5 b)

avec

A(m, m,, \/;') i _ .
=(m-+m,+ '\[9) (m—+m,— '\/s) (m—m,+ '\/s) (m—m,— \/S); (11.6)
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et X, est tel que,

€mvalX(u1) XZz) X?s) = m. (11.7)

Dans la désintégration (III. 1), une configuration du systéme final est complé-
tement caractérisée par I’ensemble de deux des paramétres s, ¢, u; et par

Iorientation du triedre X par rapport 4 une tétrade de référence { ¢, n }
Cette orientation est ﬁxée par les trois angles d’Euler (e, B, y) dela rotation (%)

qui ameéne le triedre 7 au triedre
g l——:plmx(l)’ At_—ip/mx(z)a At_—:p/mx(s) ;; (I11.8)
olt A, est la transformation de Lorentz pure [voir (1.22)],

m=1 = UM O PIM) | oo i, (1IL.9)
1+p !

Notons que, en particulier, dans le systéme au repos de la particule p(t=p/m),
les variables s, 7, u sont liées aux énergies des particules par les relations,

I NPT VS I ol
El—fn(m +mi—s); Ez-2—n~1(m +mi—t); Ea—%(m +my—u),
(L1 10)
avec
E,+ E, +E, = m: (IL.11)

et les composantes de X¢), Xz, X sont

Xay= (0, %‘), Xey= (0, z_i(&), X = (0, ?), (I11.12)
IP 1 l IPl I

- -

ol Z est le vecteur de longueur unité orthogonal au plan pl, D2y Ds.
Deux remarques concernant les variables s, ¢, u; «, B, v

a) Le calcul du produit X¢). X = — 1, avec X défini par (II1.5 a),

() Les conventions pour la définition des angles d’Euler sont celles d’Ed-
mondsj[57], chapitre Ier : par rapport au triédre fixe 7, on fait d’abord une rota-
tion d’angle v autour de 1’axe n®; ensuite une rotation d’angle B autour de I’axe n®
et finalement une rotation d’angle « autour de 1’axe n®.
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montre que la fonction N(s, ¢, ©) est le déterminant formé avec les inva-
riants p;.pj, i, j = 1, 2, 3; c’est-a-dire,

1 1
m 5lu—mi—m) 5 (¢—mi—mi)
N(s, ¢, u) = %(u-—mi-—mﬁ) m; %(s—mg—mi)
%(t—”ﬁ—m’i) %(S—m‘é—mi) m}

(II1.13)
Notons que lorsque deux quadrivecteurs p;, p; sont colinéaires, on a
N(s, t, u) =0 (®).
La région de Dalitz (®) est définie par I’ensemble des configurations physiques

possibles dans une désintégration en trois corps. Pour le processus (III.1)
elle est déterminée par les relations,

N 6w =0 2§, (III. 14 0)
Stttu=m+m+m+m
ou
(my + my)® <5 < (m—my)?
(ma + ml)2 < t < (m - ’712)2 g. (III. 14 b)
(my + my)? <u < (m— my)?

b) On peut donner une définition covariante des angles d’Euler (Y

{«, B, v} de la fagon suivante : soit s le triddre obtenu a partir de n par la
transformation de Lorentz pure A, pm,

O = Ay pmn®, i=1,23; (II1.15)
I’angle B est alors donné par cos p = — s®.X, ; c’est-a-dire,
ghie ®
cos B = ey (II.16 a)

- v S
'\/N(s, " u)PanuPa

(® Une étude compléte des propriétés de la surface N(s, ¢, u) = 0 a été faite
par Byers et Yang [64].
(® Dalitz [53]. Voir aussi Fabri [54].
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L’angle « est donné par cos « = — m'®.n®, olt m'® est le quadrivecteur

situé dans le 2-plan (A; 2, X, n%) tel que m® .n® = 0 et m®.m'® = —1;
c’est-a-dire,

1 _
m® = (”(3) cos B — At—:p/mx(a))’

sin §

et
cos e SPp1uPap (II1.16 b)
= ; .

sin By/NGs, 1, w) - wOnE

et ’angle y est donné par cos y = — n'® AL, X, avec
p 1 -
n® = sin B (n(a) — Cos BAI—:p/mX(S));

c’est-a-dire

—2m

sin B\/A(m, my, \/.;)

>
A n(al

cos y =

(s®.p,). (IlI.16 ¢)

N2

FiG. 7.1. — Angles d’Euler «, B, y dans le systéme au repos de la particule D
[voir (III.16 a, b, c)].
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Notons que dans le systéme au repos de la particule p, les angles § et « sont
respectivement 1’angle polaire et I’angle azimutal par rapport au tri¢dre n
de la normale Z au plan de désintégration ;1, 1;;, 1_7;; I’angle v est celui défini
par la projection de ;1/ | ;1 | sur le plan (Az, 1_1)(3)) (voir fig. 7.1).

Dans cette derniére partie, nous allons étudier la dépendance des proces-
sus de désintégration en trois corps en fonction des paramétres s, , u;
a, B, v. Dans le chapitre VII nous entreprenons 1’analyse phénoménologique
général de ces processus. Plus particuliérement, nous considérons la densité
de la probabilité (marginale) de transition 4 une configuration finale dans
I’espace des variables «, B, v lorsqu’on somme sur le domaine de variation
des variables s, ¢, u (3) (région de Dalitz). Le formalisme est appliqué dans
le chapitre VIII & ’analyse phénoménologique des résonances.

CHAPITRE VII

DESCRIPTION PHENOMENOLOGIQUE
DES DESINTEGRATIONS A TROIS CORPS

Dans ce chapitre nous allons obtenir ’expression générale de I’amplitude
de transition du processus (III.1) en fonction d’amplitudes invariantes
relativistes (voir le § 7 a et le § 7 b). Les différents types de densité de proba-
bilité pour les transitions & trois corps sont définis dans le § 7 c.

§ 7a. — Réduction de I'amplitude de transition
en amplitudes irréductibles.

Nous écrirons 1’amplitude de transition correspondant au processus
p — pitptps (1I.1)

sous la forme abrégée

AqAoA . . . .
T(p1, Pos P2) * ° % = P1s JaM3 Pas Johas Pas Jaks | TP j2), (7.1)

(%) Cette idée a été développée indépendamment, dans le cadre du formalisme
de 1’hélicité par Berman et Jacob [65]. Voir aussi Jackson [65 a].
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avec A, A; (i = 1, 2, 3) définies par les relations
W . ,
—;.slp,ﬁ\)z)\lp,ﬁ\), s=An®, u=pm; ((1.20q)

w . .
— — 85| P JN Y =N | Pis JiN Dy Si= Ay, u=pi/m;. (7.2b)
m;
La loi de transformation des amplitudes T(p,, ps, pa)xlkz)‘a;\ est, d’aprés (1.71),

AqAgA. i - -1 A
o a2 %, = T [PPAT A%

-1

x DA AN ) T(Apy, Apa Apa) *¥%. (1.3)

t—>Au
Pour réduire le produit des représentations qui apparait dans le deuxiéme
membre de (7.3), nous allons appliquer la méme technique que celle utilisée

dansle §4aet le§ 5a : sion appelle A( D1, Do ps)vlvzvsy\ les nouvelles ampli-
tudes définies par la relation

Aoy, 2w ) = T [PPIR @ )], T(2w 22 p) % (7.4)
i

avec
R_l(u, ui) = At_—:uAui—mAt»uis (7. 5)

la loi de transformation (7.3) s’écrit
A(Pn Ps; Pa)VIvzvsA N o
i) —1 vi ) X V1 Vg
=T oYIR @ 4] . DIR@, M, A(Aps, Aps Ap)™™, (7.6)

et c’est 4 partir de cette expression qu’on peut appliquer les méthodes habi-
tuelles de réduction d’un produit de représentations du petit groupe de 7.

Deux cas d’intérét notable dans les applications sont : celui
ou j, = j, = j; = 0, par exemple pour 1’étude des désintégrations

o = nt 74+ 7n; Knn(1175) - K+ 7 +=;

et celui ou j, = j; = 0, mais j, # 0, par exemple pour 1’étude des modes de
désintégration

YF(1660) - Y +=n +7; Knnr(1660) - K* + 7 +=;
E2*%(1820) > E 4w+ .



176 EDUARDO DE RAFAEL

Dans le premier cas (j, = j. = j; = 0) les amplitudes (7.4) ont d’aprés (7.6)
la propriété d’étre irréductibles; en effet, elles ont la loi de transformation

A(Pu sz Ps)l = D(j)[R(us A)])\;\ A(APn APZ, AP3)~ ; (7 . 7)

V1
sommation sur les indices v, et A et tenant compte des formules (1.51 a, b)

et (1.63), on arrive au résultat

dans le deuxiéme cas, en multipliant (7.6) par le symbole 3 — 1( ! nla) avec

-l g l ~l
(] )A(Pl, D2 Pa) [R( A)] ( )A(APD Ap., APa) 30
wjm

vi j m
d’ou ’on déduit que, pour chacune des valeurs

I= l]_]l l’ |.]_'Jl+ 1 |9 ""j+jls
I’ensemble d’amplitudes (%)

= (ji A [ v
A(rln)(Pla Pz, Pa) - \/21+ l(jl j m)A(pla Pz, Pa) 1)\ (7°8)
1

avec m = — I, ..., [ est irréductible.

Le cas général, correspondant & une transition d’une particule de spin j
en trois particules de spins ji, j,, js, peut étre traité de la fagon suivante :
si j est entier (demi-entier), il y a au moins une particule dans 1’état final
qui a spin entier (demi-entier), par exemple la particule p,; pour réduire
le produit des quatre représentations dans (7.6), nous ferons d’abord les
couplages ( j, /1) et (jz, /5) séparément et ensuite le couplage des deux systémes.
Par application des relations (1.51 a, b) et (1.63) dans (7.6), on a,

Ji 2K\ (Jja Js K') V1VaVs ®") v ® "
=D ,A)]" D[Ry, A
(23 5 (0 22 2)AGw pa )™ = DR ] D¥[RG AT,

~ A~~~

] ;\ K VYoV
X (Zl . ~)({2 {3 )A(Apl, Ap,, APa) k-
\vi J @/ \vp vg @

et, aprés réduction de ce nouveau produit de représentations,

o MK\ (e js K\ (v p ! "1"2"3 @ m
(Vl J l“) (Vz V3 E"I)(K’ Km A(P1, P Pa) =D [R(u’ A)] "

i A K\/j. js K'\ [0 & I o
X ({1 N)(fz Jo )(yL z )A(Apl, Aps Aps) 7.
vij w/\vs vg '/ \K’" K m

() Le facteur 4/2/ + 1 dans la définition de A(’m) est un facteur de normalisa-
tion choisi de fagon telle que, pour j, = 0, on ait A(")l (P1> P2» P3) = A(Dy, Da, Do)y
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Nous voyons donc que dans le cas le plus général, les amplitudes irréduc-
tibles sont définies par I’ensemble des fonctions (%)

ASKEY by, pay ps) = V(@K + DI+ DEK' + 1)

j1 A K jz j3 K’ [.LI © l V1VoVg 7 9
(Vl j P~) (v2 Vs H')(K' K m A(pl,.p2’p3 A ( . )
1A273

A

On obtient le développement de amplitude de transition T(p,, p., ps) A

en termes des amplitudes irréductibles A(”K,;,K"(pl, D2 Ds) par inversion des
relations (7.4) et (7.9) :

Aok ji Ai

T(ps, par o) "7, = z VEKF D+ DK + D] [0V Re, w)l,,
K, Kl i

vij p)/v:vs '\/K' K m)A(I;K,K') 7.10

(o) ) (5 L DA 0upra @10

Dans le paragraphe suivant nous allons voir qu’il est possible de spécifier

davantage la structure des éléments de matrice T(p,, p,, pa)llkzlax. Nous mon-
trerons a ce propos comment chaque fonction irréductible A(”If,:’K)(pl, D2, Ds)
peut s’exprimer, a des fonctions des variables s, ¢, u prés, en termes des
fonctions sphériques construites 4 I’aide des angles d’Euler { «, B, v } définis
par les relations (II1.16 a, b, c).

§ 7b. — Paramétrisation de I'amplitude de transition
en amplitudes invariantes relativistes.
Appelons { Z,), Z,), Z;) } les composantes du triédre défini dans (I11.8) :
Zoy=AXar Zo=A0Xe, Zo=AlXe  (UL8)
et { Zy, Zg), Zg } celles du triedre
Ziy = Aal Xy, Zip = A X, Ziy = Aad X, (7.11)

ou A indique une transformation de Lorentz arbitraire sLi. On voit d’aprés
ces définitions que la rotation R(x, A) du petit groupe de ¢, associée a la
transformation A et au quadrivecteur u :

R(u3 A) = t_—:AuAAt—m’

() Le facteur de normalisatiion 4/2K + 1) (27 - 1) 2K’ + 1) est tel que
pourj, =j; =0ona A(Im)(ph Das P) = A(ﬁ)(Pp Da, Py)-
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transforme le triedre Z dans le triédre Z'. En effet,
Ru. NZy= AZAdMXop=Z4; i=1,2,3.

Soit R,y la rotation qui amene le triedre 7 au triedre Z; et Ry celle qui
ameéne le triedre n au triedre Z'. D’aprés (7.12), on a la relation

Rp'yy = Ry, A) Riapy, (7.13)

qui, exprimée en terme de représentations, s’écrit

DP[R(, APy DP[Regp]"s = DV[Rewpr ] (7.14)
Considérons maintenant les fonctions [voir (7.8)]

1
Z A('I")' (P1; P2 P3) D(I)[R(aﬂy)]mlm'

m' =-1

Pour chaque couple de valeurs (/, m) fixes possibles, ces fonctions ont la loi
de transformation,
1

Z A (51, P ) DO [Reeg]™'m = z DO[R@, A)]7 e

m' =1 v

x AL (Apy, Aps, Ap)) DO[R™(w, A)]"™ e D[R] m
I
- Z AS»(Apy, Ap,, Aps) D(I)[R(a’ﬁ’v’)]m”m;
=1

c’est-a-dire, elles sont invariantes pour toutes les configurations (Ap, Ap;);
i=1,2,3avecAe Ll. Elles sont aussi invariantes par rapport au choix de
tétrade de référence { ¢, n }; en effet, une configuration (Ap, Ap;) par rap-
port a {¢, ;} est équivalente & une configuration (p, p;) par rapport a

{A 1, A-n } : d’aprés (IIL. 16 a, b, c) et tenant compte des notations (7.11),
on a les relations

o (3) - -1 -1.(3),
cos B’ = — Z(s),n = — AA_II—-mX(s)‘A n;
1 @) 1 -1 -1 )
P _— A ;
cos ' = = % @ sin @ A_lt_)uX(a) n
e Tl oo —Llaa ox AT,
Cos y = s1—n__B' (1).71 ~ sin B’ A" Y-»u @)’ ?
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c’est-a-dire que R, g4+ s’exprime aussi bien a 1’aide de (Ap, Ap,) dans la

tétrade { ¢, n }, qu’a I’aide de (p, p;) dans la tétrade { A%, A-n }. Nous arri-
vons ainsi au résultat que pour chaque valeur possible du couple (/, m)
dans (7.8) la fonction

WS, 1, u; XO.5P) = Z A (P1, P1y P) DP[Reagy] ™ (7.15)
m'=-1
est invariante relativiste (par rapport aux transformations A € L1) et ne
dépend que des invariants s, ¢, u [voir (IIL.3) et (III.4)] et des produits sca-
laires X®. s [voir (II1.5 a, b) et (II1.15)].
Appelons AD) («, B, v; s, ¢, u) les amplitudes (7.8) ot on a spécifié 1’argu-
ment (p,, P2, ps) en fonction des variables (s, #, u; «, B, v) et soient a(,l,,)(s, t, u)
les fonctions invariantes définies ainsi :

!

alX(s, t, u) = z f dQ(eBy) AL (o, B, v; 5, 1, W) DP[Riappy]™ m »  (7.160)

m'=-]

ou dQ(«, B, y) est I’élément de volume invariant du groupe de rotations,

dQ(afy) = 8—11—{2 sin BdBdady.
L’expression (7.16 @) nous donne les coefficients du développement de
A(,’,,)f(aﬁy; s, t, u) en termes des fonctions sphériques D(’)[R(aay)]m'"' :
i
AD G Bvis )= > d6 0D Raggla™ (119

m=-[

. , .. Ahgh .
D’aprés cette relation, 'amplitude de transition T(py, ps, ps) * * * [voir (7.10)]
exprimée en fonction des amplitudes invariantes

1
a(l;rI:’K,)(S, t’ u) = z fdg(aBY) A(I;II:}KI)(“, B’ Y; s, ta u) D(l)[R(dﬁY)]m,m
=, (7.16 b)

s’écrit

)7‘17‘2"3}‘ —

T(p1, P2, ps VEK+ D@+ DEK + D] [PPRe w]”,

K, Kl i

vij /vy "Y\/K' K m') o m (KK

X . . . ) , D Ra m’ m s & U). .
(]1 A K) (]2 Js K)(P- pol [ (GY)] ¢ (6. (7.17)

ANN. INST. POINCARE, A-V.2 13
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Cette expression contient toute I'information que I’invariance relativiste

(invariance par rapport 3 L1) donne sur les éléments de la matrice de transi-
tion du processus (III.1). La structure du mécanisme dynamique du pro-

cessus étant réduite a la forme explicite des fonctions a“*;X (s, ¢, u).

§ 7c. — Etude de la distribution angulaire
des événements finaux.

Appelons dV(s, ¢, u) I’élément de volume dans 1’espace des variables s, ¢, u :

dv(s, t, u) = y ‘dsdtdu S(s +tt+u—m— m?), (7.180)

i
avec

¥ = dsdtduS(s—{—t—l—u—mz—— m,z), (7.18b)
D(s,t,u) -

ou D(s, ¢, u) est le domaine (III.14) correspondant & la région de Dalitz.

L’élément de volume dans 1’espace des variables «, B, v est donné par

|
dQ(O(, B, “{) = 8—11:5 sin Bdﬁddd‘{.
Dans le processus (II1.1), le nombre d’événements finaux dans I'élément
de volume d<(«, B, v) dV(s, t, u) rapporté au nombre total d’événements pro-
duits est donné par la quantité

MNEPBBEEW _ 14, 5, 4;.5,1, 1) d2e, B, ) VLS, t,4) (1.19)

avec
tr TPy, por POP) T2 P2 ) (5 2

j dVdQ Tr TeT*

I(a, By v; 8, 8, ) =

ol p(p) est la matrice densité décrivant le mélange dans I’échantillon de
particules initiales; T(py, ps, ps) est I’amplitude de transition (7.17); et
T*(ps, P2» Ps) ’amplitude de transition hermitique conjuguée.

A partir de la densité de probabilité I(xfy; stu) nous pouvons définir les
densités de probabilité marginales (?)

I(s, t, u) = f(aﬂy)dﬂ(ocpy) I(«By; stu), (7.21)

(® Voir par exemple Cramer [62], chapitre IX.
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et

I(aBy) = f o

Stu

dV(stu) I(aPy; stu); (7.22)
)

avec

f AV(stu) I(stu) =1 et f dQ(apy) (opy) = 1.
D(stu) (@BY)

Notons que d’aprés la relation (7.19),
dN(aBy; stu)

W(st) dV(stu) — J A9 T (71.23)
et
1(«By) dQ(oBy) = f AL %ﬁs—“‘) (7.24)

c’est-a-dire : I(szu) dV(stu) est le nombre d’événements finaux dans I'élément
de volume dV(stu) rapporté au nombre total d’événements produits et 1(x, B, y)
dQ(e, B, v) est le nombre d’événements finaux dans I’élément de volume
dQ(«, B, v) rapporté au nombre total d’événements produits.

On peut donner une forme plus explicite aux expressions (7.21) et (7.22)
utilisant les formules (2.10) et (7.17). Par exemple, on trouve (*) dans le
casouj, #0etjo=45=0:

| a@(stu) }”
Im
’
Z '[ dV(stu) | a®(stu) [*
D(stu)
Im
3j

I(oBy) = Z z FOM, M)DP[Regles  (7.26)

L=0 MM =—L

I(stu) = (7.25)

et

les coefficients F®(M, M’) pouvant étre calculés explicitement (%) en fonc-
tion des paramétres ¢$(p) et des quantités

f aD(stu) a®(stu) dV (st
rdn, =227 " :
: Z f | Ostu) [* aVi(stu)

o D(stuw)

(* Voir ’appendice A8 pour les détails de ce calcul.

(7.27)
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La densité de probabilité 1(aPy) nous donne la distribution angulaire des
événements finaux dans (111.1) par rapport a une tétrade de référence { t,_;z }.
Si la particule initiale a spin zéro, ou si elle n’est pas polarisée

(t(:a)(P) = 8!.08“0)1

la distribution angulaire I(«By) doit étre isotrope. La présence d’une corré-
lation (I(xPy) # 1) permet de mesurer les quantités FO(M, M’) et éven-

tuellement les paramétres % et F(Z l)'; n Les valeurs de F(M, M’) sont

alors obtenues de I’expérience mesurant la valeur moyenne des fonc-
tions D™[Regy ™ par rapport a I(z, B, v) :
1 , 1. NOR. ™.
L F M M) =g fsm Bdpdady 1(xfy) DV [Rapm]"
= < D(L)[R(GBY)]MM' >

11 est parfois intéressant d’utiliser une densité de probabilité conditionnelle
définie de la fagon suivante (%)

I(eBy; stu) |

I(aPy | stu) = Gt)

(7.28)

I’élément de probabilité correspondant : I(xPy | stu) dQ(apy) est égal au
nombre d’événements finaux, avec des valeurs s, t, u fixées, produits dans
Iélément de volume dQ(aBy).

CHAPITRE VIII

APPLICATION A L’ANALYSE PHENOMENOLOGIQUE
DES RESONANCES

Nous avons montré dans le chapitre précédent que pour une transition
j—j1 0, 0, la distribution angulaire I(x, B, ) a la forme suivante

2j L
Iz, & 7) =Z Z FOM, M) D[Regplw-  (7.26)
L=0 MM =-L
Notre but dans ce chapitre est le calcul de ’expression des termes F&(M, M)
en fonction des paramétres multipolaires t(,L,)( p) de la matrice densité de la
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particule initiale et des paramétres qui caractérisent le processus de désinté-
gration; ainsi que I’étude des restrictions imposées aux moments F®(M, M’)
par la conservation de la parité dans la réaction de production et dans la
désintégration. Dans le § 8 @ nous discutons en détail le cas d’une particule
de spin j qui se désintégre en trois particules sans spin; dans le § 8 b, celui
d’une particule de spin j qui se désintégre en une particule de spin j; et deux
particules sans spin. La dépendance angulaire de la polarisation de la parti-
cule finale est calculée dans le § 8 c. Finalement, dans le § 8 4, nous discutons
un test pour la détermination du spin des résonances baryoniques étranges se
désintégrant en trois corps.

§ 8 a. — Distribution angulaire
pour des processus du type j— 0,0, 0.
Applications.

Nous avons dans ce cas pour I’amplitude de transition 1’expression
simple (voir le § 7 a)

T(stu; afy)r = DP[Reppli an(s, 1, u); ;8.1
ou, d’aprés (7.16),
ar(stu) = fdg(aBY) T(stu; «By) DY[Regp]; (8.2)

et pour la densité de la probabilité de transition (7.20) on trouve, en tenant
compte de (2.10) et (8.1), le résultat

2j

Noby; stu) = A/2) IZ(zL + D7D [Repn]*

L=0

1% S N ay(stu) ayr(stu)
P E (L . ,,) (8.3)
J X
d 2
AE anSftu) | ax(stu) |

AN
Appelons TI'y,~ les quantités

f ay(stu) ay~(stu)dsdtdud (s +t4+u—m — m,)

Z f bow | ax(st) |*dsdtdud (s +t+u—m ——Zm,)

Ty = 8.4)
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et notons que,

ZFM =1 et P;()J’ = F;\')\'. (8 .Sa, b)
A

La distribution angulaire (7.26) est alors donnée par I’expression
2j L
)= > > XM M)D Rapole, 8.6)
L=0 MM =-L . ,

avec
® , -~ N (MY
XOM, M) = QL+ DISGVIFT Y (T 7 L. 6.7
A

La conservation de la parité dans le processus (1I1.1) interdit la présence
de certains des moments X®(M, M’) dans la distribution angulaire (8.6).
Dans une transition j — 0, 0, 0 conservant la parité, I’application du théo-
réme de Bohr [59] implique la relation (*)

T(S, ts u, «, 6, Y))\ = 55152;;3(——— 1)7k T(S9 ts u; o + , Ba Y 'I‘ 7")7\9 (8 8)

ol ¢, ¢; sont les parités intrinséques des particules d’énergie-impulsion p, p;,
i=1, 2, 3. On a alors, d’aprés la définition (8.2),

ak(sa f, u) = ﬂ)J'dQ(O(.By) ('— 1))\’ T(Sa Lu;a+mB, v+ 'It))" D(j)[R(aBY)];\I}\-

Ol ® = eg,5,e;. Dans cette intégrale nous pouvons faire le changement de
variables : ' = « + =} B’ = B; Y = y -+ = et utiliser Pinvariance de ’élé-
ment de volume dQ et la propriété

DP[Re_rgy—m) 2 = (— 1) DY [Repyn] 35

() En effet, soit T.(3) l'opération de symétrie pour I’hyperplan orthogona]

a n® [voir (1.19)]. La loi de transformation d’un état & une particule induite par
l’opération Z,) est d’aprés (1.71) et 1.76)

UE, | 2, /A) = D[R o3 | B, V) = (= D Zy0p5 )3
et U'invariance de T(p,, ps, P3); Dar rapport a I () implique donc,

T(p;; P> Ps);‘ = eeyepea(— 154 TZ,5)P1s Sps) P2 2P

Soient (s, ¢, u; a, B, ¥) les paramétres qui spécifient la configuration définie par
D1, Ds, Ps- Les paramétres correspondant 4 la configuration (Z, (31, Z,)P2 Z @Ps)
sont alors (s, ¢, u; « + =, B, ¥ + m), d’ol la relation (8.8).
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on obtient ainsi la relation
(— D2ax(s, t, u) = wa(s, t, u); 8.9)

c’est-a-dire : dans une transition j — 0, 0, 0, les seules amplitudes a)(s, t, u)
permises par conservation de la parité sont celles avec X pair (si o = -+ 1)
ou A impair (si @ = — 1). Ceci implique pour les quantité Ty~ définies
dans (8.4), les restrictions suivantes :

— dans le cas ol @ = + 1, Ty»» = 0, lorsque A’ ou (et) A" sont impaires;
(8.10a)

— dans le cas oil @ = — 1, T = 0, lorsque A’ ou (et) A" sont paires.
(8.10 d)

Notons aussi que d’aprés (8.7) : M’ 4+ A — A" = 0; en conséquence,
dans les deux cas (o = 4 1), M’ est pair et les moments X®(M, M) pour M’
impair sont donc nuls [un résultat qui peut étre obtenu directement & par-
tir de (7.52), lorsqu’on impose I(x, B8, v) = I(x, B, v + =) (¥)]. Rappelons-
nous, en outre, que dans le cas ou la particule p dans (III.1) est produite
dans une réaction conservant la parité, on a t® = 0 pour M impair (voir
le § 6 @). On peut résumer ces propriétés dans 1’énoncé suivant :

La conservation de la parité dans la production de la particule p et dans le
processus de désintégration p = p, + p» + ps, correspondant & une transi-
tion j — 0, 0, 0, implique :

XO(M,M")=0, lorsque M ou (et) M’ sont impairs.  (8.11)

Notons que les moments X®X0, 0) sont proportionnels aux valeurs
moyennes des polyndmes de Legendre (®) de cos B,

2L—l+i X0, 0) = (P, (cos B) ). (8.12)

Nous allons prouver que les quantités { P, (cos B) ) satisfont a I'inégalité,
%
Z(ZL—|— 1) ( Pu(cos B) Y <2j+ 1. 3.13)

L=0

(®) L’argument («, B, ¥ + =) correspond aux angles d’Euler de la rotation qui
ameéne le triédre # au triédre { Ap,Px; } i =1,2,3; ol P est 'opération d’inver-
sion d’espace.

(®) Rappelons que D(l)[R(aﬂY)]"o = P, (cos B) [voir (1.54)].
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Par définition,

— 0 2
X0 0 =L+ 0y2+1 > (1 1 ),
A

et

2j
l:~1“ w (0 A J)
o VﬁZ(zLJrl)to(p)L 7).

2

1 ) _ A

L=0

Donc

Mais o(p), = 0 (voir le § 2 a) et d’apreés (8.4), 0 < I'), < 1. Par appli-
cation de I’inégalité de Schwartz on a donc

(ZP(P)AAI‘M)z < ZP(?WYZI%,

A A

et puisque Zp)‘zl < zpﬂ =1; et ZI‘%‘ < ZI‘M =1, on peut
X )

A A

conclure Zp( p)ﬁI‘M < 1, d’ou la relation (8.13).
x
Voyons quelques applications des résultats précédents i des exemples de
désintégrations du type j — 0, 0, 0 :

a) une transition 0t — 0~, 0—, 0~ est interdite par conservation de parité;

b) dans une transition 0- — 0-, 0~, 0-, la distribution angulaire I(«By)
est isotrope, X©(0, 0) = 1;

¢) considérons une transition 1- — 0-, 0-, 0—; par exemple la désinté-
gration

o — 7t 4+, (8.15)
D’aprés (8.104a), on a
Do = 8y 0. 00705 (8.16)
c’est-a-dire,
XOM, M’ # 0) =0; 8.17)

et, en particulier pour L = 1 [voir (8.7)]

XO(M, 0) = 34/3 E‘:}(p)(‘l’ (1’ (l))zo. 8.18)
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Tenant compte encore du fait que le o est produit dans des réactions conser-
vant la parité, on a en plus

X@)(M impair, 0) = 0; (8.19)
et les seuls moments de la distribution I(x, 8, ), a priori non nuls, sont donc
X2, 0); X®(0, 0); et X@(— 2, 0) = X®(2, 0).

D’aprés la formule (8.7) on trouve pour ces quantités les valeurs
XOM, 0) = —4/107%. (8.20)

Nous voyons donc que dans une désintégration du type 1~ — 0-, 0-, 0,
Panalyse de la distribution angulaire de la normale au plan de désintégration
par rapport & un certain triédre de référence permet de mesurer les paramétres

1D = —2/5/2(Py(cos B)) et 1D=—4/2n(YEB, ®)) (8.214,b)

de la matrice densité de la particule initiale. La forme explicite de I(x, &, Y)
pour un processus 1= —0-, 0~, 0~ est

Iz, B, ) =1 -I—'\/; t®(1 — 3 cos? B)
—4/15sin? B(Re ¢ cos 2a 4 Im @ sin 2«). (8.22)

d) Dans le cas d’une transition (*) 1+ — 07, 07, 0-, on peut construire
avec les quantités T'y-»» non nulles [A' et 2" impaires d’apres (8.10 b)] une
matrice

I11.,1 0 Pl.—l .
0 0 0 |, avec Iy, +Ta=1Lletl, =T, (8.23)
P-1,1 0 F—l,-l

Les moments de I(«, B, Y), @ priori non nuls, sont dans ce cas X®(M, 0);
et XOM, 4+ 2), X@(M, 0). D’aprés (8.7) ils ont les valeurs

XM, 0) = 3/4/2 1Q[Ty,, — Ty, (8.24)
et

XM, 2) = V/1510T, 5 XOM, 0) = \/ 2

XOM, —2) = /15191y, 4, (8.25a,b,¢c)

(4) Un candidat possible est la désintégration D(1286) — KKr.
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Nous voyons donc que dans une transition 1+ — 0-, 0=, 0~, l’analyse de la
distribution angulaire du triédre de désintégration (I111.8) par rapport au

-
triédre de référence n permet de mesurer les paramétres .

100y — Ty] = \/ VAR (Y6 ) (8.26)

et
g 1 < D(z) [R(GﬁY)]"“ﬂ ) + ( D(z)[R(aBY)]Mz >
R 1,—1 — A y Py 8 . 27
el 34/8= 2(Y 06, 0) ®.27a)
— § 1 < D(Z)[R(aﬂv)]gz ) _ ( D(z)[R(aBY)]Mz > 8.27b
Im s = \/3 /3n 2(Y 28, %)) - 2D
1= 4/8x (Y 2@, %)) (8.28)

L’expression de la distribution angulaire I(xfy) pour un processus du
type 1t — 0—, 0—, 0~ est donc

(e, B, ) =1 +Z § V4n [\/ ; (T — Ty )t QYS9
(@)
+ f\_/—uiY(nz‘) (B; “)] + m;(;) [T‘—I,—ID&) [R(aBY)]Mz ‘|‘ I‘l,——lD(z)[R(aﬂY)]M—z] .
(8.29)

Nous voyons que dans le cas d’une désintégration 1+ — 0-, 0—, 0~, I’analyse
de la distribution I(x, 8, Y) permet de mesurer les paramétres :

;(:4); Re T'y,_s; Im Ty, 4;
et le « produit »

tQI0y, — Tyl

On peut encore mesurer t «a un signe prés » (%) si on a un nombre suffisant
d’événements pour déterminer une densité de probabilité conditionnelle
(voir le § 7 ¢).

oy | stu) = I(‘}‘f(z—zf)’—“) . (7.28)

(®) A ce propos, nous ne sommes pas d’accord avec Berman et Jacob [65]. Ces
auteurs prétendent que dans une désintégration 1+ — 0-, 0-, 0-, I’analyse de la
distribution I(«8y) permet la détermination de « tous » les éléments de la matrice-
densité de la particule initiale.
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En effet, soit

| au(stu) |2 — | a_y(stu) |?
A(sty) = [ax(ot) P [aaGi) |+ (8.300)

2Re al(stu)a_l—(}aj .
B(stu) = (@G [* & [aGt) [ (8.305)

_ 2Im al(stu)a_lf.;t_u—)—
C(stu) = (@Gt [* F [aGu) | (8.30¢)
Ona

A%(stu) + B2(stu) + C*(stu) = 1. 8.31D

Appelons { g, la moyenne par rapport a I(«By | st«). On a alors,

1 {D?[Regp)™s Yot + ( DP[Riapp]™s Doru .
B(stu)_’\/ '\/ { "’(Y o i o) ; (8.324a)

1 < D [R By ]M 2 >stu D(2) [I{(f!BY)]Mz >S‘" .
C(Stu) v ,\/ ko < Y_(:‘)(ﬁa) >sm ’ (8 .32 b)

et d’apres (8.31), A(stu) est déterminé au signe prés. En outre,

A(stu)t) = '\/ VA (Y 5B, ) Yot (8.33)
ce qui permet de déterminer 7 « au signe prés ».

§ 8 b. — Distribution angulaire
pour des processus du type j — j,, 0, 0.

L’amplitude de transition pour une désintégration du type j — j,, 0, 0,
est celle donnée par I’expression (7.17) pour j, = j; = 0 :

T(Pl,Pz, pa) A —ZVZ] +1 D(ll)[R(u, ul)] (vi ])\ n;)

DY[Reppln”als, t, u). (8.34)
A T’aide des fonctions a)(s, f, u) nous avons défini dans (7.27) les quan-

tités 1"(7, l)'; = Notons qu’elles satisfont aux relations

LU, Dpm =1 (8.35)

lLm
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et

rQ, - =TG- (8.36)
La distribution angulaire I(x, B, y) des événements finaux est obtenue a
I’aide de (8.34) par substitution dans la formule (7.20) et tenant compte

des relations (2. 10) et (7.22). Le calcul explicite est fait dans I’Appendice A . 8.
Nous donnons ci-dessous le résultat final,

2j L
Ko, 8, 7) = Z Z YOM, M)D[Rapplhs  (8.37)

j L=0 MM =-L
avec

YOM, M) = (2L + 1)?";2(1:)2\/ @+ D@+ DI+ 1)

j .:: 1%2 v ,)I‘(Zl),;,m. (8.38)

La conservation de la parité dans le processus de désintégration implique

Y®(M, M’ impair) = 0. (8.39)

( 1)j+11+l

On trouve cette restriction lorsqu’on impose dans 1’expression (8.37) la
condition (?) I(x, B, v) = I(«, B, v + ©); ou indirectement par application

du théoréme de Bohr [59] aux amplitudes A(ps, pz, pa) » :

A(a, Byy; s t, u) y = eelezea(— 1)7‘ " A(oc + Byt 8, u) e
ce qui implique, tenant compte de (7.8),
AR B, 3 8 1, w) = o(— 1)"AR 47, B, v+ 75 5, 1,1)

avec o = eg,e.e; et d’aprés la définition des amplitudes invariantes [voir
(7.16 a)]

(— 1), t, u) = wa$(s, t, w). (8.40)

On a ainsi pour les paramétres I‘(Z l);,m [voir (7.27)] :
l"(7, l);’m =0, pour m et (ou) m impairs, sio=+1; (8.41q)
rd, D. =0,  pour m et (ou) m pairs, sio=—1. (8.41b)

Dans tous les cas M’ = m — mest pair, d’ou la conclusion (8. 39).
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Voyons quel est le nombre d’amplitudes invariantes a%)(s, ¢, u) dans le
cas j, = 1/2. On a alors .

I=j—12 et I=j+1/2

avec m pair ou impair; c’est-a-dire :

nombre d’amplitudes = % RG—-1/D4+142(j+1/2)+11=2j+1. (8.42)

§ 8 c. — Dépendance angulaire des parameétres multipolaires
de la particule finale.

Considérons I’ensemble des particules de spin j; produites dans une tran-
sition
P =Pi, D3, Ps (8.43)
U = /1, 0,0).
Il est clair que les paramétres multipolaires des particules de spin j, dépen-
dent de la direction de production de p,. Formellement, la dépendance
angulaire de la matrice-densité des particules de spin j, est donnée par
I’expression

e T(. . )*
et = AVt st) o D)

de(stu) T(. . .)ewm T*(...)

; (8.44)
ded Qtr TeT*
avec, d’apres (7.22),
tr p)(«By) = I(Bv). (8.45)
La dépendance en «, B, y des paramétres multipolaires de p,, |
t(ﬁ)(aﬁy) avec oL <2, et —L'sM <L,
est alors donnée, d’aprés (2.8), par
~ 7‘1,\,
et = V2, + 1 (; bﬁ', {) P—i(fg—)“ (8.46)

Voyons quelle est la forme explicite de cette expression. En portant les équa-
tions (2.10) et (8.34) dans (8.44) on trouve aprés quelques manipulations
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algébriques analogues a celles effectuées dans le § 5 b, le résultat suivant

Key) (50 By) = /@7 + D@+ 1) z(zL 4 DEL+ 1)

L L’iMTm’lQI'-(f)
X\L 71 ~ ~ ~ |tm

L’ J1J M"M L/\m /I L
x D®[R(uy, )]¥, ,DO[R o) 3 TG D, = (8.47)

En particulier, pour L’ = 1, ce résultat nous donne la dépendance angulaire

de la polarisation de la particule finale o,(«BY).
Dans la pratique il convient d’utiliser une polarisation normalisée (voir

le chapitre I et le § 5 b).

~ 2 1
5u(oBy) = \/ DL Gt 1) e, (8.48)
En utilisant la formule (2.29) pour L = 1, avec
= (Ao n)u, (8.49)
on a d’apres (8.47)
s 27+ 1 N R
I(«By) o (xBy) = \/Er\/ —lj— ZZ QL+ DEL+D|TL 7 1
1 . .
LL 4 1 jij
M’ L L\(I" mM
X Z( N )( )Y(l)(s D(l)[R‘"”)]M ‘' D(L)[R( ﬁy)] M’
5\l MM/\m [ L L
G Dy, (.50

A partir de cette formule, nous pouvons calculer par exemple, la valeur
moyenne de /o\'u(aﬁy) par rapport a la distribution angulaire I(«fy)

(o) = [ 0 105, )
— VA E] ZD“’[R(u, e YRG0 £

Z'\/21+1 (I)JIJ’ ZF(I,I)m.m; (8.51)

Ljih



THEORIE RELATIVISTE DES CORRELATIONS ANGULAIRES 193

et en utilisant la formule (A.1K),

(o= I/ TEL™ DR, w)] o VG 1

hil
xZﬂHgJ ’ ;Zra D 8.52)

Dansle casouj, =1/2on a
I=L=j+12 et I=I_=j—1/2,

et d’aprés (8.35)

T, +T_=1, 8.53 d)
avece
Do= > TG+ 112,412 8.536)
<
et
r_— Zru 12, = 1D ®.530)

En portant ces expressions dans (8.52) on trouve

(oulopr)y = \/ “_,,—“ZD“’[R(u, u)]*u Y5015

g ,\/ ,\/J'*‘l
2]+2 .I+1 2j

formule que nous allons appliquer & la détermination du spin dans le para-
graphe suivant.

I1 est peut-étre intéressant de discuter la covariance de la formule (8.54).

» (8.54)

L’expression de ¢ en fonction de la polarisation normalisée a de la parti-
cule initiale est d’aprés (2.29) et (8.48)

=/ /U, ey, ®.55)

;v = (At—m;;)v'

avec
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Un choix convenable de la tétrade de référence consiste 4 prendre ¢ = u.
Alors on a simplement

,\/47r z Dm[R(” ul)]M Y(l) (Sm)t W= '\/21 ;_ 1] Sm:r\vs

avec

= (Ausu S
()

ou s, = n, est ’axe de quantification de la particule initiale ; et la for-
mule (8.54) s’exprime ainsi

5Dy = AL L, \/ j+1
sl(“ﬂ(“@Y))“ 3 .] 32‘]_'_2 J+1+ Tg.
(8.56)

§ 8d. — Test pour la détermination du spin.

Par rapport 2 la tétrade de référence ol ¢ = u, appelons { &(«By) ) la
composante

(o)) = — st CoulaBn) ). 8.57)
On a d’aprés (8. 54),

1 ]+1
<Etr(dﬁY)>=t(o)32]+2'\/]+l 2}*\/ % (8.58)

t® a la borne supérieure suivante

( )‘— 1+—1 (8.59)

Rappelons (voir le chapitre II) que

|t <4/2j+1 Max

Ae(=,- - o5J)

On a alors pour | { Ex(aBy) ) | :

j 1 j+1,
|<Eu(aﬂv)>l\\2]+21+2,+1\ 2j+2\ J _}—J“lr1
1 J+1
T T_+Ty)= 2 (8.60)

Cette borne fournit un test pour la détermination du spin j d’une particule Y*
telle que (%)
Y*¥ > Y+n+m,

(®) Par exemple Y¥(1660) - Y + = + w; E¥(1816) > E + = + .
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ou Y est un baryon A, Z+ ou E. En effet, si Y se désintégre faiblement dans
Y - B + T1s

avec un parametre d’asymétrie «, 7 O [voir la définition dans (5.26 b)],
on a d’aprés (5.27)

1
( cos 6 >aﬂ'y = ’3‘ aYEtr(aBY)a
avece
cos 6 = — 2MYA‘1/2(My, M;, Mnl)(p,.sl).

La moyenne de ¢ cos 6 >,g, par rapport a I(xpy) est

{{cos B Yupy ) = fd Q(oeyB) I(aBy) { €08 0 Yogy = g—;(«‘iu(aﬁy)) ; (8.61)
et d’aprés (8.60)

| {{cos 8 Dapy ) | < ljl 611 (8.62)

Dans les cas ou | {({ cos 0 Yuay ) | # O I'inégalité (8.62) fournit une borne
supérieure du spin j. Ce test est en quelque sorte analogue & celui de Lee
et Yang [58], voir (5.28), pour les désintégrations en deux corps.

APPENDICE A.8

CALCUL DE LA DISTRIBUTION ANGULAIRE I(«, 8, Y)
POUR DES PROCESSUS DU TYPE j—j, 0, 0.

Le point de départ est ’expression (7.20) pour A, = A3 = 0,

Z T(Pn §2% P:a);\l;h P(P))\;\' T(Pn Dss Ps) )\1;\'
N,

I(DL, Ba Y5 S, &, u) = N (A.8a)
f dVdQ tr TeT*
avece
A _ (DY Oy (MAJ
(o = S0 Z(zL +0 Qo (L1 1) 2.10)
et

T(pl’ P2 p3)7‘17\ =Zv21+ 1 D(jl)[R(u,ul)]Alvl(;’i sm ) (I)[R(aBY)]m' a (S’ t,u),
1 (8.39

ANN. INST. POINCARE, A-V-2 14
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Calcul du numérateur de I(z, B, v; s, ¢, ) dans (A.S a):

Z T(' : ')7\17\ 9}‘)\’ mllx’

AAN
Zq/m+muu)wunng(Aquwﬂﬁ
2j+1 117\1 Lj)J j vy m"

ILI
Q) @ -] D(stu) 7O
X Z(ZL + D[R] " DP[R o]~ @0(st) Dot 70(p)

@1+ DRI+ 1) YLQ (mw)m "

= @L+1) . D[R .

E\/ T i Zml L [Ran]"s
" m,m

X (= 1/ HFO ) 0@t distu), (A.8 b)
M m m

ol on a utilisé (1.62), (1.51 a, b) et (A.1¢).
Voyons ensuite quelle est 1’expression explicite pour deth TeT* :

J'dQ tr ToP* = 2+1 (1o lg Z(Z m 0) (— 1) +Hatl Ia(fﬂ)(.s‘tu)i2

. V2j+1lini m 10
mais
101 1y tht! ot (1 m 0)_ 1
Jhi V(21+1)(2;+1) m 10/ /2141
On a donc
_ 1 D)
fao e Ter* — 2 > [ asm (A.80)
I,m

et finalement

* __ @), — — 2
dedQ tr TeT* = %~ 2} T lfp(:tu) dtduz | a,)(stu) ‘ 3(s + t + u— m*— Tm?),
(A.84d)
avec

— — m? 2
x= [ dodidud(s + 1 +u—m zm,) (A.8e)

Nous pouvons maintenant calculer I(«fy) en utilisant la formule (7.22) et les
résultats (A8.b) et (A8.d). On trouve ainsi

K(apy) = Z(2L+1)t(’~>2\/ @1+ DQj + D@+ 1) (— 1)/ ++T

lI

ILT
)

~ ) ()
M T m\ o N fD(sm)dV(stu)a';(stu)am(stu)
X - D [R ] , , (A.8f)
AL m 1 hnl w > dVist) | aDsn)
D(stu) m

m,m
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d’ou les résultats (7.26), (7.27) et (8.37), (8.38) dans le texte. En utilisant (7.21)
et les formules (A8.5) et (A8.d) on trouve encore

Z ] a(lm)(stu) |2
I.m

| ) (7.25)
ZfD ) dV(stu) l a(,’n)(Stu) |2

I(stu) =

BIBLIOGRAPHIE

ABoLINsS M. (Voir LANDER) (1964).

ADARR R., Phys. Rev., t. 100, p. 1540 (1955).

ADEMOLLO M. et GaTTO R., Phys. Rev., t. 133, p. B 531 (1964 a).

ADEMOLLO M., GATTO R. et PREPARATA G., Phys. Rev. Let., t. 12, p. 462 (1964 b).

ADEMOLLO M., GATTO R. et PREPARATA G., Phys. Rev., t. 140, p. B 192 (1965).

AvrrTr J., BATON J. P., DELER B., NEVEA-RENE M., CRUSSARD J., GINESTET J.,
TRAN A. M., GEssaroLI R. et ROMANO A., Phys. Rev. Let., t. 15, p. 69 (1965).

ALFF C., GELFAND N., NAUENBERG U., NUssBAUM M., SCHULTZ J., BRUGGER H.,
STEINBERGER J., KIRsCH L., PLANO R., BERLEY D. et PRODELL A., Phys. Rev.,
t. 137, p. B 1105 (1965).

BARBARO-GALTIERI A. (Voir ROSENFELD) (1965).

BARGMANN V., Ann. Math., t. 48, p. 568 (1947).

BARGMANN V. et WIGNER E. P., Proc. Nat. Acad. Sc., t. 34, p. 211 (1948).

BARGMANN V., Rev. Mod. Physics, t. 34, p. 829 (1964 q).

BARGMANN V., Jour. Math. Phys., t. 5, p. 862 (1964 b).

Barkas N. H. (Voir ROSENFELD) (1965).

BasTIEN P. L. (Voir ROSENFELD) (1965).

BaTton J. P. (Voir AritTr) (1965).

BerRLEY D. (Voir ALFF) (1965).

BERMAN S. M. et JacoB M., Phys. Rev., t. 139, p. B 1023 (1965).

Bessis D., ITzyksoN C. et JacoB M., Nu. Cim., t. 27, p. 376 (1963).

Bivins R. (Voir ROTENBERG) (1961).

BoHR A., Nuc. Phys., t. 10, p. 486 (1959).

Brown J. L. (Voir GOLDHABER) (1964).

BrUGGER H. (Voir ALFF) (1965).

BURNSTEIN R. A. (Voir CoURANT) (1963).

BUTTON-SHAFER J., Phys. Rev., t. 139, p. B 607 (1965).

ByYERs N. et FENSTER S., Phys. Rev. Let., t. 11, p. 52 (1963).

Byers N. et YANG C. N., Rev. Mod. Physics, t. 36, p. 595 (1964).

CArMONY D. D. (Voir LANDER) (1964).

CARTAN E., La théorie des spineurs. Hermann, Paris (1937).

DE CeLLEs P. C. (Voir DuraNnD III) (1962).

CHEw G. F. et Low F. E., Phys. Rev., t. 113, p. 1640 (1959).

CHINOWSKY W., GOLDHABER G., GOLDHABER S., Lee W. et O’HALLARAN T.,
Phys. Rev. Let., t. 9, p. 330 (1962).

CHuNG S. U., DauL O. I, Harpy L. M., KALBFLEISCH G. R., KIrRZ J., MIL-
LER D. H. et SMITH G. A., Phys. Rev. Let., t. 12, p. 621 (1964).

CoHEN-TANNOUDJN G. (Voir MEssIAH) (1964).



198 EDUARDO DE RAFAEL

CouraNT H., FiLTHUTH H., FRANZINI P., GLASSER R. G., MINGUZZI-RANZI A.,
SEGAR A., WiLLis W., BURNSTEIN R. A., Day T. B., KeHoE B., HErz A. J.,
SAKITT M., SECHI-ZORN B., SEEMAN N. et SNow G. A., Phys. Rev. Let., t. 10,
p. 409 (1963).

CrRAMER H., The elements of probability theory and some of its applications. Wiley,
New York.

CRuUsSARD J. (Voir AurrTi) (1965).

DanL O. 1. (Voir CHUNG) (1964).

DaLirz R. H., Phil. Mag., t. 44, p. 1068 (1953). ;

Davitz R. H., Properties of weak interactions. Ecole d’Eté, Varenna (1964).

Day T. B. (Voir CourANT) (1963).

DEeLER B. (Voir Avrrrtr) (1965).

DEvons S. et GOLDFARB L. J. B., Angular Correlations dans Handbuch der Physik,
t. 42, p. 362 (1957).

DirAC P. A. M., The principles of Quantum Mechanics, 4th edition. Oxford Uni-
versity Press (1958).

DoNCEL M. G. et DE RAFAEL E., Tests of SU(6)w from predictions on spin alignments
Preprint (1965).

DREITLEIN J. et PRIMAKOFF H., Phys. Rev., t. 125, p. 1671 (1962).

DRELL S. D., Phys. Rev. Let., t. 5, p. 342 (1960).

DRrEeLL S. D., Rev. Mod. Phys., t. 33, p. 458 (1961).

Duranp III L., LANDovITZ L. F. et LEITNER J., Phys. Rev., t. 112, p. 273 (1958).

Duranp III L., DE CeLLEs P. C. et MARR R. B., Phys. Rev., t. 126, p. 1882 (1962).

Duranp III L. et Cawu Y. T., Phys. Rev. Let., t. 12, p. 399 (1964 a).

DuranD 11 L. et CHU Y. T., Phys. Rev. Let., t. 13, p. 45 (1964 b).

DuranD III L. et CHiu Y. T., Phys. Rev., t. 137, p. B 1530 (1965).

EBERHARD P. et Goop M. L., Phys. Rev., t. 120, p. 1442 (1960).

EpMoNDS A. R., Angular momentum in quantum mechanics. Princeton University
Press (1957).

Ernst F. J., SacHs R. G. et WaL1 K. C., Phys. Rev., t. 119, p. 1105 (1960).

FaBrI E., Nu. Cim., t. 11, p. 479 (1954).

Fano U., Phys. Rev., t. 90, p. 577 (1952).

FaNo U., Rev. Modern Phys., t. 29, p. 74 (1957).

FerrARI E. et SELLERI F., Suppl. Nu. Cim., t. 24, p. 453 (1962).

FerrO-LUzzI M., GEORGE R., GOLDSCHMIDT-CLERMONT Y., HENRI V. P., JONGE-
saNs B., LErTH D., LYyNCH G., MULLER F. et PERREAU J. M., Proc. Sienna Conf.
on Elementary Particles, t. 1, p. 189 (1963).

FErRrRO-Luzzt M., GEORGE R., GOLDSCHMIDT-CLERMONT Y., HENRI V. P., JONGE-
JaNS B., LEITH D., LYNCH G., MULLER F. et PERREAU J. M., The reaction KN 7w
at 3 GeVle and the production mechanism of K*N*. CERN preprint (1965).

FictautH H. (Voir CoURANT) (1963).

Franzint P. (Voir COURANT) (1963).

FRAUENFELDER H., STEFFEN R. M., DE GrooT S. R., ToLHOEK H. A. et Huis-
kamp N. J., Angular distribution of nuclear radiation dans «. y. 8-Ray Spectro-
scopy, vol. 2. North Holland P. Co.

FrerTER N. B. (Voir HusoN) (1963).

GaTTO R. (Voir ADEMOLLO) (1964 a).

Gatto R. (Voir ADEMOLLO) (1964 b).

GatTo R. (Voir ADEMOLLO) (1965).

GELFAND N. (Voir ALFF) (1965).

GELL-MANN M., Phys. Rev., t. 92, p. 833 (1953).

GELL-MANN M., California Inst of Technology, Report n° CTSL-20 (1961).

GELL-MANN M., Phys. Rev., t. 125, p. 1067 (1962).



THEORIE RELATIVISTE DES CORRELATIONS ANGULAIRES 199

GELL-MANN M., Rapport a la Conférence d’Oxford (1965).

GEeorGE R. (Voir FERRO-Luzzi) (1963).

GEeoOrGE R. (Voir FERrRO-Luzzi) (1965).

GEssAROLI R. (Voir ALitTr) (1965).

GINESTET J. (Voir ArirTr) (1965).

Grasser R. G. (Voir CouranT) (1963).

GoEBEL C., Phys. Rev. Let., t. 1, p. 337 (1958).

GoLDFARB L. J. B. (Voir DEvONS) (1957).

GoLDHABER G. (Voir CHINOWSKY) (1962).

GOLDHABER G., BROWN J. L., GOLDHABER S., KADYK J. A., SHEN B. C. et TRIL-
LING G. H., Phys. Rev. Let., t. 12, p. 336 (1964).

GOLDHABER S. (Voir CHINOWSKY) (1962).

GOLDHABER S., Proc. Athens Topical Conf. Recently discovered resonent particles,
p. 92. Ohio Univ., Athens (1963).

GOLDHABER S. (Voir GOLDHABER G.) (1964).

GoLDSCHMIDT-CLERMONT Y. (Voir FErRroO-LuzzI) (1963).

GoLDSCHMIDT-CLERMONT Y. (Voir FERrRO-Luzzi) (1965).

Goobp M. L. (Voir EBERHARD) (1960).

GOTTFRIED K. et JACKSON J. D., Nu. Cim., t. 34, p. 735 (1964).

DE GrooT S. R. (Voir FRAUENFELDER) (1965).

GiirseY F., Group theoretical concepts and methods in elementary particle physics.
Gordon and Breach (1964).

GiirseyY F. et Rapicatt L. A., Phys. Rev. Let., t. 13, p. 173 (1965).

Harpy L. M. (Voir CHUNG) (1964).

HenpRricks T. (Voir LANDER) (1964).

Henry C. et DE RAFAEL E., Ann. Inst. Henri Poincaré, t. 2, p. 87 (1965).

Henry V. P. (Voir FERrO-LUZzzI) (1963).

Henry V. P. (Voir FErro-Luzzr) (1965).

Herz A. J. (Voir CouraNT) (1963).

Huiskamp W. J. (Voir FRAUENFELDER) (1965).

Huson F. R. et FRETTER W. B., Bull. Am. Phys. Soc., t. 8, p. 325 (1963).

ITzyksoN C. (Voir Bessis) (1963).

JACKSON J. D. (Voir GOTTFRIED) (1964).

JAacksoN J. D., Particle and polarization angular distributions for two and three
body decays. Ecole d’Eté, Les Houches (1965 a).

JacksoN J. D., Cours a I’Ecole d’Eté des Houches (1965 b).

JacoB M. (Voir BEssis) (1963).

JacoB M. (Voir BERMAN) (1965).

JoNGEIANS B. (Voir FErrO-LUzz) (1963).

JoNGEJIANS B. (Voir FErro-Luzzi) (1965).

Joos H., Fortschritte der Physik, t. 10, p. 65 (1962).

KADYK J. A. (Voir GOLDHABER G.) (1964).

KALBFLEISCH G. R. (Voir CHUNG) (1964).

KALLEN G., Properties of Vacuum expectation values of field operators dans
Relations de dispersion et particules élémentaires. Hermann, Paris (1960).

KEHOE B. (Voir COURANT) (1963).

KirscH L. (Voir ALFF) (1965).

Kirz J. (Voir CHUNG) (1964).

Kirz J. (Voir ROSENFELD) (1965).

LANDER R. L., ABoLINS M., CARMONY D. D., HENDRICKS T., XUuoNG M. et
YAGER P. M., Phys. Rev. Let., t. 13, p. 346 (1964).

Lanpovitz L. F. (Voir DuranD III) (1958).

Lee T. D. et YanG C. N., Phys. Rev., t. 109, p. 1755 (1958).



200 EDUARDO DE RAFAEL

Leg W. (Voir CHINOWSKY) (1962).

LerrH D. (Voir FErro-Luzzi) (1963).

LerrH D. (Voir FErro-Luzzr) (1965).

LEerTNER J. (Voir DUrRaND III).

LipkiN H. J. et MEsHKOV S., Phys. Rev. Let., t. 14, p. 670 (1965).

Low F. E. (Voir CHeEw) (1959).

Lusanski J. K., Physica, t. 9, p. 310 (1942).

LurgAT F. et MIcHEL L., Nu. Cim., t. 21, p. 574 (1961) et Comptes Rendus de la
Conf. d’Aix-en-Provence, p. 183.

LyNcH G. (Voir FErro-Luzzr) (1963).

LyncH G. (Voir FErro-Luzzi) (1965).

MACFARLANE A. J., J. Math. Phys., t. 3, p. 1116 (1962).

MaRrr R. B. (Voir Duranp III) (1962).

MesHkovV S. (Voir LipkIN) (1965).

MessiaH A. M. L. et CoHEN-TANNoOUDII G., Nu. Cim., t. 33, p. 853 (1964).

MEeTrOPOLIS N. (Voir ROTENBERG) (1961).

MEeyer Ph., PRENTKI J. et YAMAGUCHI Y., Phys. Rev. Let., t. 5, p. 442 (1960).

MicHEL L., Nu. Cim., t. 10, p. 319 (1953).

MicsEL L., Cours sur la théorie des groupes. Ecole d’Eté, Varenne (1958).

MicseeL L., Suppl. Nu. Cim., t. 14, p. 95 (1959).

MicHEL L. (Voir LURCAT) (1961 a).

MicheL L., Nu. Cim., t. 22, p. 203 (1961 b).

MicHEL L. et ROUHANINEIAD H., Phys. Rev. t. 122, p. 242 (1961 ¢).

MicHEL L., Invariance in Quantum Mechanics and Group Extensions. Group theore-
tical concepts and methods in elementary particle physics; lectures of the Istan-
bul summer school of theoretical physics. Edited by Feza Giirsey; Gordon and
Breach.

MILLER D. H. (Voir CHUNG) (1964).

MinGuzzi-RANzr A. (Voir CoURANT) (1963).

MINNAERT P., Positivity conditions for the density matrix of spin one particles.
Preprint.

MuLLer F. (Voir FErro-Luzzi) (1963).

MuLLER F. (Voir FErrRO-Luzzi) (1965).

NAIMARK M. A. Les représentations linéaires du groupe de Lorentz. Dunod, Paris
(1962).

NEe’MAN Y., Nuc. Phys., t. 26, p. 222 (1961).

NEeVEU-RENE M. (Voir AriTTI) (1965).

NisHMA K., Prog. Theor. Phys., t. 12, p. 107 (1954).

NissuMA K., Prog. Theor. Phys., t. 13, p. 285 (1955).

NussBauM M. (Voir ALFF) (1965).

Nuyrs J. et DE RAFAEL E., Nu. Cim., t. 30, p. 443 (1963).

O’HALLARAN T. (Voir CHINOWSKY) (1962).

PaurLr W. (Voir LuBanski) (1942).

PERREAU J. M. (Voir Ferro-Luzzr) (1963).

PERREAU J. M. (Voir FErRrO-Luzz1) (1965).

PESHKIN M., Phys. Rev., t. 123, p. 637 (1961).

PESHKIN M., Phys. Rev., t. 133, p. B 428 (1964).

PrLano R. (Voir ALFF) (1965).

PreNTKI J. (Voir MEYER) (1960).

PrEPARATA G. (Voir ADEMOLLO) (1964 b).

PREPARATA G. (Voir ADEMOLLO) (1965).

PriMAKOFF H. (Voir DREITLIN) (1962).

ProDELL A. (Voir ALFF) (1965).



THEORIE RELATIVISTE DES CORRELATIONS ANGULAIRES 201

RapicaTI L. A. (Voir Giirsey) (1965).

DE RAFAEL E., Phys. Rev., t. 128, p. 2435 (1962).

DE RAFAEL E. (Voir NuyTs) (1963).

DE RAFAEL E., Nu. Cim., t. 33, p. 237 (1964 a).

DE RAFAEL E., Phys. Rev. Let., t. 11, p. 260 (1964 b).

DE RAFAEL E. (Voir HENRY) (1965 a).

De RAFAEL E., Implications of unitary symmetry on angular correlations (non
publié) (1965 b).

DE RAFAEL E. (Voir DoNceL) (1965 c).

Romano A. (Voir ALrrtr) (1965).

Ross M. H. et SHAW G. L., Phys. Rev. Let., t. 12, p. 627 (1964).

Ross M. (Voir ROSENFELD) (1965).

ROSENFELD A. H., BARBARO-GALTIERI A., BARKAS W. H., BasTieN P. L., Kirz J.
et Ross M., U. C. R. L. 80 30. August (1965).

ROTENBERG M., BIvins R., METROPOLIS N. et WoOTEN J. K., The 3-j and 6-j sym-
bols. Techn. Press M. 1. T. (1961).

RouHANINEIAD H. (Voir MicHEL) (1961).

Sacas R. G. (Voir ErnsT) (1960).

SakiTA B., Phys. Rev., t. 136, p. B 1756 (1964).

Sakirt M. (Voir CoURrANT) (1963).

SaLzMAN F. et SALZMAN G., Phys. Rev. Let., t. 5, p. 377 (1960 a).

SALZMAN F. et SALzZMAN G., Phys. Rev., t. 120, p. 599 (1960 b).

ScHLEIN P. E. et al., Phys. Rev. Let., t. 11, p. 167 (1963).

ScHuLTZ J. (Voir ALFF) (1965).

SECHI-ZORN B. (Voir CoUraNT) (1963).

SEGAR A. (Voir CouraNT) (1963).

SELLERI F. (Voir FERRARI) (1962).

SHAPIRO G., Phys. Rev., t. 134, p. B 1393 (1964).

SHEN B. C. (Voir GoLDHABER G.) (1964).

SEEMAN N. (Voir CouranT) (1963).

SMITH G. A. (Voir CHUNG) (1964 a).

Snow G. A. (Voir CouraNT) (1963).

SopkovicH N. J., Nu. Cim., t. 26, p. 186 (1962).

STEINBERGER J. (Voir ALFF) (1965).

STEFFEN R. M. (Voir FRAUENFELDER) (1965).

STREATER R. F. et WIGHTMAN A. S., PCT, Spin and statistics, and all that.
W. A. Benjamin, Inc. (1964).

ToLHOEK H. A. (Voir FRAUENFELDER) (1965).

TrAN A. H. (Voir ALitT) (1965).

TRILLING G. H. (Voir GOLDHABER G.) (1964).

TriPP R., WATSON M. et FERRO-LUzzi M., Phys. Rev. Let., t. 8, p. 175 (1962).

Tripp R., Ann. Rev. Nuc. Science, t. 15, p. 325 (1965).

WAERDEEN B. L. VAN DER, Die Gruppentheoretische Methode in der Quanten-
mechanik. Springer, Berlin (1932).

WaLl K. C. (Voir ERNsT) (1960).

WatsoN M. (Voir Tripp) (1962).

WATsoN H. D. D., Nu. Cim., t. 29, p. 1338 (1963).

WEINBERG S., Phys. Rev., t. 133, p. B 1318 (1964).

Wick G. L., Symmetries in Quantum Mechanics. Cours & 1’Ecole d’Eté des
Houches (1965).

WIGHTMAN A. S., L’invariance dans la mécanique quantique relativiste, dans
Relations de dispersion et particules élémentaires. Hermann, Paris (1960).

WIGHTMAN A. S. (Voir STREATER) (1964).



202 EDUARDO DE RAFAEL

WIGNER E. P., Ann. Math., t. 40, p. 149 (1939).

WIGNER E. P. (Voir BARGMANN) (1948).

WIGNER E. P., Group theory and its application to the quantum mechanics of atomic
spectra. Academic Press, New York (1959).

WIGNER E. P., Unitary representations of the inhomogeneous Lorentz group including
reflections. Group theoretical concepts and methods in elementary particle
physics; Lectures of the Istanbul Summer school of theoretical physics; edited
by Feza Gursey, Gordon and Breach (1964).

WiLLiams D. N., Communication privée (1964).

WiLLis W. (Voir Courant) (1963).

WOLTERS G. F., 4 study of resonances in view of spin determination. Thése, Drukke-
rij Holland, N. V., Amsterdam (1964).

WooTteN J. K. (Voir ROTENBERG) (1961).

XUoNG M. (Voir LANDER) (1964).

YAGER P. M. (Voir LANDER) (1964).

YamaGoucHt Y. (Voir MEYER) (1960).

YANG C. N. (Voir LEg) (1958).

YanG C. N. (Voir BYERrs) (1964).

ZeemaN E. C., J. Math. Phys., t. 5, p. 490 (1964).

ZeMAacH C., Phys. Rev., t. 140, p. B 109 (1965).

ZWANZIGER D., Positive-definite and covariant spin-1 polarization matrix. Lorentz
Symposium, Boulder (1964).

(Manuscrit recu le 21 avril 1966).



THEORIE RELATIVISTE DES CORRELATIONS ANGULAIRES 203

TABLE DES MATIERES

Pages

INTRODUCTION. . . . . + . « v « « « v v o « « . 84
CHAPITRE PREMIER. — Rappel de cinématique relativiste. Définitions et

notations . . . . . . . . . . . .0 0. 0. 89
CuaPITRE II. — Matrice densité de spin pour des particules de spin quel-

CONQUE . . . v « « « 4 e e e e e e e e e 103

PREMIERE PARTIE
CINEMATIQUE RELATIVISTE DES FONCTIONS DE VERTEX.

APPLICATIONS
CHAPITRE III. — Les régles de sélection dans un vertex. Applications . . 116
CHAPITRE IV. — Paramétrisation multipolaire des fonctions de vertex.
Classification des facteursdeforme . . . . . . . . . . . 128

DEUXIEME PARTIE

THEORIE RELATIVISTE DES CORRELATIONS ANGULAIRES
DANS LES DESINTEGRATIONS SUCCESSIVES EN DEUX CORPS.

APPLICATIONS
CHAPITRE V. — Description phénoménologique des désintégrations a deux
corps et analyse multipolaire . . . . . . . . . . . . . 150
CHAPITRE VI. — Application & la détermination du spin et parité des
résonances . . . . . . . .. e 162

TROISIEME PARTIE

THEORIE RELATIVISTE DES CORRELATIONS ANGULAIRES
DANS LES DESINTEGRATIONS A TROIS CORPS.

APPLICATIONS
CHAPITRE VII. — Description phénoménologique des désintégrations
atroiscorps. . . . . . . . . . ... 174
CHAPITRE VIII. — Application a I’analyse phénoménologique des réso-
nances Ce e e e e e e e .. 182
APPENDICE A.1. — Quelques formules complémentaires sur le groupe des
rotations. . . . . . . . . .. . L0 102

APPENDICE A.4. — Lois de transformation des fonctions AP, p)"s
E(p,p) 5 et FO>p, p), BO(p, o)y . . . L L .. 147



204 EDUARDO DE KRAFAEL

Pages
APPENDICE B.4. — Conservation de courant et facteurs deforme . . . 148
APPENDICE A .8. — Calcul de la distribution angulaire I(x, 8, Y) pour des
processus dutypej -j,0,0 . . . . . . . ... .. 195
BIBLIOGRAPHIE. . . « « « o+ o v e e e e e e e e e 1T
. —— (L j
TaBLE 2.1. — Eléments de matrice (T‘t})*"x =14/2j + 1(], M %\), pour
j=12etL=1;j=1etL=1,2;j=32etL=123. . . . . 112
TaBLE 3.1. — Eléments de matrice dans I’espace des polarisations pour
les vertex correspondant a des courants pseudoscalaires . . . . . 123

TaBLE 3.2. — Eléments de matrice dans 1’espace des polarisations pour les
vertex correspondant 4 des courants vectoriels . . . . . . . . 126



