ANNALES DE L’I. H. P., SECTION A

KHAM DOEUN TOCH

Etude de I’équivalence des définitions de la distance
spatiale en relativité générale

Annales de I'l. H. P, section A, tome 4,n°2 (1966), p. 107-117
<http://www.numdam.org/item?id=AIHPA_1966__4_2_107_0>

© Gauthier-Villars, 1966, tous droits réservés.

L’acces aux archives de larevue « Annales de I'I. H. P,, section A » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.
org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce
fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIHPA_1966__4_2_107_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Henri Poincaré, Section A :
Vol. IV, n° 2, 1966, p. 107-117. Physique théorique.

Etude de I’équivalence des définitions

de la distance spatiale en relativité générale

par

TOCH Kham Doeun
(Institut Henri Poincaré).

SoMMAIRE. — En utilisant quelques propriétés de la congruence de géodé-
siques isotropes dans une variété riemannienne, on étudie 1’équivalence
de 4 types de définitions de la distance spatiale proposées par différents
auteurs en Relativité générale.

SUMMARY. — Study of the equivalence of four different definitions of
spatial distance in general Relativity by using characteristic properties of
nullgeodesic congruences.

I. — INTRODUCTION

En Relativité générale, seule la distance spatiale entre deux points d’uni-
vers infiniment voisins a été définie d’'une maniére unique. Celle de deux
points & distance finie a été examinée a plusieurs reprises et de différentes
maniéres tant du point de vue astronomique que cosmologique. Les mesures
effectives d’une telle distance spatiale sont des mesures photométriques de
magnitude : ce qui explique le role des géodésiques isotropes dans les défi-
nitions proposées. En utilisant quelques propriétés des congruences de
géodésiques isotropes dans une variété riemannienne, nous allons étudier
I’équivalence de 4 types de définitions de la distance spatiale proposées par
différents auteurs en Relativité générale.
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II. — RAPPEL :
CONGRUENCES DE GEODESIQUES ISOTROPES
DANS UNE VARIETE RIEMANNIENNE.
DEFINITIONS DE LA DISTANCE SPATIALE
EN RELATIVITE GENERALE

Considérons. un espace-temps riemannien V, doué d’une métrique du
type hyperbolique normal :

2-1) ds? = g, dx*dx® w,v=0,1,2,3.

Soient L et L’ deux lignes d’univers respectivement tangentes aux vitesses
unitaires u* et 4* en A et B.

Soit G(u, v) le 2-espace formé. par les géodésiques isotropes I'(x) qui
appliquent L sur L’ et soient : ]

a) u un paramétre spécial sur chacune des I'(w) tel que # = u; sur L
et u = u, sur L', ce qui est toujours possible puisque ce parametre n’est
déterminé qu’a une transformation linéaire prés (Nous prendrons u; > ).

b) v un second paramétre constant le long de chaque I'(u).

On sait que sur chaque I'(x), on a, en posant :

dx# Ox®
= Ba = 20 dv
vie  dlv T N
V 2ne
@-3) T RYLTe =0

(équation de la déviation géodésique).

2-4) 7#l, = constante indépendante de u.
Pour plus de simplicité, nous supposerons que :

2-5) 74(u) = 0

ce qui entraine que :

(2-6) ", =0

(n* orthogonal a /* tout au long de chaque I'(w)).
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On remarque que sur chaque I'(«), la solution de (2-3), orthogonale a I+,
n’est déterminée qu’a la transformation suivante prés :

@7 = 75 + g+

ou g(u) est une fonction linéaire quelconque de u et =l une solution quel-
conque de (2-3) orthogonale a /* et indépendante de u=.

Donc sur chaque I'(), quel que soit le vecteur unitaire 2, il y a toujours
une solution de (2-3) qui soit orthogonale a la fois a /* et a u~.

Cependant, on a sur chaque I'(x) :

(2-8) = |90y [ = | 9ineu |12 = ne.

Par suite, 7 est indépendant de u*.

Par la suite, nous désignerons par P et Q les 3-espaces orthogonaux res-
pectivement a /* et u* en A et par X leur intersection. Le mince faisceau
de I'(w) coupe X suivant une section bidimensionnelle dont nous désignerons
I’aire par S.

Cela étant posé, nous allons étudier 1’équivalence des définitions suivantes
de la distance spatiale A(A, B), observée en A :

Définition I (Whittaker, 1932 [1])
(2-9) A(A, B) = k(u, — us)

ou par hypothése, la constante k est telle que, quand A et B deviennent
infiniment voisins ’'un de l’autre, A (A, B) = | do | do étant 1’élément
linéaire d’espace du 3-espace P.

Définition II (H. S. Ruse [2])

(2-10) Au(A, B) = ] 204, B) J

ot Q(A, B) est la « fonction d’univers » le long de la géodésique I'y(1) joi-
gnant A et B :

Q — _1 f . ds?
2)s
7, = le temps propre sur L en A.
Définition 111
(2-11) Au(A, B) = KA/S

la constante K étant définie avec la méme hypothése que celle utilisée pour k.
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Cette définition s’inspire de celle de Whittaker (1931 [3]) et différe de
cette derniére par le fait que 1’aire S considérée par Whittaker est celle engen-
drée par l’intersection du mince faisceau de I'(x) avec le 3-espace P et non
avecZ =P N Q.

Définition IV (Goldberg et Newmann [4])
(2-12) An(A,B) = Cy

C étant encore choisie avec la méme hypothése que celle utilisée pour k.

III. — EQUIVALENCE DES DEFINITIONS I ET II
Les définitions I et II sont équivalentes dans tout espace-temps (Ruse [2]).
En effet, 1a solution de (2-2) pour . = 0 peut s’écrire sous la forme :

O x° O x?
(3-1) P=o =Y ou du= D

Y étant une certaine fonction connue de x*. Par suite :
A D0
(3-2) A(A, B) = K —u) =k [
B

I’intégrale étant prise sur I'y(u).

Or, par hypothese sur k, on a :
(3-3) kdu=|do| = |u*l, |u—u, du ou k=|uy |u=u.
Par suite, (3-2) s’écrit :

AD—O axll-l Aaxo
(3-4) AI(A,B)=|uulu|u=ulf87x=! | |Yl|f37

up. axo w=u
Y, étant la valeur de Y en A.

Ecrivant maintenant 1’expression invariante (3-4) dans les coordonnées
normales géodésiques :

y&l:au-u Q% —= E
au u=u,

on obtient :

(3-5) AfA, By = u,yt avec Y= a‘u,.
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Or, on sait d’autre part que [5] :

3Q(A, B)
(3-6) A - Fm Yo, = (8udu=uD%-
Dsls

Comparant (3-5) et (3-6), on obtient :

1

2Q

o,

2Q
axi‘ |

oxt 20
or, Oxt

c. q.f.d.

u*

(-7 AYA, B) =

IV. — EQUIVALENCE DES DEFINITIONS II ET IV

Goldberg et Newmann [4] ont déja vérifié I’équivalence des définitions ITI
et IV dans les espaces-temps isotropes et homogénes au sens habituel. Nous
allons essayer de 1’établir dans le cas général.

A cet effet, nous allons comparer 1’expression de 4/S avec celle de .

Considérons d’abord en A un repére orthonormé constitué par les vec-
teurs de base Ay « =0, 1, 2, 3 tels que :

a) Agy = u*

b) N et A, orthogonaux tous les deux a I,

Tout point de S est I'intersection avec = d’une géodésique I'(x) trés voi-
sine de I'y(w). Soit &, les coordonnées de ce point relatives au repére Af.).

Ona :
(4-1) &a = N*Awp
S étant orthogonal a la fois 3 /* et a u*, on a :
42) =0 £ =0 donc dS =d&, N d&,
S est donc dans ’hyperplan engendré par A, et Af.
Dr’autre part, on a en fonction de &, et de &; :
e n= ()
Introduisant une variable ® indépendante de 7 telle que :

& =rncos O

“4) €3 = sin ©
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on peut écrire (4-2) en fonction de 7 :
4-5) dS = 1dnd® ou S = %vf(@z — 0,)

0,, O, étant 2 valeurs de © limitant I’aire S qu’il est inutile de préciser ici.

(4-5) montre d’abord que S est indépendante de u~.

En effet, imaginons que A décrive une autre ligne d’univers L # L. Et
soient #?, S, 7, £, O respectivement 2, S, 0, £,, ® correspondants L.

Le méme raisonnement que celui utilisé pour S montre que :

@9 i= @I 5—,u@— 0.

Or, on a vu que v est indépendant de #* :

47 n=(E+ ) =n=(+ &)
Par suite :
(4-8) ©=0+0,

0, étant une valeur fixe quelconque de ©.

Alors la deuxiéme relation de (4-6) s’écrit :
(4'9) g —— %7](@2 - @1) = S C. q. f. d.

Cette derniére propriété des géodésiques isotropes dans une variété rieman-
nienne sera utilisé dans le paragraphe qui va suivre.

(4-5) montre aussi que S est proportionnelle & %2 c’est-a-dire \/§ propor-
tionnelle a 7.

Par suite, Ay, est proportionnelle & Ay :

(4'10) Am(A; B) = lJ-AIv(Aa B);
¢ = const. de proportionnalité.

Or, en admettant que, quand A et B deviennent infiniment voisins 1’un
de I'autre, Ay et Ay, sont égaux tous les deux a la méme quantité | do |,
on aura nécessairement p. = 1 : ce qui établit ’équivalence des définitions III
et IV.
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V. — EQUIVALENCE
DES 4 DEFINITIONS I, II, I ET IV

Il nous reste a voir si I’une des définitions I et II est équivalente a I’une des

définitions III et IV.
Par exemple, essayons de comparer les définitions I et III.

Pour cela, considérons d’abord en A un repére orthonormé Xg,
p=0,1,2, 3 (X}, orienté dans le temps; Xg, i = 1, 2, 3 orienté dans I’es-
pace) tel que :

a) X se transporte parall¢lement le long de T'o(x) et est orthogonal a v,

b) X¢, est orthogonal a I* (%).

En plus des relations issues du caractére orthonormé du repére, les
X{;, vérifient donc sur I'y(u) les relations suivantes :

VX4 \Y X(z)
qu( 2=0 X(ué)lu =0 X(‘1'2) du b=
v VX@
G- Xtylu =0 L2 o Xt~ = 0
VX VX VX
X2, du3 L0 X du;‘ 2=0 & du; — 0.

Par rapport au repere X¢,,, le vecteur 4* a une direction absolument
quelconque. En particulier X{;, n’est pas nécessairement confondu avec u=.
Cependant comme la valeur de ’aire S est indépendante de %, on ne chan-
gera rien a cette valeur en procédant comme si X, est confondu avec »*.
Ce que nous allons faire.

Or, dans le cas ou Xf;, = u*, on a vu que S est dans I’hyperplan X§,), X,

@ dans ce cas joue le role de Af,).

Et & partir de (4-1) ou ’on remplace Ay, par Xg,, on tire :

(5-2) W= — (EzX(uz) + Eax(a))-
En portant cette expression de n* dans 1’équation de la déviation géodé-
sique (2-3) et en tenant compte des relations de (5-1), on obtient :

d? VX dt; VX dz?
63 xpoa g Vo 5% Vie | xy o5

+ Ry IPX Gk + Ry 11X E: = 0.

() On pourra aussi imposer que Xg) se transporte parallélement le long de T',.
On ne changera rien aux équations (5-4) et (5-5).
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En multipliant les deux membres de (5-3) successivement par X, et
par Xg),, €n sommant ensuite par rapport a u et en tenant compte de (5-1),
on obtient un systtme de deux équations différentielles qui donnera &,
et &; en fonction de u :

azg,
(5-4) =T =0
(avec sommation sur s; r, s = 2, 3)
(5-5 [y=T,= Ryveol! rjX(u;)X?s)'

Connaissant &, et &, en fonction de u, on calculera dS = d&;, A d&;qui,
par intégration, donnera S en fonction de u.

Nous ne nous intéresserons qu’aux espace-temps particuliers dans lesquels
on aura :

(5-6) r,=0 quels que soient r et s = 2, 3.
Dans de tels espace-temps, le systéme (5-4) se réduira simplement a :
2
(5-7) (fiugzr =0 r=2,3 oué =au-+ B, ;a, B, = const. d’intégration.
Soit avec ’hypothése : n*(1,) = 0
(5-9) & = a(uy — ) r=2,3.
Par suite :
(5'10) ds = (u1 - uz)zd“z A das
(5-11) \/ S= Muy — )5 A = const. de proportionnalité

(5-12) A(A,B) = ulAy(A, B); u = const. de proportionnalité.

Or, p = 1 du fait que quand A et B deviennent infiniment voisins I’un
de P’autre, A, et Ay tendent par hypothése vers une méme quantité | do | :
ce qui établit 1’équivalence des définitions I et III dans ces espace-temps
particuliers.

VI. — APPLICATIONS

Dans la suite, nous essaierons de voir si les définitions I et III sont équi-
valentes dans les espace-temps de Schwarzschild extérieurs, les espace-temps
isotropes et homogenes au sens habituel et dans les espace-temps isotropes
et homogénes au sens de la méthode des transformées. Ce qui revient a voir
si les espace-temps précédents satisfont a la condition (5-6).
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a) Espace-temps de Schwarzschild extérieurs

On sait que relativement aux coordonnées de Jordan (r, 6, ¢, ¢) le ds?
des espace-temps de Schwarzschild extérieurs s’écrit [4] :

1/2
(6-1) dsz= (1 — 2%”-)(#2 + 2(27{”) dtdr — dr* — r¥(d62 + sin? 0de?)

m = rayon gravitationnel; on a fait ¢ = 1.

Nous considérons B au point ou r = 0.
On peut vérifier que sur I'y(»), /* est tel que :

po— S I'=h
1
(6-2) 1 (-ZL”)
r
$rP=083=0 h = constante = # 0
et que X et X§,) sont tels que :
wo__ 1 e wo__ 1 w
(6'3) X(z) - ; 2 X(s) - m 33-

Tenant compte de (6-3) et de ’expression de R,.yo; Obtenue a partir de (6-1),
on vérifiera que la condition (5-6) est vérifiée : les définitions I et III sont
donc équivalentes dans les espace-temps de Schwarzschild extérieurs.

b) Espace-temps isotropes et homogénes au sens habituel

On sait que relativement aux coordonnées (x, 6, ¢, t) définies a partir
du systéme de coordonnées entrainées habituelles (r, 0, ¢, ¢) par les trans-
formations :

r=2Rsiny
(6-4) 6=06,0=09
Cdt = Rdr R = rayon de courbure de I’espace

le ds? des espace-temps s’écrit :

(6-5) ds? = R¥(x)[d? — dy? — sin® (d0? + sin? 0dop?).

ANN. INST. POINCARE, A-1V-2 9
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Sur T'y(u), on a :

(6-6) l"=—l‘=R—2 A=const. # 0
P=[3=0
1 1
v i3 ®o_ (o
Xo= Rsin X % X®= Rsin L sin 0 %-
Par suite :
2R* R\ . dR . 4R
S P”=(1+T1?_§)1$8’“ R=0 R=35-

On peut alors vérifier a partir de I’expression de R du modéle de de Sitter
(cas statique) ou du modéle d’Einstein-Freedmann (cas non statique) que :

(6-8) I #0
c’est-a-dire que les solutions de (5-4) ne sont pas proportionnelles a (1, —u,).

Les définitions I et III ne sont donc pas équivalentes dans les espace-temps
isotropes et homogénes au sens habituel.

¢) Espace-temps isotropes
et homogeénes au sens de la méthode des transformées

On sait que relativement aux coordonnées adaptées de la méthode des
transformées (x*), le ds? des espace-temps isotropes et homogénes s’écrit [6] :
(xtdx* 4 x2dx?+ x3dx®— x°dx°)?

a2 — 92
a = const.

(6-9) ds*=(dx°2—(dx)?—(dx?)>*—(dx?)2—

Pt = ()7 + () + () — ()
On en déduit que :

1
(6-10) Ruves = s (8u08ve — &uo&vo)-
Par suite, quel que soit le repére X{;) considéré, on a :

©1)  Tu= 1[0 %) = (X Xor) 0] =0

Les définitions I et IIT sont donc équivalentes dans de tels espace-temps.
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Il en sera de méme pour les espace-temps isotropes et homogénes au sens
géométrique de Riemann dont :

(6'12) Ru\apo = K(gu.ogvp - ggpgm) 5 K = const.

VII. — CONCLUSIONS

Il ressort de I’étude précédente que dans tout espace-temps de la Relati-
vité générale :

a) les définitions I et II sont équivalentes entre elles;

b) il en est de méme pour les définitions III et IV.

Toutes les 4 définitions I, II, III et IV semblent étre équivalentes entre
elles dans les espace-temps particuliers satisfaisant & la condition (5-6).
Ilen est ainsi pour les espace-temps de Schwarzschild extérieurs et les espaces-
temps isotropes et homogeénes au sens de la méthode des transformées (ou au
sens géométrique de Riemann). Cependant, il n’en est pas ainsi pour les
espace-temps isotropes et homogeénes au sens habituel. Cela est dii, semble-
t-il, essentiellement a la définition de I’isotropie et de 1’homogénéité adoptée

habituellement.
L’auteur adresse ses remerciements 4 M. Kichenassamy dans le groupe

d’études de qui cet article a été préparé.
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