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Le probléme de Rainich pour un schéma

électromagnétique non linéaire

par

Pierre POLETTI
(Institut Henri Poincaré)

SOMMAIRE. — On étudie dans le cadre de la théorie électromagnétique
non linéaire de Born-Infeld la résolution du probléme de Rainich et on
explicite les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un tenseur du
second ordre symétrique soit le tenseur d’énergie-impulsion du schéma
électromagnétique considéré.

SumMARrY. — This study is devoted to the resolution of the Rainich pro-
blem in the case of the non linear electrodynamics of Born-Infeld and gives
the necessary and sufficient conditions for a symmetric tensor of rank two
to be the energy-momentum tensor of the Born-Infeld theory.

A. — INTRODUCTION

Le tenseur d’énergie-impulsion t,, d’un schéma électromagnétique est
généralement défini de maniére phénoménologique & partir d’'un champ
électromagnétique donné géométriquement.

Or, les équations d’Einstein d’un schéma électromagnétique pur :

Su.v = ATuv
lient le tenseur géométrique d’Einstein S, au tenseur ¢,, par ’intermédiaire
du tenseur phénoménologique T,,.

Dans ces conditions, il est intéressant de réduire 1’étude du champ électro-
magnétique 2 celle de 7, et par suite a celle de S,,,, ce qui conduit & recher-
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cher les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un tenseur symétrique
du second ordre soit effectivement le tenseur d’énergie-impulsion d’un
schéma électromagnétique déterminé.

Ce probléme est appelé « Probléme de Rainich ». Il a été résolu en théorie
de Maxwell [Rainich (1925), Misner et Wheeler (1957)].

Nous nous proposons d’étudier ce probléme dans le cas d’une théorie
non linéaire de 1’électromagnétisme, mieux adaptée semble-t-il au caractére
non linéaire des équations de la relativité générale.

Le schéma champ électromagnétique de Born-Infeld (1934) a été choisi
pour cette étude en raison de sa simplicité.

Dans une premiére partie nous rappelons 1’énoncé du probléme, ainsi
que I’obtention des théories du type Born-Infeld & partir d’une densité
lagrangienne £(F, G).

Ensuite une étude algébrique du tenseur d’énergie-impulsion de la théorie
de Born-Infeld nous conduit, grice a I’emploi du repére canonique a une
représentation simple de ce tenseur. On en déduit les relations algébriques
auxquelles il satisfait.

La derniére partie est consacrée a 1’étude des relations différentielles que
doit vérifier le tenseur t,,, afin que les champs qui en sont déduits vérifient
les équations de champ de Born-Infeld.

L’ensemble des relations algébriques et différentielles permet au moins
dans le cas régulier de Born-Infeld, de donner une solution compléte du
probléme de Rainich.

Bien que cette étude puisse étre faite directement dans un espace-temps
courbe, il nous a semblé préférable de la faire dans un espace de Minkowski,
P’interaction gravitation-électromagnétisme n’y étant pas incluse.

1. Probléme de Rainich et théorie de Maxwell.

L’espace-temps de Minkowski étant rapporté 4 des coordonnées carté-
siennes, les composantes de la métrique sont données par :

(1'1) gp.v‘_‘(_ 19'—1:_1,+1) s g:det(guv):'—l
les équations du champ de Maxwell s’écrivent alors, dans le vide :

(1-2) e =0
1-3) dyom =0
avece !

* 1
(1-4) Puv = 3 NuvesP*®
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le tenseur d’énergie-impulsion conservatif est :
1 * »*
1-5) tu,v = — 2 (Puo®” + Pup?®™).
On montre que les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un tenseur

symétrique ¢, soit le tenseur d’énergie-impulsion de Maxwell sont :

«) Des conditions algébriques portant sur ce tenseur.
B) Des conditions différentielles qui indiquent que le rotationnel d’un
vecteur formé 3 partir de ¢, est nul.

Il est nécessaire de distinguer entre le traitement du cas régulier de Maxwell
et du cas singulier [Witten (1962)].

2. Les Théories du « type Born-Infeld ».
La théorie de Born-Infeld.

Elles sont obtenues par 1’application d’un principe variationnel 4 une
densité lagrangienne £(F, G) = \/ — gL(F, G) formée a I’aide des deux
invariants de Maxwell [Kichenassamy et Kremer (1960)]. Les équations
du champ sont :

1) (v —gew) =0
oL
@2) 2/ gt) =225 ) =0
q’p.v
Le courant est défini phénoménologiquement par :

(2-3) Je = 4/— gj* = 2,(v/— gom).

La théorie de Born-Infeld se déduit de ce formalisme lorsque L prend la
forme particuliére :

(2-4) L=(l1+F— Gz
d’ou :

i . cpl*" J— G;u.v
(2 5) q)l'- - L .

On prend comme tenseur d’énergie-impulsion de la théorie de Born-Infeld,
le tenseur canonique symétrisé et conservatif :

(2-6) T, = (L =13, — e,

ANN. INST. POINCARE, A-lll-1 8
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qui, en tenant compte de :

@7 e = G’
peut se mettre sous les formes suivantes :

2-8) 7, = [(L— 1+ G2L7J3,” — L g o

29) =1 [0 —L+ B3, — 9],

B. — ETUDE ALGEBRIQUE
DU TENSEUR DE BORN-INFELD.
CONDITIONS ALGEBRIQUES
DU PROBLEME DE RAINICH

3. Réduction du tenseur d’énergie-impulsion
par des systémes de référence adaptés [Kichenassamy (1959)].

Dans notre syst¢tme de coordonnées ¢, s’écrit :

0 B; —B; E,

0 B, E
G-D e 0 E
0

On sait que I’emploi d’un repére principal permet de mettre le tenseur d’éner-
gie-impulsion sous une forme simple. Cela nous conduit & rechercher les

valeurs propres et les vecteurs propres de 7, relativement au tenseur
métrique.
v .
Les valeurs propres de t,” sont :

(-2) SI:SOZIE[I—L+F+\/§2+4G2]>O
(-3) 32=s3=£[1—L+F_V1;2+4G2]<0
avece ©

(3-4) F* 4 4G*= [B? + E! — B! — EZ]*.
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s, > 0 sera la valeur propre correspondant au vecteur propre, orienté
dans le temps, du repére principal.

Par analogie avec la théorie de Maxwell on appelle cas singulier de Born-
Infeld la situation physique dans laquelle F = 0 et G = 0 ce qui correspond
as;,=s5,=0.

De méme le cas régulier sera défini par le fait que 1’'un au moins des inva-
riants F et G est différent de zéro, ce qui implique s; # ..

Remarques :

o) II existe entre les valeurs propres s, et s, une relation importante qui
permet de simplifier les calculs ultérieurs :

(3-5) S1+So=—s5S5=A>0 (cas régulier).

f) Kichenassamy et Kremer (1960) ont montré que tous les schémas élec-
tromagnétiques déduits d’un principe variationnel 4 ’aide d’un lagrangien
L(F, G) admettent comme cas singulier celui correspondant au schéma de
Mazxwell, sous la seule condition que g—ll; # 0. Il en résulte que les théorémes
concernant le cas singulier de Maxwell se transposent immédiatement dans
le cas singulier de Born-Infeld.

L’étude des valeurs propres nous indique qu’il existe dans le cas régulier
deux plans de vecteurs propres dont I’un est orienté dans le temps (plan
propre correspondant & s,) et l’autre orienté dans 1’espace (plan propre
correspondant a s,).

Ces deux plans sont totalement orthogonaux et se coupent en un seul
point. Le plan propre correspondant a s, coupe le cone élémentaire suivant
deux génératrices supports de deux vecteurs propres isotropes de T,".

Dans le cas singulier, il existe un 3-plan de vecteurs propres tangent au

cone élémentaire suivant un seul vecteur propre de 7,”. Si on choisit un

- > > -

-
repere principal formé des vecteurs e,, e, €;, e;. e, étant orienté dans le

>
temps, e;(i = 1, 2, 3) orientés dans 1’espace, on montre que dans le cas
régulier les deux vecteurs propres isotropes peuvent étre définis par :

(-6) i=ate
N==¢€y—e
avece .
Eagrx ==
G-7 3 N =
gay)oc =
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Dans le cas singulier, le vecteur propre isotrope peut étre choisi comme
suit :

(3-8) = ey + e
On peut alors définir la notion de repére canonique pour =,” dans le cas
régulier [cf. Synge, 1956]. C’est un repére déduit du repére principal en
substituant aux deux vecteurs de base —e)o et Z;l les deux vecteurs isotropes

-
t

réels —5) et Tr))
-> > =
Dans un tel repére, les vecteurs d’espace E, B, e; sont colinéaires et les
différentes grandeurs de la théorie de Born-Infeld prennent des expressions

" trés simples. En particulier :

_A/L+B \ViZE,
3G9 5= 1—155"1 (3-10)  s,= ire

(3-11) L=[(1 —E})(1+B})]*"
E,
B,
(3-12) Py = _B,
—E,
E1(1 + Sl)

B,(1 A

G-13) dw = — By(1 + 53) (e
— E1(1 + 51)

4. Expression de @, {,, et 7.’
en fonction des vecteurs propres isotropes de t,” (cf. Synge, 1956).

Si on ne considére que les valeurs propres réelles des tenseurs ¢, et ¢,
on sait que les vecteurs propres isotropes de T Y sont aussi vecteurs propres

isotropes de ¢, et ¢y,.
I1 existe une relation entre les valeurs propres de ,” et ¢,”. En effet, si

on note :
41 G = (Tuv)’ J= (Su-v)’ F = (Yuo)s

les matrices associées a 1%, 8,", 9,”, il vient :

@2) T=1[(1l —L+ P+
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ce qui entraine entre les valeurs propres s et p de 7,” et " :
) s=[ [0 —L+F)+¢l

La réalité de p impose :
44 s>11:(l+F—L)

soit s = sy, ce qui correspond bien aux vecteurs propres isotropes de T,
Posons alors :

(4'5) Aaﬁ = Eanﬁ - EB"]a-
On obtient, compte tenu de (3-12) et (3-13) :
. E B, *
(4"6) Pupg = — 51 AozB - 71 AaB
E,(1+s B,(1 4 s,) *
@) b= — D E N g Bl L
D’autre part, en posant :
(4'8) Ho:ﬁ = gomﬁ + g{ma
7, 8’écrit sous une forme simple :
1
49 Tu,v = stuv + 3 (51 — S2)H|J.v
en tenant compte des relations :
4-10) Ay A = — 211
4-11) A A=A, AP =0
(4-12) AupA® — Ay Av = %AaﬂA«es; = — 43,

v

5. Recherche de relations algébriques pour 7,
(cas régulier de Born-Infeld).

Formons :

1 9
(5-1) T 70 = 88,° + 5 (53 —s3)MI°
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En éliminant II,° par (4-9), il vient :

(5-2) 000 — (514 52)7,° = — 518,8,°.
Soit d’aprés (3-5) :
(5-3) T, T — AT, = A3 0

La trace de t,’ s’obtient par :
¢4 =1, =2(s, + ) =21 > 0.
On peut déduire de (5-3) et (5-4) une autre relation :
(5-5) Tt = 2(s? - 82) = 2002 + 20) = %(:2 + 40).
I1 en résulte que le tenseur d’énergie-impulsion de la théorie de Born-

Infeld vérifie la relation algébrique suivante :

(5-6) TV — TP —= 80

vy 21»! 2

(5-6) est équivalente a I’ensemble des relations (5-3) et (5-4).

6. Obtention des champs
a partir d’un tenseur d’énergie-impulsion
vérifiant la relation (5-6).

Supposons que t,” posséde des valeurs propres et des vecteurs propres
définis par :
(6-1) TN = Pl

I’équation aux valeurs propres est donc :
T T
(62) (F-F-5)m=0 vn

I1 en résulte que les valeurs propres de =,” sont nécessairement de la
forme :

63) er= g e+ VT 8] >0
car t >0

pz=‘—1‘[r—\/1'2—|—8‘c]<0.
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A T’aide des relations (5-4) et (5-5) on montre que les deux autres valeurs
propres p, €t p; vérifient 1’équation (6-2).

I1 en résulte que 7,” admet une dégénérescence d’ordre deux.

Nous prendrons :

Po = P1, Pz = Q2.
11 s’ensuit que pour chaque valeur propre il existe un 2-plan de vecteurs
propres, le 2-plan correspondant & p, étant orienté dans le temps et celui
qui correspond a p, étant orienté dans 1’espace.

Ces deux plans propres sont totalement orthogonaux. On peut donc former
un repére canonique a 1’aide de deux vecteurs isotropes réels intersections
du 2-plan propre correspondant a p, et du cdne élémentaire.

On sait que par rapport a un tel repere ¢, s’écrit (cf. § 4) :

649 Puy = ahy, + BAU-V

« et B sont les deux coefficients & déterminer.
Considérons les deux invariants de Maxwell, F et G. Ils s’écrivent compte

tenu de (6-4) :

(9 F = 5 09 = 4(8* — )

(©6) G = § pus® = 4ap

«? et B2 peuvent s’exprimer en fonction de F et G par :
=1+ VT 4G

N S W)

(67)

En comparant :

(6:8) s =g (= VLB /B B
et :
r;=1(1 —L4E= ‘/F2+4G2)8“+J—\/mn v
L 2 ® 2L ®
ona:

ZLL\/F2—|—4G2=%\/72+ 8+
1—L+F2 =

L 4

(6-9)
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ou :
L F

(6-10) VEiTaGt | 2

1, —— . =

i'\/‘r + 8t 1+Z
ou encore :
(6-11) 2(b2_c)a2-|—2(c;b)32=1
avec :

b=%'\/72+875 c=2+‘2_r." c—b>0.

En prenant les racines carrées positives, il vient :

1/4
(6-12) o= L_ (121—]— 87) 7 €08 x = K,(7) cos x
V2 (4 SR IC R 81,-)1/2)
613) B 1 (=2 + 8r)'e — sin ¢ — Ky(s) sin

V2 (4 + —%(12 + 8—:)1/2)

le paramétre réel y est une fonction arbitraire de 1’espace-temps. Il en résulte
que la seule considération des relations algébriques n’est pas suffisante pour
déterminer de maniére unique le champ ¢, & partir de 7.

7. Champs extrémaux. Transformation duale.

Les valeurs de x : O et g déterminent les champs extrémaux au sens de

Misner et Wheeler (1957).
(7-1) 1Puy = Ki(DA (7-2)  22p = Ko(DA,.

Le champ ¢,, le plus général se déduit des « champs extrémaux » par
une transformation duale :

(7'3) Puy = 1Puv COS X + 2Py sin X

Puv = — 2Puy SN Y + 1Py COS Y.

Cette transformation duale est la stricte généralisation de la rotation duale
de Misner et Wheeler.
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On peut exprimer « et § en fonction des valeurs propres de 7"
D’aprés (6-3) et en posant p, = §;, p, = 3, il vient :

—1/\/SI——S2

(74 “=32°V 15, X
_1/\/51—52 .

(7-5) B_Z 1T, sin y.

Ces expressions permettent alors d’aprés (6-5) et (6-6) :

(7-6) L =1+ s, 5in? y + 52 cOs? ¥

et ’expression de ¢, :

1 K} 1 s
77 = /\/11+ 2Aw,cosx—l-z—’\/ 11+ Au\,smx

o 1/\/51 S3 §1 — 8
Puy = — T 1Aw,sm x+ 1T, Amcosx

ou en fonction des champs maximaux :

(7-8) Yuy = 2Puv COS X = 1Py SIN X

‘I’y.v = — 1Puv sin X + 2Puv COS ¥.

Remarque 1. — oy, et J.»w, d’une part et Yy €t @, d’autre part sont chacun
reliés par une rotation duale :

(7 9) Puv = 1Puy COS X, + 2Puy sin X
'I’u-v = — 1Pu sin X + 2Py COS X
(7-10) $uy = 2Puv €OS X+ 1Puv sin y,
‘;uv = — 3Quy Sin X + 1Puy COS X,

Remarque 2. — Pour le courant on obtient en utilisant les équations de
champ de Born-Infeld :

(7-11) jr=—opw
avec :

(7-12) \/ 52 — s2(A,, cos x — Au\, sin y).
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8. Une nouvelle forme de la relation algébrique.
Tenseur pseudo-maxwellien.

La relation 7,7 — g‘ru" = g 3," (cf. 5-6) peut s’écrire :

—_ 2
@-1) g G et - S5,
en posant :
T
8-2) T, =1, — 2 3,

Nous appellerons T,” le tenseur pseudo-maxwellien de la théorie de Born-
Infeld. En effet, sa structure est analogue & celle du tenseur de Maxwell
dans le vide mais il n’est pas conservatif. On a :

§1 — S

2

On peut exprimer T,” en fonction d’une combinaison invariante des
champs. Si nous considérons les tenseurs complexes :

8-3) T, = [—3)+ O]

(8'4) Qu.v = “I"u.v + icpu.v
(8'5) (Du.v = Quv —l" iq»‘p.v
on a d’aprés (7-9) et (7-10) : '
(8-6) Q= Qe
(8-7) (Du.v = q);.we_ix
avec :
(8‘8) Q;m = 3®uy + il‘Pu.v
(8‘9) q)"“ = 1Puy + izéu.v
si on forme I’invariant par rapport a  :
(8-10) Q, 0% = Q) Do
on obtient :

1 —
(8-1 1) Tu-v —— 5 Qup(I)vp

ce qui montre 1’invariance de T,” et par conséquent de 7,” par une transfor-
mation duale.
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C. — ETUDE DIFFERENTIELLE
DU PROBLEME DE RAINICH

9. Expression de la phase y en fonction des champs.

On peut se demander a quelles conditions nécessaires portant sur la phase y
doivent satisfaire les champs ¢, et ¢, déterminés au paragraphe précédent
pour qu’ils vérifient les équations de champs de Born-Infeld (cf. 2-1 et 2-2).

Elles s’écrivent en notation complexe :

9-1) d,Que = D (Q'wee—ix) = 0
ce qui entraine :
(9-2) Q™ — iy, Qw =0

en multipliant (9-2) par <I—>;Lp on a d’aprés (8-11) :

9-3) D, Q™ 2y T =0

et en multipliant (9-3) par Tg® on obtient d’apres (8-1) :
Q;, 0=y, Q"

9-4 = jBa  we” v

( ) %B (51 — §2)2

Cette expression se simplifie en remarquant que :

9-5) QD) = DD,
(9-6) QD7 = — (s, — 52)85°
soit :

D, Q'
9.7 — e v
G-7 e (51 — 52)

En développant (9-7) en fonction des champs extrémaux et en tenant
compte que X, est réel, il vient :

1 * * 1 * -
0-8)  xe= —;[AuwAY + AwAT] — 5 [5:Au8A% + 5:A A%

si nous considérons le vecteur :

v
7 kau'f)w’p"cy

1 v
(9-9) »= Z.’)BV)‘“H)\Y’“HY = (s: — Sz)z :
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11 vient :

(9-10) ag = }1 [AusA® + AuA®].
D’autre part en formant :

(9-11) TP, = % [ ALA® + TPA A%

on obtient, A, et Aup étant plans propres de ,° pour les valeurs propres s,
et s,.

9-12) TPty = }1 [51Au6A% + 5,A,,A%].
Soit :

(9-13) xe="Pg

en posant :

(9-14) Py = 1%, — (1 + %)“B

par suite on a :

(9-15) Py —Pup=0.

A partir de (9-15) on obtient la phase y dans le cas régulier, par inté-
gration :

(9-16) y= f Padx* + %,

et ¢, est déterminé & une constante prés.

10. Solution complete du probléme de Rainich,
dans le cas régulier.

Pour résoudre enti¢rement le probléme de Rainich il faut montrer que les
relations portant sur le tenseur d’énergie-impulsion (cf. 9-15 et 5-6) sont
aussi suffisantes. En effet, si on considére un tenseur " satisfaisant a (5-6)
on peut alors construire deux bivecteurs A,g et A, formés a I’aide des
vecteurs propres isotropes de 7"

— Construire un champ complexe extrémal Q! (Aqs, ;X,,B).

— En déduire un tenseur complexe Q,,(A.s, A:ag, ¥) avec y donnée
par (9-16).
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Or :
(10-1) Q™ — iP,Q'W)e~t =0
d’aprés la détermination de P, (cf. 9-2 et 9-13), ce qui entraine :
(10-2) Q4 =0
les équations de champ de Born-Infeld sont donc satisfaites et par suite le
tenseur 7,” est conservatif.

Donc =,” est bien le tenseur d’énergie-impulsion de la théorie de Born-
Infeld.

11. Remarques sur le cas singulier
de la théorie de Born-Infeld.

Qw étant un champ complexe satisfaisant aux équations de champ de
Born-Infeld cherchons & quelles conditions Q®e—i® satisfait aux mémes
équations :

(11-1) (Qwe—i®) ;=0
entraine :
(11-2) P, QW = 0.

En multipliant (11-2) par @;, et en tenant compte de (9-6) il vient :
(11-3) (51— $2)p, =0

on a donc a considérer deux cas :

10§, — s, # 0, cas régulier. Alors la seule phase ¢ permise est constante
et traduit simplement le choix du repére.

205, — s, =0 ce qui entraine s, = s, = 0 cas singulier, la phase est
alors indéterminée [cf. Witten (1962)].

12. Conclusion.

Ainsi, dans le cas régulier, on a montré que tout tenseur symétrique qui
satisfait aux conditions algébriques et différentielles (5-6) et (9-15) peut étre
considéré comme le tenseur d’énergie-impulsion d’un schéma électroma-
gnétique de Born-Infeld.

Cette étude permet d’aborder ’édification d’une théorie géométrique de
I’électromagnétisme non linéaire et de la gravitation généralisant « la théorie
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du champ déja unifié » de Misner et Wheeler (1957) pour 1’électromagné-
tisme linéaire.

Je tiens A exprimer toute ma reconnaissance & M. Kichenassamy qui m’a
fourni le sujet de ce travail et m’a constamment guidé au cours de sa

réalisation.
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