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Section A :
Physique théorique.

Ann. Inst. Henri Poincaré,
Vol. I, n° 2, 1965, p. 105-130.

Les équations du modeéle de Lee

dans le secteur Vo = Noo (*)

par

Jean-Claude HOUARD

Laboratoire de Physique Atomique et Moléculaire
(Collége de France, Paris).

RESUME. — On résout une équation intégrale linéaire attachée au sec-
teur VO == N066 du modéle de Lee. On en déduit les états propres de ce
secteur ainsi que les amplitudes de diffusion pour des particules hors de leur

couche de masse.

ABSTRACT. — We solve a linear integral equation which occurs in
dealing with the V6 == N66 sector in the Lee model. This allows us to
obtain the eigenstates and the off-shell scattering amplitudes of this sector.

INTRODUCTION

Le modé¢le de Lee () constitue un exemple partiellement résoluble d’une
théorie quantique des champs. Malgré des propriétés pathologiques il a
aidé a la compréhension de théories plus réalistes et a, de ce fait, été utilisé

par de nombreux auteurs.
Les premiers résultats concernant la résolution du secteur VO == N66 ont

(*) Ce travail a bénéficié de 1’aide du Commissariat 2 1’Energie Atomique.

(M T. D. LEg, Phys. Rev., t. 95, 1954, p. 1329.
G. KALLEN and W. PauLl, Dan. Mat. Fys. Medd., t. 30, n° 7, 1955.
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été obtenus par R. D. Amado (?), qui a pu déterminer les amplitudes phy-
siques de la diffusion élastique V0 et de la réaction de production V6 — N66,
a 1’aide de méthodes inspirées par les relations de dispersion.

Nous considérons ici les équations intégrales, écrites par Kallen et Pauli (%),
qui s’introduisent dans la recherche des états propres de I’hamiltonien. Ces
équations se rameénent & un type bien défini qui est présenté et résolu dans
la section I (3). On donne dans la section II les expressions des états propres
de I’hamiltonien. On montre ensuite que la somme des diagrammes de
Feynman pour la diffusion triple N66 — N06 est définie par une équation
que I’on peut ramener a I’équation de la section I et ’on en déduit les
diverses amplitudes.

On traite simultanément le cas du modéle de Lee proprement dit, ou la
constante de renormalisation Z de la particule V est différente de zéro et
le cas ou cette constante s’annule. Il a été montré (%) que ces deux cas corres-
pondent respectivement a une particule V élémentaire ou composée; des
propriétés liées a la limite Z — O sont énoncées.

— EQUATION GENERALE ET SOLUTION

1. Enoncé du probléme.

La donnée essentielle est une fonction de variable complexe B(z) supposée
de la forme :

) ) = AG) + B@) [ "do o)

et satisfaisant aux conditions suivantes (°) :

I. A et B sont des polynomes.

(® R. D. AMADO, Phys. Rev., t. 122, 1961, p. 696.

(®) Une solution de cette équation, dans un cas particulier, a déja été obtenue
4 partir des résultats de la référence (*) par R. P. KENscHAFT and R. D. AMADO,
J. Math. Phys., t. 5, 1964, p. 1340.

(®) J. C. HouARrD et B. JOUVET, Nuovo Cimento, t. 18, 1960, p. 466.

M. T. VAUGHN, R. AArRON and R. D. AMADO, P/zys Rev t. 124 1961, p. 1258.

(®) Les conditions I 4 V ne sont sans doute pas les plus generales que l’on puisse
poser. Elles ont ’avantage de simplifier la résolution et sont suffisantes pour les
applications envisagées ici. En particulier, on peut se débarrasser facilement de la
condition IV dont le seul but est d’éviter I’intervention de pdles multiples.
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II. p >0, fdco f? < o

II1. B(z) ne posséde pas de zéro.

Les fonctions B(z) et 1/B(z) sont évidemment holomorphes dans le complé-
mentaire de la coupure [, [ et le saut de B(z) sur la coupure est donné
par la formule :

1.2 BH(w) — B (w) = 27iB(w)F(w), © > Q.
L’équation a résoudre s’écrit :

1
PM — ©)p(M — o)
P(o")

[Rew) = g [ Zor P01 — (0T

1.3) T(o)=

ou T(w) est la fonction inconnue, définie pour » > p et ou ’on fait les
hypothéses :

IV. P est un polynéme dont les zéros { a; } sont simples et situés en dehors
des demi-droites J]M — oo, M — p] et [u, of.

R est une fraction rationnelle dont les pdles { by } possédent les mémes
propriétés que les zéros de P. On suppose, en outre, que les zéros des poly-
ndémes P(z) et P(M — 2) et les pdles de R(z) et R(M — z) sont tous distincts.

V. IR(Z)IFZT?;O’ |P(2)B(2)| >m >0 pour |z|>m" >0.

VI. On suppose pour l’instant que ’'une des deux conditions suivantes

est réalisée :
IJmM # 0 ou M < 2p.

2. Solution.

La résolution de I’équation (3), dans laquelle I’intégrale du second membre
est supposée convergente, est équivalente 4 la recherche d’une fonction
analytique T(z) vérifiant 1’équation :

1
PM — 2)B(M — 2)

[Re = 55 [ 70 2 140) — (@]

[}
[} w—[—z—

1.4 TE@=



108 JEAN-CLAUDE HOUARD

On voit tout d’abord que T(z) doit étre méromorphe dans le complémen-
taire de la coupure ]M — oo, M — p] et admettre comme pdles simples les

points { M — a; } et { b; }.
Les hypotheéses V et 1’équation (4) entrainent la propriété asymptotique :

PM — 2)B(M — 2)T(z) P 0
et donc aussi :

Ces relations n’entrainent pas nécessairement que P(z)B(2)T(z) tende asymp-
totiquement vers zéro, mais il résulte de la forme de la fonction 8(z) que

I’on a au moins :
1
(1.6) - POFDTE) 53 0
On posera :

()] A(w) = € [T+(w+szM) T (o + iJmM)],
o+ iImMe]M — o, M — p].

1
En intégrant par rapport a u la fonction 3 EJ)Z le long du contour de

la figure 1, on obtient alors immédiatement, d’aprés (5), (7) et (4) (%),

Ry
I.8) T@= z P(M — b)B(M — bi)[z — byi]
Re(M— u) A(w)
+ Z z —l— a; — f m

oll Ry désigne le résidu de R(z) au point & et r; la quantité :

A.9) ri= b [R(M a)— 5 [ o 2 [g(o)—p (m)]T(o»]

—1
P'(a;)B(a:)
P@)p@)T(®)

Si I’on intégre maintenant la fonction ~— ————~——_sur le contour de
& 2ni w(u + z — M)

(f’) On exclut le cas oi1 des singularités seraient présentes sur la coupure. En parti-
culier I’intégrale sur le petit cercle de la figure 1 tend vers zéro.
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la figure 2, on trouve, aprés utilisation de la condition IV et des formules (6)
et (8) :

1 (o P(o)pH(w)—p ()
2ri ud"’ 0o ot+z—M T(w)
ReM-w) = P(o + iImM) B(w + iImM)
+f_m do="T7ImM © Fz— ReM (@)
_ PM — 2)B(M — 2)TM — 2) 4 P(0)B(0)T(0)
M—=z z—M

PM — a)pM — a)) P(bi)B(be) R,
+ Zr' M —a)(z — a) + z PM — b)B(M — bp) bi(bx +z—M)

La premiére intégrale du membre de gauche se transforme facilement
grice a ’identité :

1 1 1 1
w(m—l—z—-M)_z—M(Z_ m—}—z—M)'
On en tire aussitdt, 3 1’aide de 1’équation (4) :

(1.10) P(M — 2)B(M — 2)[T(z) + TM — 2)]
— R(z) — R(M) -+ POBO)[T(M) + TO)]
PM — a)PM — a)
+E- M)Z"“ M — a)(z — a)

P(b1)B(bi) Re
+ - M)Ek: P(M — 5)8(M — by) be(b + z — M)
ReM-1) = P(o + iImM)B(w 4 iImM)
—(z— M)f_w do (o + iImM)(o +z — ReM)

A(w).

On a supposé ici que ni I’origine, ni le point M, ne coincident avec I’'une
des singularités des diverses fonctions qui interviennent; s’il n’en est pas
ainsi on peut évaluer ’intégrale qui précéde avec un point de soustraction
différent de 1’origine sans que les résultats qui suivent en soient affectés.

L’équation (10) est de la forme :

(L.11) T + T — 2 = sr—se00 =5 1

ou la fonction y(z) est méromorphe dans le complémentaire de la cou-
pure [u, of et posseéde les pbles simples { @; }, { b« }, { M — by }. Le chan-
gement de variable z — M — z effectué dans (11) conduit a I’égalité :

PE)B(E@x(z) = PM — 2)B(M — 2)x(M — 2).
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Le premier membre de cette équation est méromorphe dans le complé-
mentaire de la coupure [p, oo tandis que le second I’est dans le complé-
mentaire de ]M — oo, M — p]. Ces deux coupures n’ont aucun point commun
d’apres VI; il en résulte que la fonction P(z)B(z)x(z) est méromorphe dans
tout le plan; ses pdles sont les poles simples { b } et { M — by }.

Fic. 1. FiG. 2.

La formule (11) peut donc s’écrire :

(1.12) TG) + T(M — z) = mi_zj 1(z)

ou I’on a posé :

019 O = Ferars [Zk(z 2t i) + )

et ou Q(z) désigne une fonction entiere. Il résulte des formules (5) et (6)
que cette derniére se réduit nécessairement 4 un polynéme qui vérifie les
relations :

Q@2 ’ Q@)
| P(2)B(2)P(M — 2)B(M — 2) zP(2)B(2)

Suivant les cas c’est 1’une ou I’autre de ces formules qui sera la plus restric-

tive.
La symétrie du premier membre de (12) entraine les relations :

I.15 Br = — ax
Q(z) = QM — 2).

0.

(114) |z] >0 2 [z| >
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En calculant la partie principale au pdle b, dans les deux membres de (12),
on obtient, A I’aide de (8) et (13),

(1.16) ox = RiP(br)B()-
Le méme calcul pour le pdle M — g; donne la valeur de r; :

(I1.17)
ri= p'—(al,-) PM — a,-)g(lM —a)B(a) [Z“k(M — ;.-— o — )+ Q(a.)]

La formule (12) fournit enfin la fonction A(w) définie par (7); en portant
la valeur z = o + iJmM 4 ic avec © < Re(M — p) dans cette relation, on
obtient, par soustraction des deux relations obtenues, en suppo-
sant #(z) # 0 (7) :

(1.18) A(w)=

1 #(o + iImM) [ 1 1
2mi B(w + iImM) |83~ (ReM — w) B+H(ReM — (o)]'

La fonction T(z) cherchée est maintenant déterminée par 1’expression (8)
dans laquelle les diverses quantités qui figurent sont données par les for-
mules (13) a (18).

Cependant, les raisonnements précédents n’ont qu’un caractére de néces-
sité et il y a lieu de vérifier que la fonction T(z) ainsi définie est bien la solu-
tion de I’équation initiale (4).

1 1 t(u)
On établit d’abord, par intégration de la fonction ~— 3 — 2 BGBM — )

le long du contour de la figure 2 que la relation (12) est vérifiée.
En posant :
P(u)B(u)T(u)

et en intégrant la fonctlon l%r(_u) le long du contour de la figure 2,
on obtient ensuite :

P(w) _
© T M [8*(w) — B ()]T(w)
ReM-p) = P + iImM)B(o + iImM)
e e e @)
=PM — 2)B(M — z)T(M — z) + (termes a pdles).

1
K+2_7r1

() La fonction #(z) est nulle si R(z) = Q(z) = 0. La formule (12) et les hypo-
théses IV entrainent alors que T(z) est identiquement nulle. La levée des hypo-
théses IV sera examinée plus loin sur un cas particulier (4, B, o).



112 JEAN-CLAUDE HOUARD

La seconde intégrale du premier membre peut étre évaluée en utilisant
I’expression (18) de A(w) et en intégrant la fonction i +zf(1i2)tggd-u)

le long du contour de la figure 1; il s’introduit ainsi la quantité :

(1.20)
. 1 du Q) o 1 du Q)
T=lm ) i Tz MPM — WM =)~ L% 5 ) .7 PGB

et I’on trouve pour ’intégrale considérée la valeur :

gy P(M — ;2:)(M —2) R(z) + (termes a pdles).

En reportant cette expression dans 1’équation qui précéde et en utilisant
la relation (12) on trouve finalement :

1
TO) = v — e —2)
1 (= P(w)

= x4 re — 5 [ P (o) — (o)

La comparaison de ce résultat avec I’équation (4) montre que cette der-
niére n’aura de solution que si la condition nécessaire et suffisante ] — K = 0
peut étre remplie. Cette condition limite le choix du polynéme Q(z) qui
est la seule quantité non encore complétement déterminée. La multiplicité
des solutions dépend alors de I’arbitraire qui reste dans la définition de ce

polynéme.

3. Cas limite.

Les hypothéses I & V restant inchangées supposons maintenant que la
constante M soit réelle et supérieure a 2u. et considérons 1’équation suivante
qui, dans I’hypothése VI, se réduit a (3) :

1
PM — 0)8*"(M — o)

1 (=, , P(o’ , , ,
(R = 5 [ a0 G () — 50T

I1.21) T(w)=
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La fonction inconnue T(w) est égale a la limite fl"\-(m) de la fonction ana-
Iytique /”f(z) solution de 1’équation :
1
PM — 2)B(M — 2)

[R@ — 51 [ 70 5 1) — BT

2 Te)=

On est ainsi ramené a une équation de forme analogue a (4) mais pour
laquelle les deux coupures considérées plus haut ont une partie commune.
Néanmoins on obtiendra, sans souci de rigueur, une solution de cette der-

niére équation en considérant ?(z) comme la limite, quand v tend vers zéro,
de la fonction T,(z) solution de (4) ou M est remplacé par M + in. Si,

en effet, T,(z) — :f(z) pour z extérieur a I’intervalle ]— o, M — p] on aura

bien T, () —>/T'(co) en passant formellement a la limite dans les deux mem-
bres de (4).

On a explicitement :

1.23)

Ry T M- 1-" A(m)
T(Z) Z P(M - bk)B(M - bk)[Z — bk] L z—l—a, +f co —2Z

les formules (13) & (17) étant toujours valables et (18) étant remplacée par :

1 1(w) [ 11 ]
2mi H(0) [FM — ©) M — )]’

(1.24) Aw) =

4. Cas particulier.

Nous donnons ici les formules complétes dans le cas particulier défini

par :
R
P(z)—z—-a R(Z):Z-—'—b.
Les formules seront écrites dans le cas de 1’équation (21); elles sont vala-

bles plus généralement quand la constante M est réelle.

A) Cas R # 0. — Si R est différent de zéro, la fonction #(z) n’est jamais
nulle et les résultats précédents s’appliquent directement.
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a) Expression de la solution. — La solution de 1’équation (21) est donnée
explicitement par les formules suivantes :

T(0) = T(w)
R r M- A(w)
M—a—b)e(M—B)z—b] " zfa—M f_w do

(b—a)p(d) R R
a2 77 M—208@pM—0) [M—a—b_ b_a+q@]

T@z) =

_ 1 tH(w) 1 . 1
A0) = 5t B (w) [ﬁ‘(M— o M= w)]
(b—a)B(d) R R
)=~ _aGta—M) [ ——b—z+b—M+q(z)]

le polyndme g(z) étant assujetti aux conditions :
9(z) = gM — 2)

q(2)
Izl > ™ 1 228(2)

q9(2)
2?B(29)BM — 2)

b) Conditions d’existence. — Les formules qui précédent ne représentent
la solution de 1’équation (21) que si la condition nécessaire et suffisante
d’existence J — K = 0 est remplie.

Pour exprimer commodément cette condition nous supposerons ici que
la fonction F(w) figurant dans la définition de B(z) est telle que ’intégrale
du second membre de (1) se comporte asymptotiquement comme 1/z unifor-
mément sur I’argument de z. Cette propriété est réalisée sous des conditions
assez larges (8) qui imposent notamment que I’intégrale de F(w) soit conver-
gente; elle est vraie en particulier pour des fonctions de coupure qui se
comportent a I’infini comme des puissances de . La méme hypothése sera
faite sur le comportement asymptotique de I’intégrale qui définit la fonc-
tion T(2).

Si m et n sont les degrés respectifs des polynémes A(z) et B(z), on a donc.

a un facteur constant pres :
% sup(m,n—1) si A(@) #0
y =

|z| >

Bl ~ =z,

|z] >

n—1 si A(z)=0.
Par suite :

P)B(2)T(2) ~ 2 [(M — _IZ) S —B) +r— f:)udm A(m)].

(®) J. HamiLTON and W. S. WooLCOCK, Rev. of Mod. Phys., t. 35, 1963, p. 737.
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1l n’est facile de conclure que dans les deux cas suivants :
(&) v=—1 ou A() =0, B(z) =constante # 0,

®.) A(z) =0, d°B(z)=1

@) v=0 ou
(B2) A(z) =constante # 0, d°B(z) < 1.

Dans le premier cas la premi¢re condition de limite imposée au poly-
ndme ¢g(z) montre que celui-ci est nécessairement nul; dans le deuxiéme
cas ’'une des deux conditions de limite associée a la condition de symétrie
indique que g(z) doit étre constant. On vérifie alors que ’intégrale J définie
par (20) est nulle dans les deux cas.

La condition d’existence d’une solution est maintenant réduite 38 K = 0;
elle est automatiquement remplie dans le cas («); elle fournit dans le cas (8)
la condition nécessaire et suffisante :

) ~ R
@26 lim 2T = e T

— f Mdon@=o0.

Cette condition disparait dans le cas particulier (;) ou ’on a :
A(2) =A, B(z) =Bz+C
et la relation :
A— Bf‘”dwF(w)z 0
"

puisque alors le terme constant de la partie asymptotique de (z) s’annule.
On peut d’ailleurs dans ce cas mettre (z) sous la forme :

F C
) = [ a0 B
® (5] Z
ce qui raméne au cas («).
c) Détermination du polynéme q(z). — Les conditions imposées au poly-

néme ¢(z) ont montré que, dans chacun des deux cas («) et (B), il se réduit
nécessairement & une constante g.

() v=—1. — On a g =0. La condition d’existence étant remplie,
I’équation (21) posséde une solution unique donnée par les formules (25)
avec q(z) = 0.

(B) v=0. — La valeur de g est déterminée par la condition d’exis-
tence (26). Celle-ci peut s’écrire sous la forme :

1.27) qD(a, b, M) — RN(a, b, M) = 0
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avec o

~ ! (b—a)B(b)
N(a, b, M)= M—a—b)B(M—b) (M—2a)p(a)B(M—a)

[M—L—b - b—l—a] + 62 a)B(b) f S ;af(o;)

1 1 1 1 1
29! [0~ s3] o=arara=s s~ ST5H)
=i (G=0h0) [+ do
(M—2a)g(a)p(M—a) o BH(w)

D(a, b, M)—

1 1 1
[B‘(M— ©)  FFM— w)] (0—a)(o+a—M)"
En supposant D(a, b, M) # 0, on en déduit :

N(a, b, M
(1.29) g=R Dé«:—z:M; .
L’équation (21) posséde encore une solution unique.
B) Cas R = 0. — L’équation proposée est homogéne et sa solution est
définie & une constante multiplicative prés.
(¢) v= — 1. — Puisque ¢ = 0, la fonction #(z) est nulle. Il résulte alors

~ , A
de (25) que T(z) est méromorphe dans tout le plan et de la forme TraM

La formule (12) montre enfin que cette solution ne sera acceptable que si
M = 2a, la constante A restant arbitraire. Le résultat se vérifie d’ailleurs

directement sur les formules :

@1) 6@ = B[ do

, ~ B © w—a ~
(B) v = 0. — La fonction #(z) se réduit au terme contenant g. La condi-

tion (27), toujours valable, montre alors que 1’équation proposée n’admet
une solution non nulle que si I’on a D(a, b, M) = 0, tandis que la cons-
tante g est arbitraire. La constante b peut évidemment étre éliminée de la
condition précédente qui s’écrit plus simplement :

1 1 M+ do
I.3 = _ adadil
(1.30)  dla, M) = 35 @B = a) ~ 251 ) -0 57()

R
FM—o0) B M—o)f(o—a)(o+a—M)
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C) RésuME. — En supposant que le comportement asymptotique de B(z)

soit donné par :

Blz) ~ 2z
[z] >
on a dans les deux cas v = — 1, v = 0 les résultats suivants :
(®v= — 1. — R # 0. L’équation (21) posséde une solution unique

donnée par les formules (25) dans lesquelles g(z) = 0.
R = 0. L’équation (21) ne posseéde de solution que si M = 2a. Les solu-

. A . .
tions sont de la forme - ou A est arbitraire.

(B) v = 0. — R # 0. L’équation (21) posséde une solution unique don-

, . N(a, b, M) . .,
née par les formules (25) dans lesquelles ¢(z) = g = R Da. 5. M) ou I’on
suppose D(a, b, M) # 0, les quantités N et D étant données par les for-
mules (28).

R = 0. L’équation (21) ne posséde de solution que si d(a, M) = 0 ol
d(a, M) est défini par (30). Les solutions sont données par les formules (25)
dans lesquelles g(z) = g est arbitraire.

Remarque. — L’équation précédente ne posséde de solution dans le cas
homogéne que pour une valeur déterminée de M. On comprend ainsi pour-
quoi, si M est quelconque, 1’équation inhomogeéne ne posséde jamais qu’une
seule solution. D’une fagon plus détaillée on peut voir que, pour M variable
et toutes choses égales d’ailleurs, les équations homogeéne et inhomogéne
n’ont jamais simultanément de solution (®).

II. — LE MODELE DE LEE DANS LE SECTEUR
V6 = N66

1. Notations.

On envisagera toujours en paralléle les cas Z # 0 et Z = 0 ou Z désigne
la constante de renormalisation de la particule V; ces deux cas correspondent
respectivement 4 une particule V élémentaire ou composée (4). Les cons-

(°) Physiquement les valeurs de M qui rendent soluble 1’équation homogéne
représentent les masses des états liés tandis que 1’équation inhomogéne corres-
pond a un probléme de diffusion ot M est 1’énergie; on sait bien que I’amplitude
devient infinie (pole) pour une énergie égale a la masse d’un état lié.
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tantes de renormalisation Z et dv = Zdmy ont pour expression, en fonction
de la constante de couplage observable g,

gt [© ., [V e —p

Z=1= 4.9 + me — oy
a1.1) I
sy _ & [ g, LUV 0 — 2
V= 4rc2 ©w @ m+mN—mv )

Les paramétres my, my, & (my < my + ) et la fonction de coupure f(w)
restant fixes, on pose :

gi=limg dv; = lim &v
Zz—>0 z—>0
(I1.2) . g_?
- 8\&1 )

Les deux hamiltoniens sont alors donnés par (%) (%) :
a)Z#0:

A1.3) H=2Zm, [dpb (Dou(p) + m [ dabs @) + [ dena Ba®)

~ g [ GG — G — BT 1 Pin@at® -+ b @)
— % f dpb (P)bu(D).
b)Z=0:
(L.3) B = my [dibi @@ + [doraEradi)
+ s | sl dsd @, + o — 42— o)

f( wkl)f( O)k’) b:‘ (;l)bN(_q)z)a'i'(Zl)a(l_;g) .

'\/“’kx O,

Les relations de commutation sont les suivantes :

_— {(bu(@), b (@)} =3 —q)  [a(R), a*(k)] = 8(k — k)
0D, R G) Y = 5 36 — 7).
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Pour Z = O seules subsistent les deux premiéres relations. On utilisera

les deux fonctions :
RO

(9 0@ =1+ LG +m—mf (o VIR
_ fHo) 0 —p
_Z_I__zf dm(m‘l‘mn—mv)(‘”“z'

A f do f(m)m\/_(-ﬂzz_p
Pon/F

(1.6) ¢@)=1+
=F(z+m~-mv)fu 9 o+ m—m)(o—2)

Ces fonctions sont liées au propagateur renormalisé de la particule V qui

est, suivant le cas, donné par
i 1
1.7 S'(p) = - , Z#0
WD SO =G5 gy—my Ti0 e —my 70
1 1 (Z = 0).

(I1.8) Si(p) = hm S'(p) = (21':)4 Svi ¢H(po — my)’

2. Diagonalisation de I’hamiltonien.
Les états propres du secteur envisagé sont de la forme
a)Z #0 :
AL9) 23 )= [dpdks® —p — B0 (a0
[dadicaic 5@ — G — & — (K, ©3b @a@a*®) | 0

b)Z=20:
(L9) |23y = [dgakdk’s® — g — & — By (6, b3 @a®a®)] 0
ou les fonctions ¥, et x5 sont symétriques dans I’échange de leurs arguments
L’équation aux valeurs propres H|Z ) = E | Z) donne les systémes
d’équations suivants :
aA)Z #0:
=2 g [ T2 T

Vo

(I1.10) . N .
(oot Byl 9= 3 3-8, [T 10, @)

9

(ox+my—3my—

ANN. INST. POINCARE, A-11-2
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BZ=0:
= [T B

ur.10 - A [flwr) flow)
o oL By )= — o o
(ot ontme— Bl =5 [T+ 700 )

Dans le systéme (10’) la fonction y; est introduite afin de conserver au
maximum le parallélisme des deux cas. Nous étudions maintenant les solu-
tions des systémes (10) et (10) suivant les valeurs données a 1’énergie.

A) E < my + . ETATs LIEs. — La seconde équation de chacun des sys-
temes (10) et (10") donne immédiatement :

1 ¢ 1 f(e) flew)
k)= 2 4327 i+ wxp+my—E [\/wk l(k )+ \/ l(k)J

-

AL.11) ok, k

(r.11)

> A 1 S, 2 | S(o) ,
Wk, k)= — — x,(k k)|.
Xz( ) 2(21.:)3 o + mk’+ my — E [\/mk XI( )+ v o l( )]
En reportant ces expressions dans la premiére équation du systéme corres-
pondant on trouve, aprés utilisation des formules (1), (5) et (6) :

(1.12)  [wx 4 my — EJOE — my — o)xu(®)
g2 (mk) ’ f(wk') >
dr &
= 3omy \/m,,f P rE—— L

(I1.12")  o(E — my — o)xi(k)
A f(mi) S(ox?)
2(2m)? '\/mkf V [ + wr + my — E] XI( )

Les fonctions qui multiplient x, et x; dans le membre de gauche de (12)
et (12") ne s’annulent pas en vertu de la restriction imposée a E; il en résulte
que x; et x; ne dépendent que de o, ; en posant :

f(mk) f( k) ’
II . 13 1 O, == — (&) 1 [5) _ —
( ) X ( k) v y X( k) X ( ) \/ i ( k)

on obtient enfin les équations intégrales suivantes :

(1L.14)
B 1 o LAV " — 2
x(w) = 4r2(m+mv—E)<D(E—mN—w) Tt ot m B X
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ey — — 1 ® gor LW —pt
(III4’) x(w)—-—‘h—rz?(E—_’nN__—w)fudw m,+®+mN_EX(m).

Ces deux équations sont du type de celle qui est étudiée dans la premiére
partie. On a, en effet, d’aprés (5) et (6) :

T @) — o (@)

= ‘;—7;2 (© 4 My — m)(@H(w) — O~(w)) = 2nifH o)/ o — pi.

(I1.15)

On retrouve donc 1’équation (1.3) en posant :
(I1.16) M=E—m, P@@)=z+4+ my—my R(z) =0
et, suivant le cas :
D(2) Z #0)
I1.17 z) =
(r1.17) B(2) #(2) Z—0.
z 4 my— my
La fonction B(z) se comporte asymptotiquement comme Z ou 1/z. Les
cas élémentaire et composé rentrent alors respectivement dans les cas (8)
et («) de (I.4). Les équations considérées étant homogénes n’ont de solu-
tion que pour certaines valeurs de E qui représentent les masses des états
liés.
Cas Z = 0. — L’équation (14’) n’a de solution que pour E = 2m, — my.
On a alors a un facteur prés :

1

II. ()= ——— .
ar.18) K@) =
Cas Z # 0. — L’équation (I.30) fournit I’équation aux valeurs propres :

1 . E 4+ my — 2m, J‘E—mu—u- do
q’(E — mA) 2mi - q>((l))

(11.19) d(E)=

0.

1 1 1
[(I)'(E — 1y — w) OFE — my — co)] (o + my— my)(o + my— E) =

Si cette derniére posséde une solution la fonction y(») correspondante est
donnée par (I.25); on a, a un facteur prés :

(11.20)

. 1 (E 4+ my—2m,)®(E — m,) E-my-p do' 1

—® o' — o O(w’)

1 1 1
[(I)—(E— My— ') O (E—my— w')] (o' +my—my)(o +my—E)’
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Nous n’entrerons pas ici dans un examen détaillé de 1’équation (19) (*°);
son étude est facilitée par I’introduction de la fonction spectrale p(e) du

propagateur S'(p) :

1 1 1 1
(L.21)  pla@) = ¥a—m\) — 2nia— my [il)*(a —my O (a— mn)]'
A Tl’aide de cette fonction 1’équation aux valeurs propres (19) prend
la forme condensée suivante :

ar.22) [dadar DX o,

Une forme analogue existe pour la fonction (20).

Au sujet de la limite Z — 0 la formule (22) permet d’établir le résultat
suivant : dés que Z prend une valeur assez petite, 1’équation aux valeurs
propres posséde une solution unique qui tend vers 2m, — my quand Z — 0;
I’état 1ié du modeéle de Lee tend alors vers 1’état lié de I’hamiltonien H' &

deux particules.

B) ETATS DE DIFFUSION V8. — Nous supposons maintenant 1’énergie
supérieure a my + w et cherchons les états de diffusion | VZOIZ >£ ; on pose,
pour les états (9) et (9'), E = my + oy, P= ;1 + l-c)1 On se place d’abord
dans le cas ou 1’énergie est inférieure au deuxiéme seuil m, + 2u; dans ce
domaine d’énergie seuls existent les états de diffusion V6 et les équations (11)
et (11) sont encore valables, de méme que les équations (12) et (12"). Nous
examinons d’abord le cas de 1’équation (12) qui correspond au cas le plus
simple puisque la particule V est élémentaire.

Cas Z # 0. — Le polyndme qui figure dans le membre de gauche de
I’équation (12) s’annule pour wy = wy, ; on obtient les solutions avec onde
diffusée sortante ou entrante respectivement en posant :

LS C) 1
2(2n)* A/ ooy (o — @, F i) Q(E — my — o)
g f(mk') L
p— (1.
| TP —— T

2ER) = Z8(k — k) +

— —
Le facteur Z doit figurer devant la fonction 3(k — k,) pour que 1’état
de diffusion obtenu contienne comme onde incidente 1’état « non perturbé »

(2% Pour plus de détails voir : J. C. HOUARD, Thése & paraitre.
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a+(7;1) | V;> > () ou ’on utilise 1’état physique de la particule V(*) (*). En
posant :

.23)  xER) = Z3K — k») + 5 é;)a J;(/°jk—) .i(/mk,) = (eop)
Ok Wk,

on obtient 1’équation :

1
(I1.24) x*(w) = (0 — of, F ie)(D(E My — ©)

[ Z_ g (o L)V i(m]

o -+ my—my 42 w+m+mN

On retrouve 1’équation (I.3) dans le cas inhomogéne; sa solution est la
suivante :

(11.25)
-z 1 1
FHO)= T e — m)OE(ar) [«» Fe—my o on F ie]
+ 2Z
(&, + My — my)®E(wy,)DE(E)
1
; (ok, + My — m)PE(op ) (0 — o, F ic)
1 (emeu do' 1 [ 1 1
toml oo o—w (o) |O(E—my—0) OH(E—my— o)')]
1

(o 4+ my—my £+ ie)(o — o)
ou I’on a posé :

(11.26) D(z) = J’ dada’ ——P@e(@)

z4+my—a—a'’

Pour une valeur de 1’énergie supérieure au seuil de production m, + 2.
les équations doivent étre reprises a partir du systéme (10) avant la division
par le facteur (wx + wxr + my — E). L’équation (24) est alors remplacée
par une équation du type (I.21) ou E 4 ic remplace E. La solution est de

forme analogue a (25) ou la fonction ——l)m qui figure sous !’inté-

(
(0" — o 4 ie)PE(w’).

grale est remplacée par

(**) Une onde incidente de ce type a déja été utilisée dans le modéle statique
de l’interaction pion-nucléon par G. C. WIckK, Rev. of Mod. Phys., t. 27, 1955,
p. 339; une justification générale, englobant le cas des particules composées, a été
donnée par H. EKSTEIN, Nuovo Cimento, t. 4, 1956, p. 1017.
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Cas Z = 0. — Nous procédons formellement comme dans le cas élémen-
taire et nous laissons de c6té la question de justifier théoriquement les états
de diffusion trouvés : une telle justification peut s’effectuer suivant les
méthodes de la référence (*Y). L’onde ineidente est encore de la forme

a+(l:t>,) | V’;) ou |V’;> désigne D’état physique de la particule V

composée (%) :

a1.27)
I T S O O
| Vi) = Cfdgdbsg— G~ B =2 b0
avec ©
[V 0! —p] "
(11.28) [475f de (w’}‘mn"‘mv)]

A TP’aide de (6) nous séparons, dans la fonction @(E — my — o), qui
figure au premier membre de (12°), le facteur (wg, — @), en posant :

(@) 0 — pt

(11.29) o(2) = f“ do VoS
L’équation (12’) donne :
@30 gl =— k- %)
1 o !
4n ’\/wk (o — o, F is):x\(E — My — k)
S(or) =,
dr’ =(E).
f \/mk[wk-{-wk'-i-mn—E]X «

On pose :

@31 @ =—EFC

[S(k o+ g O L) o)
(0773 O,

et I’on obtient 1’équation :
IL.32) x'*(w) = ‘

(0 — ox, F ie)o(B — my — ©)

[m +[la L (:)_ )w\:f),; — b i(m’)]-

La solution est la suivante :

P 1 1
(1.33) x'*()= —4 o= (on) [.,,+ e — e o — o, F ie]'
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Comme pour 1’état lié, 1’état de diffusion du cas composé se déduit de
I’état de diffusion du cas élémentaire en prenant la limite Z — 0.

Nous ne donnerons pas ici les expressions des états de diffusion triple N66.
En appliquant les méthodes précédentes on aboutit encore a une équation
du type (1.21), mais ou le terme non homogéne contient cette fois deux
poles.

3. Diagrammes de Feynman et matrice S.

1l est incommode de chercher & déterminer la matrice S A partir des
états de diffusion qui viennent d’étre trouvés. Nous suivrons une méthode
plus directe en calculant les diagrammes de Feynman qui correspondent 4 la
diffusion triple N66 — N66. Nous montrons d’abord que la somme de ces
diagrammes satisfait & une équation intégrale que I’on peut réduire a I’équa-
tion étudiée en premiére partie; les autres processus, diffusion V6 — Vo
et production, sont ensuite déduits de la diffusion triple.

Dans le paragraphe suivant nous désignons respectivement par g et S'(p)
la constante de couplage VNGO et le propagateur renormalisé de la parti-
cule V, les propriétés particuliéres de ce propagateur, dans le cas composé
ou dans le cas élémentaire, n’intervenant qu’au paragraphe B.

A) EQUATION INTEGRALE POUR LA DIFFUSION N66 — N66. — Les quadri-
impulsions initiale et finale de la particule N seront désignées respectivement
par g; et gy, celles des mésons par k;, k; et kg, k;.

Les diagrammes sont des deux types suivants :

’,

k‘.w 7 AN 2 AN - - ”, k/:
94'/ _\ 9
by~~~ o __ E ij; zkf

= GP(qp, ks, k), n=>1

ki 1 2’ (mt)
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ou le schéma =—=—=== représente le propagateur renormalisé¢ de la
particule V. On suppose que les facteurs cinématiques ne sont pas inclus
dans G@ et G® ; en posant :
-] @ .

(r.34)  S(gikiki, gphsks) = ZG?)(qfkfk}) + ZGS,‘)(qfkfkf)

n=1 n=1
on obtient, pour 1’élément de matrice S correspondant 4 la somme de tous
les diagrammes connexes, l’expression suivante :

1
QL3 Mok 444D = g0y oo
k' k k¢

{ S(g;kik;, qfkfk}) -+ permutations }

ou les permutations a effectuer concernent les échanges k; <> k; ou kf > k;.

On établit aisément des relations de récurrence entre les diagrammes G®
et G® par addition a chacun d’eux d’une boucle nouvelle; il s’introduit
ainsi deux nceuds et trois lignes intérieures supplémentaires ne laissant
finalement subsister qu’une intégration. On obtient :

G®(gkk")
ase) ¢ o = 8f()S g+ ko)
Gn+1(qkk ) o
1 ’
fddk f(wkx) 1 Gn (q+k‘_‘kb k ’ kl)
120)k1(k1_ Wk, + iE) Qo‘l— ko'—{fl_mN —f" ic G(2)(q+k_kh k', kl)
[ n

Si I’on pose :

g GP(gkk") = f(wx) f(ox ) an-1(q + k, k)
(I1.37)

GP(gkk’) = f(ww) f(ox)Tanlg + &, k')

on a l"unique relation :

n __ 42Q7 4 f(wk) l
AL38) Toialk, K) = g*S' (ko) [ dok 5 )

n(k+ k'—kly l)

La formule (34) est remplacée par :
(I1.39) S(aikiki, apksky) = f (eong) f( ‘*’k})" (454 Ky, k)

avec :

olk, k') = zI‘,,(k, k).
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En sommant sur z les deux membres de la relation (38) on trouve I’équa-
tion intégrale suivante pour o(k, k") :
S¥(ox,) 1
20k, (ks — ok, + i€) ko—k, — my + ic
1] 1]

olk + k' — ky, ky)

olk, k) = u(k, k) + g8'Cko) [k,

ol le terme inhomogeéne a pour valeur :

Dk, K) = Qe (o) f{0)S (01 + K) p——

— my -+ ic

S'(k)d®(k + k' — g, — k; — k}).
En posant pour simplifier :
(I1.40) A=S(q,+ k;)
et en définissant w(k) par : '
(1.41)  olk, k) = ig*Qm)*f (on,) [ ox)m(R)SO(k + K — g, — k; — ki)
on aboutit a I’équation :
(1.42) w(k)= S'(ko)

A S (o) 1 =
[m +g2fd4k1 2o, (ky— o, +ie) ko— ky— my+-ic = (P kl)]
1) ° o

ou P; désigne I'impulsion totale entrante.

Nous procédons maintenant 4 une transformation de 1’équation (42).
On voit d’abord sur cette équation que w(k) ne dépend que de k,; en dési-
gnant par E I’énergie totale incidente, celle-ci peut s’écrire :

(1.43)  w(ke)=S'(ko) [k.,—k -

i— My i
0

+2ng*[ " dofi@)y/ ot —

J‘ + dx -m-(x)
o (B—wo—x+ i) ke—E—my+x-+ic)}
Introduisons maintenant la fonction de variable complexe ;(z) qui est

définie par le second membre de (43) ou z remplace k,. La fonction ;\r(z)

est méromorphe dans le complémentaire de 1’axe réel et posséde les pdles

simples m, — ic’ et k; + my — ie; elle tend vers zéro quand z tend vers
0

I'infini, dans le cas composé comme dans le cas élémentaire.

L’équation (43) se réduit maintenant a la condition —;Jr(ko) = w(k,); cette
derniére permet d’effectuer l’intégration en x au second membre de (43)
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en fermant le contour d’intégration par un demi-cercle situé dans le demi-
plan supérieur; on obtient :

f “'(x) 27
(E—— o—x+ie)z+x—E— mN) Z—my— o + ic
[— HE — ©) + 6 (— Im2)m(E + my — z)]
ou la présence du dernier terme dépend du signe de Jmz. En reportant cette
expression dans (43) on voit alors que, pour Jmz > 0, la fonction ;'(z)

coincide avec la fonction ;—(z) qui est définie par ’équation :

(1. 44)
A ——4rc2ig2f do OV g m)]

w(z)=5(2)[2—:;(,._——,,,,HL,-e p—
[

On retrouve encore 1’équation (I.21) pour la fonction ;-(E — z); la fonc-
tion w(k,) cherchée s’obtient & partir de sa solution par la formule :

(1.45) | @(ke) = (ko).

On en déduit maintenant les amplitudes de diffusion.

B) AMPLITUDE DE DIFFUSION. — Suivant la valeur de Z, la fonction B(z)
de 1a premiére partie est reliée au propagateur par la formule :

1 (Se+m)  (Z#0)
P(2)8(2) Siz+my)  (Z£2=0)
avec :
P(z) =z + my — my + .

Les cas élémentaire et composé correspondent encore aux cas () et («)
de (I.4); dans le cas élémentaire s’introduit la fonction D*(E) définie par (26)
et qui correspond, a des facteurs prés, 4 la fonction D(a, b, M) de (I.28).

Les expressions que 1’on obtient pour -;-(z) peuvent étre écrites unique-
ment & I’aide du propagateur; on peut montrer que 1’on a, pour Jmz > 0,

1

(I1.46) w(z) = — 5

da _, , 1 1
fa~zs(a)S(E+m"_a)[a+k —E—ic a—my—k + ia]

_ e
D¥(E)

’ ! 1 1
fdaS (@S (E+mN—a)[a+k —E—ic a—my—k + ie]

]

x f ;‘é’—z S'(@)S'(E -+ my — a)
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ou, dans le cas composé, le terme contenant D*(E) disparait tandis que S’
est remplacé par S;.

L’amplitude de la diffusion triple est maintenant donnée par les for-
mules (35), (39) et (41); dans le domaine physique elle se réduit a :

(A1.47) M(gkk;, qksk})
(wk)j(mk> (or) (@) ~

\/mk gy g g
X z S,(mN + ﬁ’k,-)s (mN + (")kl.>
[S(mki — mkf)S((ok/_ — wk») -+ S(mki — wk})S(wk; — wkf)]

S'(m (mn + o )S (mN + )S (M~ + cokf)S'(mN -+ wk})

8(mkl_+ oy — wkf— mk});

Les deux premiers termes de (47) correspondent 4 une diffusion élastique
de chacun des deux mésons; ce sont les seuls termes qui subsistent dans le
cas ou la particule V est composée, mais il s’agit ici d’une propriété parti-
culiére au modele.

Les amplitudes correspondant a la réaction de production V6 — N6 et
a la diffusion élastique VO — VO se déduisent aisément de 1’élément de
matrice de la diffusion triple. On obtient pour les éléments de matrice S, dans
le domaine physique, les formules suivantes, ol E désigne toujours 1’énergie
totale entrante et P; et Pyles quadri-impulsions totales initiale et finale.

Production V6 — N66 :

— 4t 5(g; +A+k—%—k—@)

21(27t)
T DHE)

S (o) S (@ns) S (%
(I1.48) M(p,k‘, qfkfkf) = g’(2n)? \/r ( k) ( kf) ( 5 ) 3O(P; — Py)
,\/(x)k (873 cok,

1
D+(E) — S (mN + g, )S (mN -+ wkf)S (mN + o )

Diffusion V6 — V0 :
Trzg’f(wki)f( ﬁ)kf) 8(‘)(P‘ . Pf)

(I1.49)  M(piki, prks) = — 2
mki "‘)kf
S (k- ox) + g S (mt-or)S (mct-ox)

Ces deux résultats sont identiques a ceux obtenus par R. D. Amado (?).
On constate, en particulier, ’absence de production dans le modéle ou la
particule V est composée; cette propriété peut étre admise comme consé-
quence du fait que le fermion N se comporte comme une source fixe et qu’il
n’y a pas d’interaction directe 6 — 0.
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CONCLUSION

Outre les résultats précédemment connus la méthode exposée ici permet
essentiellement d’obtenir la solution de 1’équation de Kéllen-Pauli dans le
cas homogéne ainsi que les amplitudes de diffusion hors de couche. Ces
amplitudes peuvent étre utilisées dans 1’étude de modéles plus compliqués
que le modéle de Lee, par exemple celui ol une particule supplémentaire W
est couplée aux particules V0 et N66. Un tel modéle contient en particulier
une fonction de vertex WV0 non triviale. Le propagateur habillé de la par-
ticule W posséde encore une structure simple quoique son calcul nécessite
la manipulation d’expressions compliquées. Néanmoins son étude peut
présenter quelque intérét dans le cas ou le modéle de Lee contient un état
lié VO : a cet état correspond un pdle dans les diagrammes en échelle de la
diffusion VO — V0 et le propagateur de la particule W peut posséder alors
deux poles. Il est aussi possible d’examiner sur cet exemple des propriétés
déja signalées par d’autres auteurs (%) et qui doivent intervenir quand la
masse physique de la particule W coincide avec la masse de 1’état 1ié VO,
la question se pose alors de savoir si le nouveau modele est équivalent au
modéle de Lee.

Par ailleurs, 1’état lié V6 du modéle de Lee fournit un exemple d’une
particule composée produite par une interaction résultant d’un échange de
particule, plutét que par une interaction de contact.

( Manuscrit regu le 17 juillet 1964 ).

(**) M. A. BRAUN, Soviet Physics J. E. T. P., t. 18, 1964, p. 647.
Soviet Physics J. E. T. P., t. 19, 1964, p. 460.



