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Construction de solutions ramifiées
autour de deux hypersurfaces caractéristiques
simples pour des opérateurs quasi-linéaires *)

ABDALLAH NaBaji

RESUME. —  Considérons dans €™*! un opérateur différentiel quasi-
linéaire d’ordre deux & caractéristiques simples : P(z, D)u = Pp(z,D)u+
f(z, DAu) ol P, est la partie principale de P, A représente les dérivées
de u d’ordre un et f une fonction holomorphe au voisinage de ’origine.
Soit ¢ € IN*, on suppose que : Pp(x, D)u — Pip(z,D)u = O(u?) ou
Pyin(x, D) est la partie linéarisée, au voisinage de u = 0. On étudie le
probléeme P(z,D)u(z) =v(z) ol v est une fonction ramifiée autour des
deux hypersurfaces caractéristiques simples K; : ki(z) = 0, (i = 1,2)
et dont le comportement au voisinage de Kj U K2 est de la forme :
Ju(z)] < ¢ |ki(z)|% |k2(x)|*2, @ai1,a2 = 1/g. On montre alors que u
est ramifiée autour de K3 U K2 et que |u(z)| < c |k1(x)]*1 ko (z)|22 1.

ABSTRACT. — We consider in €™*! a quasilinear differentiel operator
of second order with simple characteristic hypersurfaces : P(z, D)u =
Pp(z, D)u + f(z, DAu) where Pp is the principal part of P, A represent
the derivatifs of order 1 of u and f is a holomorphic function in a neighbor
of 0. Let ¢ € IN*, we suppose that : Pp(z, D)u — Py, (z, D)u = O(uf)
where Py, (z, D) is the linearzed part of P near u = 0. We study the
problem P(z,D)u(z) = v(z) where v is a ramified function around
two simple characteristic hypersurfaces, K; : ki(z) = 0, (i = 1,2), and
ju(z)] < ¢ Jki(z)|*t|k2(x)|%2, a1,a2 = 1/q. We get solutions u witch
are ramified around two simple characteristic hypersurfaces and |u(z)| <
¢ lkr(z)|21 41 ko (z)|o2 ¥

(*) Regu le 27 janvier 1999, accepté le 15 septembre 1999

1 Equipe : modélisation, E.D.P. et Analyse numérique.
F.S.T. Mohammédia B.P. 146 Mohammédia, Maroc
E-mail: nabaji@uh2m.ac.ma
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A. Nabaji

0. Introduction

Cet article a pour objet la construction de solution ramifiée autour de
deux hypersurfaces caractéristiques simples. On supposera que ces deux
hypersurfaces caractéristiques sont indépendantes du second membre.

Pour fixer les idées, considérons dans C™*! un opérateur différentiel
quasi-linéaire d’ordre deux :

P(z,D)u = Py(z,D)u + f(z,D*u) 1)

ou P, = EI a|=2Ca (z, DAu)D%u est la partie principale de P et A représente
les dérivées de u d’ordre un. On suppose que la partie principale moins la
partie linéarisée, au voisinage de u = 0, de P est d’ordre g ol g € N* .

Py(z, D)u — Piin(z, D)u = O(u?).

Supposons ’hyperplan S : zp = 0 non caractéristique et soient K; : k;i(x) =
0, (i = 1,2) deux hypersurfaces caractéristiques simples et transverses de
Pyin(z, D), on considere alors le probleme

P(z,Du=v (2)

oi1 v est une fonction dont le support singulier est K1 UKj. On se propose de
démontrer que le support singulier de u est K1 UK>. Comme dans [7], [11] et
[13] des hypotheses de croissance sont nécessaires pour traiter ce probléme.
On supposera donc que v a pour comportement au voisinage de K3 U K3 :
lu(z)] < ¢ |k1(z)]|? |k2(z)|** ol a1,a2 > 1/q et on montrera alors que u est
ramifiée et que |u(z)| < ¢ |k1(z)|% T |k2(z)[®2F! (théoréme 1.1 et 1.2).

Pour des opérateurs semi-linéaires d’ordre deux, dont la partie non linéai-
re est polynomiale, E. Leichtnam [9] a étudié le probleme de Cauchy avec
des données singuliéres et a construit des solutions ramifiées. Lorsque la
partie non linéaire de 'opérateur semi-linéaire d’ordre deux est quelconque
A. Nabaji et C. Wagschal [11] ont étudié le méme probléeme et ont construit
des solutions singuliéres dont le comportement est

lu(z)| < ¢ (maz(|k1(z)], |k2(z)]))* 2 a > 0,

lorsque |v(z)| < ¢ (maz(|k1(z)|, |k2(z)|))*. Rappelons que pour des équations
linéaires d’ordre m, le probléme de construction de solutions ramifiées d’un
type plus général que celui de [9] et [11] a été étudié par E. Leichtnam 8]
et récemment par P. Pongérard et C. Wagschal [14].
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Construction de solutions ramifiées

Enfin le probléme de construction de solutions ramifiées autour d’une
hypersurface caractéristique simple qui ne dépend pas du second membre,
a été traitée, avec ¢ = 1, dans [4], [7], [11] et [13].

Dans [7] Pauteur a traité en plus le cas ou ’hypersurface caractéristique
dépend du second membre.

La méthode d’étude du probléme (2) est celle qui a été développée dans
(18] , [11] et [13]; elle consiste essentiellement & réduire ce probleme & un
probléme integro-differentiel et ceci en cherchant une solution de la forme
Danglu(kl(m),kg(z),z) ou Dt‘ll, Dt;1 sont deux inverses & droite des
opérateurs de dérivation Dy, et D;, (formules (2.1) et (2.2)). Il suffit alors
de résoudre le probléme

P(z,D)D;;'Di'u = v. (3)

Nous montrons ensuite que cette équation admet une unique solution (propo-
sition 2.1), ceci s’obtient en montrant que I’équation (3) est équivalente & :

u=Au+ Fu+ Fru+v (4)
ou A, F, et F; résultent respectivement de Piip,, Pp — Plin €t f.

Ensuite nous utilisons la fonction majorante de Lax [6] et les conditions
de croissance pour construire une algébre de Banach ou I'équation (4) admet
un point fixe.

1. Résultats
Les coordonnées d’un point  de C"*! seront notées (2o, T1, ..., Tn)-

Si o = (ag,...,0n) € N"*! est un multi-indice & composantes entiéres,
on appelle longueur de a lentier || = Z;;o |aj|. Nous poserons a! =
H?=o ;! et pour & = (€o,....&n) € C* ¢@ = H?=o 5;-”'. L’opérateur de
dérivation par rapport a la variable z; (0 < j < n) sera noté D; et,sia €
IN"*! est un multi-indice de dérivation, nous poserons D*u = Dg°...Dg"u.
On pose

A={aeN""|a| <1}, n'= Card A
et ,
DA = (D*u)aca,Y = (Ya)aca € C".

On considére un opérateur différentiel quasi-linéaire du second ordre

P(z,D)u = Z ao(z, DAu)D%u + f(z, D*u) (1.1)
la|=2
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ot les fonctions aq(z,y) et f(z,y) sont holomorphes au voisinage de l'origine
de €™t x C".

Soit ¢ € IN*, on supposera

f(z,0) =0 pour tout (1.2)
et
ao(z,y) — an(z,0) = Z g 3(T, y)y? pour tout z (1.3)
peN”
18l=¢

ol les fonctions a4 g sont holomorphes au voisinage de x = 0,y = 0.

Remarque 1.1.— On remarquera que lorsque ¢ = 1, ’hypothese (1.3)
est vrai pour toutes les fonctions a, holomorphes au voisinage de I'origine
de €1 x C"'. Dans [7] et [13] les auteurs ont considéré le cas ot ¢ = 1.
Notre résultat sera donc plus général.

On pose

a(z,D)u = Z aq(z,0)D%u,
|aj=2

alors

P(z,D)u = a(z,D)u + Z Z 0q,8(2, DAu)(D*u)PD*u + f(z, D4u).

|a|=2 ﬁEN",
|Bl=¢

Le symbole principal de P(z, D) est alors donné par :

9(z,6) = Y aalz, 06> (14)

Jar|=2

On suppose que 'hyperplan S : zo = 0 est non caractéristique et que
les caractéristiques issues de T : zop = =1 = 0 sont simples, c’est-a-dire que
I’équation g(0;\,1,0,...,0) = 0 admet deux racines A1, A2 distinctes. On
note k; (i = 1,2) la solution du probléeme de Cauchy du premier ordre

g(x, gradk;(z)) = 0,
ki(x) = 1 pour o =0
grad k;(0) = (A, 1,0,...,0)

et K; : ki(z) = 0 les hypersurfaces caractéristiques issues de T
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Construction de solutions ramifiées

Soit v une fonction holomorphe ramifiée autour de K; U Ks. En notant
Rs le revétement universel du disque pointé Ds = {t € C,0 < [t| < 6}
(6 > 0), ceci signifie que v est de la forme v(z) = 9(k1(z), k2(z),z) ou

: RZ x Q — C est une fonction holomorphe, 2 désignant un voisinage
ouvert connexe de Porigine de C™*1. Quitte & réduire 2, on peut supposer
les fonctions k; holomorphes dans € et telles que |k;(z)] < 6 pour z € Q,
la fonction v est alors définie et holomorphe sur le revétement universel de
Q- K;UKos.

On se propose de construire des solutions de 1’équation
P(z,D)u=v (1.5)

présentant des singularités sur K; U Kj. Pour obtenir un tel résultat, des
hypotheses de croissance seront nécessaires. En plus, la présence de dérivées
d’ordre deux dans la partie non linéaire de 'opérateur P(xz, D) nécessite,
comme dans [19] et [13], une estimation de toutes les dérivées de u(t1,t2, )
par rapport aux variables t; et 2.

Soit 7 : Rs — Ds la surjection canonique. On notera | o | : R — R} la

fonction |t| = |7 (¢)| et on introduit la classe de fonctions suivantes :

DEFINITION 1.1.— Soient ai,a2 € IR et 2 un voisinage ouvert de
Vorigine de C™. On note G®92(R% x Q) l'espace des fonctions u : R% x
Q — C™*! holomorphes telles qu’il existe une constante ¢ > 0, tel que pour
tout (t1,t2,z) € RZx Q et p1,p2 € N

D2 DPEulty, ta,3)] < PP pyIpal|tg [P ] (L6)
On a alors le théoréme

THEOREME 1.1.— Soient aj,a2 > 1/q et Q un voisinage ouvert de
Uorigine de €™, il eziste un voisinage ouvert Q' de l'origine de C"*!
tel que, pour toute fonction v € G*1»*2 (R% x Q), il existe 61 > 0 et une
solution w € G t1a2+1(R2Z x Q') du probléme (1.5).

Remarque 1.2. — Si u € G*22(R% x ), alors
[u(ty, t2, )| < c|t1]%*|t2|®? pour tout (t1,t2,z) € RE x Q.

Notons H%192(R2 x Q) Pespace vectoriel de toutes les fonctions u :
R2 x Q +— C holomorphes telles qu'il existe une constante c > 0,

[u(t1, 2, )| < c|t1] |t2]®? pour tout (t1,t2,z) € RE x Q. 1.7)
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La remarque 1.1 se traduit alors par G292 (R2 x ) C H®*2(R2 x Q).
Réciproquement, on a le lemme suivant

LEMME 1.1.— L’espace ‘H®%2(R2 x Q) est inclus dans l’espace
Ga1-92(R2, x Q) pour tout 0 < &’ < 6.

Preuve. — Soit 0 < §' < 8, il existe 0 < X < 1 tel que, pour tout t € R,
le disque centré au point t et de rayon € = A|t| soit tracé dans Rs. Si v;
désigne le bord du disque de centre ¢; est de rayon €; = Alti], on a

—p1lpo! u(n T2 .’II)
DP DP2y(t;,te,z) = _p_l._pl/ / ) 2 dridrs
w Dl ) 4r? |, J,, (11— tr)Peti(my — to)Petl '

et, vu que u € H%1(R2 x ), il existe ¢ > 0 tel que

Ipg! . .
|DP! DP2u(t1, t2, x)| < P2 gup [t1 + €1*|® sup |t2 + €2e™¥|*?
€1P1€2P2 ggp<2n 0gp<2T

on en déduit qu’il existe ¢ > 0, tel que

Vp1,p2 € N, |DP* DE2ults, t2, )| < PP+ pIpyljty |1 7P |to| 2P,
Q.E.D.

Du théoréme 1.1 on déduit alors le

THEOREME 1.2. — Soient ai,az > 1/q et Q un voisinage ouvert de
Vorigine de C™*1, il existe un voisinage ouvert Q' de lorigine de crtt
tel que, pour toute fonction v € H*1°2(R% x Q), il existe 61 > 0 et une
solution u € Ho1t1e2+1(R2 x Q') du probléme (1.5).

Remarque 1.3. — Lorsque les coefficients a,, sont des fonctions holomor-
phes quelconque, c’est-a-dire g = 1, les hypothéses de régularité minimales
du théoreme 1.1 et 1.2 sont les mémes que celles exprimées dans [7] et [13]
(pour le cas d’une ramification autour d’une hypersurface caractéristique
simple qui ne dépend pas du second membre).

2. Réduction
Définissons d’abord des inverses & droite des opérateurs de dérivation
Dy, et Dy,, t; € R. Siu € Ho*2(R} x Q) et a; > —1, on pose
t1 1
D lu(ty, to, z) =/ u(T, t2, ) d7'=/ u(st1,t2,z)t1ds (2.1)
0 0

et
1

t2
D{zlu(tl,tg,x) = / u(ty, 7, z)dr = / u(ty, ste, T)t2 ds. (2.2)
0 0
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Construction de solutions ramifiées

Remargque 2.1. — Les opérateurs Dy, et Dy, 1 i # j commutent, ainsi que
D;' et D'
Si u vérifie (1.6), on a

1+1

IDt-;lDfll u(tly t2, x)l < pl' |t1‘al -P1 lt2|a2+1

et pour po > 1
|DE2~ DP u(ty, ta, o)| < P1HP2py(pg — 1)H[Eg | 7P [Eg] 0212,

ce qui prouve que la fonction Dj;'u appartient a Go1*2+1(RZ x Q) et de
méme on a Dj;'u € Ga1192(R2 x Q).

Nous chercherons une solution de (1.5) de la forme
U(k(2), k2(z), z) = D' Dy, u(ky (2), ka(z), ).
Pour toute fonction holomorphe u : R2 x @ — C, on a

{ a(z, D)U(ky(z), k2(x), z) = [ao(z) + Pr(z, D)D;,'+ (2.3)

+Q1(z, D)Dt;1 + Po(z, D)Dt';lDt_zl]u(tl,tz,a:) pour t; = ki(x)

ou P, et @ sont des opérateurs différentiels linéaires d’ordre < [ et la fonction
holomorphe ag est donnée par la formule

ao(z) = Z (z Dk (z)) x Djka(z). (2.4)

Cette fonction est non nulle au voisinage de Porigine. En effet,
99 99
ap(0) = =(0, Dk;(0))\2 + ==—(0, Dk1(0
0(0) 6&0( 1(0))A2 a&( 1(0))

et d’apres P'identité d’Euler

o9

99
3% —(0, DE1(0))A1 + 96 ——(0, Dk;1(0)) =0,

d’ot 5
20(0) = 52-(0, Dk1 (0)) (2 = )
quantité non nulle vu les hypothéses.
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Quant au terme non-linéaire, on remarque que la fonction U(k1(z),
ko(x), ) et ses dérivées premitres s’expriment sous forme de combinaison
linéaire & coefficients fonctions holomorphes de z des fonctions suivantes
(calculées en t; = k;(x))

D 'u(ty, ta, ), D;;' Dy, ults, t2, ), D; D5 Dy ulty, ta, ). (2.5)
Notons z; = (z1,;) 'ensemble des fonctions (2.5).

Les dérivées secondes de la fonction U(ky(z), k2(x), z) s’expriment sous
forme de combinaison linéaire & coefficients fonctions holomorphes de z des
fonctions suivantes

D;D;*u, D;D;D;;' D;;'u, u, Dy, D'y, Dy, Dy tu. (26)
Nous notons 2 = (22,) 'ensemble des fonctions (2.6).
On a alors
Y Y Gaplm DUDUPD U= Y e m)H 2
lel=2 penr’ pennt,ig1=q
18l=¢

ol les fonctions h, g sont holomorphes au voisinage de z =0, z; = 0. Nous
noterons F; : u — F;u les applications

(Fru)(ty, t2, 2) = f(z,21) (2.7)
et
(Faw)(tr,te,z) = 3 hup(®21)2, 225 (2.8)
Iﬂf=q

Le probléme (1.5) s'écrit ( modulo un changement de notation)

u(tl, to, .’L') = (Au)(tl, to, :L') -+ (flu)(tl, ta, ID) + (fzu)(tl, to, 17) + ’U(tl, ta, .’B)
(2.9)
ou A est ’application linéaire

(Au)(ty,t2,z) = (Pi(z, D)D;;! + Qi(z, D)Dy;}
+Py(x, D)D;' DM uty, t2, ).
Nous démontrons alors la
PROPOSITION 2.1.— Soient a,a2 > 1/q et Q un voisinage ouvert de
lorigine de €™, il existe un voisinage ouvert ' de l'origine de C**1 tel

que, pour toute fonction v € G¥%2 (R2 x ), il existe 61 > 0 et une unique
solution u € G*1%2(R3, x Q') du probléme (2.9).
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3. Algébres de Banach

La démonstration de la proposition 2.1 repose sur le théoréme du point
fixe dans des espaces de Banach définis de la fagon suivante. On utilise la
fonction majorante de Lax [6] déja utilisée dans [11], [13] et [18], on pose

(&) = Z ?Fi—ﬁ” et pour R > 0, pr(€) = 6(¢/R). Nous utiliserons la
proposmon 2.1 et les lemmes 2.4 et 9.2 de [18].

PROPOSITION 3.1. — Il existe une constante cy > 0 telle que

PR(€) < co pr(E) (3.1)

LEMME 3.2. — Soit n > 1, il existe une constante ¢ = c¢(n) > 0 telle que

R
TR <Cer(®).

Si a est une fonction holomorphe et bornée dans le polydisque
— n+1, X
Ayp={zeC ,&zqutlle < nR},

on a d’apres les inégalités de Cauchy

nR
2
a<<MnR_§<<Mc(77)<PR(§) (3-2)
ou 6 =To+ Ty +---+T, et M= SuszAnn Ia(x)l'

LEMME 3.3.— Soit n > 1, il existe une constante c = c(n) > 0 telle que

nR
nR—¢

RP
< cn”FD"ch(ﬁ) pour tout p > 0.

Le lemme 4.6 de [11] peut s’écrire ainsi

LEMME 3.4. — Il existe une constante ¢ > 0 telle que

DPppr(€) < cRDP*pp(€) pour tout p > 0. (3.3)

Considérons une fonction u € G%%2(R2% x Q) et soit n > 1, R > 0 tel
que {2 contienne le polydisque A,g. D’apres les inégalités de Cauchy, si u
vérifie (1.6) on a pour tout t;,t3 € Rs et p1,p2 € N,

nR
nR—¢’

Di’ll t:u(tl)t% :L‘) < Cpl+p2+1p1!p2!|tllal—m|t2|a2—m
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et d’aprés le lemme 3.3, il existe donc une constante ¢ > 0 telle que

Dfll Df:'u,(tl,tz,:z:) & cpx+pz+1|t1|a1-m |t2|“2‘p2D”1+”2<pR(§). (3.4)

Réciproquement, soit u une fonction holomorphe au voisinage de ’R% X
{0} vérifiant (3.4); la fonction u est holomorphe dans RZ x Qg ol Qg =
{z € €Y |zo| + |z1| + - - - + |zn| < R} et, pour tout (t1,t2,z) € RZ x Q,
0<r<R,

| DY} D2u(ty, ta, z)| < cPHP2H [ty |1 7P [ty 2 =P DP1 P20 (1),

ott DP+P2pp(r) < P12t (py + po)! < (2¢)P11P2 41 Ipyl, ce qui prouve
que u appartient 3 l'espace G31%2(R2 x ). Ceci conduit & la définition
suivante.

DEFINITION 3.1. — Soient § > 0, aj,az € R et R,L,w > 0 tels que
2wé < R. On note G*%2(8, L,w) Uensemble des fonctions u holomorphes
au voisinage de RZ x {0} telles qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que,
pour tout t1,t2 € Rs et p1,p2 €N, ona

1

D DP2u(ty, ta, x) K cLP1 72|ty 7Pt |to] %2 "P2 DP4P2 o (w([ta] + [t2]) + £).
3.5

11 est clair que G%1+%2(§, L,w) est un espace vectoriel et que la plus petite
constante ¢ pour laquelle (3.5) a lieu est une norme sur cet espace vectoriel.

Note. — Nous noterons indifféremment ¢ toute constante qui ne dépend
pas des parametres 6, w et L.

Gréce & un raisonnement analogue a celui fait pour le lemme 4.2 de [11],
on vérifie que toute fonction de I'espace G®%2(§, L,w) est holomorphe sur
Pouvert

U = {(t1,t2,2) € RE x C" Hw(|ta] + [t2]) + |0l + |1] + -+ - + |zn| < R}.

Remarque 3.1.— Gréce & un raisonnement analogue a celui fait pour
la proposition 4.3 de [11], on vérifie que G**%2(§, L,w) est un espace de
Banach.

Remarque 3.2.— Si ay,as,b1,b2 € R et a; < b;, alors Gh142(§ L, w) C

G*+22(§, L,w) et l'injection canonique est linéaire continue de norme <
§hritba—ai—az
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Construction de solutions ramifiées

PROPOSITION 3.5. — Soient a1, az,b1, b2 € IR et (u,v) € (G492 x Gb1:b2)
(6,L,w), alors uv € gutbuaztbe(§5 L w) et

[[uv]|gar+b1.az+b2 < Co [|ul|ge1 ez ||vllger s (3.6)
ol cg est la constante telle que w% < CoYR-

Preuve. — Pour tout p1,pz € IN, on a

P1 P2
DED2(w) =Y (1”;) (13?) DP=ipr2=iyDi Di v,

i=0 j=0
d’ou
D2 D22 (w0) < [full o]+ 017 o202
P1 P2 o o
3 (%) (%) @rrmmsennon) il + )+
i=0 j=0
et, d’aprés (3.1), on a
p1 P2 o o
3 (%) () 0 onD en)wlinl + 1) +9) <
=0 j=0
co DP**P2pp(w([ta] + [tal) + £),
ce qui permet de conclure. Q.E.D.

Si u,v € G*92(6, L,w) alors wv € G22%2(§,L,w) C G**(4, L,w)
lorsque a1,a2 > 0. On en déduit que G%%2(§, L,w) est une algtbre de Ba-
nach.

Nous aurons besoin du lemme suivant
LEMME 3.6. — Soient F(x,u) une fonction holomorphe et bornée par
M sur un polydisque centré en 0 € C"*! x € de rayon nR, R > 0,

n > 1 et up,...,uq € G, L,w) telles que colluillgeoc < R, alors v =
F(z,u1,...,uq) € G068, L,w) et

: R
IES CM _—
Ikl < eMT] 7=

ot la constante ¢ ne dépend que de 1.
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Preuve. — Pour tout t1,t2 € Rs, on a

ui < |ugl|or(w(lt1] + [t2]) + €)
d’olr
ui(t, 0)| < [lusller(w(lta] + [t2]) < [luiller(R);
de la relation 9% < copr, on déduit pr(R) < co, d’olt |u;(t,0)] < col|us|| <

R. Ceci prouve que la fonction v = F(x,uy,...,uq) est bien définie et holo-
morphe au voisinage de R2 x {0} et on a

v=F(Z,u1,...,U) = Z Fa(w)u‘l"‘...u,‘;",
a€EN?

ot les fonctions F,, sont holomorphes, bornées par MR~1! sur le polydisque
A,g et donc appartiennent a I'espace G%0(6, L,w) et de norme < c MR~
out ¢ = ¢(n) d’aprés le lemme 3.2. Lorsque a # 0, on a d’aprés la propo-
sition 3.5 u® € G%(5, L,w) et |jue|| < ™! I Nuil|*, dod Fou® €

GY9(8, L,w) et
o ((colluall ) ™
||Fau°‘||<cM”<c°R’) :

i=1

Cette inégalité vaut encore pour o = 0. Ceci montre que la famille
(Fyu®) est absolument sommable dans 'espace G%0(6, L, w) et par conséquent

: R
v|€eM | ——.
bll<eM 17—

Q.E.D.

Nous imposerons d’abord & R > 0 de vérifier la propriété suivante :
tous les coefficients des opérateurs apparaissant dans .4 sont holomorphes
et bornés sur le polydisque A,r ot 7 > 1.

PROPOSITION 3.7.— Soient a1,a2 > -1, w21, L>1et0<6<1
alors Uapplication A induit un endomorphisme de l’espace G*1*2(§, L,w)
dont la norme est < ¢ maz(w™!,L™1) et la constante c ne dépend que de
n, R et de la borne supérieure sur Ayr des coefficients des opérateurs Py,
Q. et P,, figurant dans A.

Preuve. — 11 s’agit de vérifier la proposition pour des opérateurs de la
forme a(z)D*D;' et a(:z:)DﬁDt'llDt;1 ol || £ 1, |B] € 2 et a(z) est
une fonction holomorphe et bornée sur A,g. Soit u € G**2(6, L,w), on
a DP*D}2D*D;'u = DD}~ Di2u.
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Sipi>1,ona
-1
Df: Dt:u
& |ul| LPr+Pa-lig|er—Prtljgy|a2=p2 DPIAP = lop (w(|ta] + [ta]) + £).
En dérivant, on obtient
DaDpl-IDm
< c |jul| LPrHPe=tigy |21 —Prtlgy|927P2 DPIP2 o (w(te| + [t2]) + €)

en effet, si |a| = 1 ceci est vrai avec ¢ = 1 et si |a| = 0 on a, d’aprés (3.3)
DP1tr2=lyp &« ¢ DP1tP2pp. Or |t1| < 6 < 1, d'olt

DP*DP?D*D;tu
& ¢ L™Y||ul| LP1HP2|t, |21~ P1|ty|%2 P2 DP P2 op(w (|t ] + [t2]) + €)-

Sipy=0,ona

wl|t
DP2y < ||u| LP?[to)%2P2 Z —'il——D"’“m(wltzl +€)
3=0 )
d’ou
D;'DPu

oo

_ JH+1 Wiyttt
< llu LPzt az2—p2 - -
el L ta] §a1+1+1 G+

D+ pp(wlts| +€)

et S'upj>oa—l%ﬁ étant fini, on en déduit que

wd |t [7*

1 yp2 2= -
D' Diu < c [[ul| LP*]t1]* [t2]* ”’Z G+

 DP3 o (wltal + )

En dérivant, en obtient
-1 D
D*D; " Di?u

w] |t1 IJ+1

oo
& c ||u|| LP2|t1|* |to]®2 P2 Z —(j—‘—Dm+j+la|<PR(w|t2| +£)
=

+ 1!
il existe, donc une constante ¢ > 0 telle que

Wity Jo*
G+

< ;HUH LP2 |ty ]™ ItzI“"”’D”’wR(w(ltll + |t2]) + £).

DE2D°Dy;tu < [ull L7 |61 [tale > z P (ulta] + €)
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Ceci prouve que D°‘Dt1 u appartient & l'espace G%%2(§, L,w) et que sa
norme est < ¢ max(L~!,w™1)||u||. Quant & la fonction a, elle appartient a
’espace G%°(6, L,w) et la proposition 3.5 permet de conclure.

On a évidemment le méme résultat pour 'opérateur a(z)D* Dt‘zl.

Soit 8 € NN tel que |3| < 2, on peut écrire 8 = o+ o tel que |al,|a’| <1
“ DPD;'D;'u = D¥ D;;) D*D'u
Donc a(z)DPD; ' Di;'u € G*192(6, L, w) et
|la(z) DP D;;' D ul| < ¢ (maz(L™H,w™))?lull < ¢ maz(L~hw™)|lull,
vu que L,w > 1. Q.E.D.
LEMME 3.8. — Soient aj,a0 > -1, w>1,0<6<1 et L>1 alors les

opérateurs Dt,- , Dt'llthl, D; Dtllth induisent des endomorphismes de
Uespace G2%2(6, L,w) de norme plus petite que c 6.

Preuve. — Soit u € G*°2(6, L,w), on a D} DY? Dy u = DP*~ ' DP2u.
Sipy>1l,ona
Dfl"lDf;u
< |[ul] LPrHPe=tjgy |1 mPrtg| 22~ P2 DPHP2 Lo p(w(ta] + [t2]) + €)
vu (3.3), il existe une constante c > 0 telle que
i~ DRt
< c |ta] ||ul] LPHP2= g% 7P |y| %2~ P2 D ¥ P20 p(w(|ta| + [tal) + €)

d’olt
DY DY? Dt,
< ¢ 6 ||u]| LP¥P2|ty |07 [t5|%2 P2 DP P2 o p(w([ta] + [t2]) + £)-
Sip; =0,0ona

Wi |t1|a1+j+1

o0
D'DP*u < ||uf| LP2|ta|®2 P2 ) DPpp(wlta] +€)

— jWa1+j+1)

o
w] t J .
< Jlull ZP2[ta|* ¥ o] S _Iﬁll—D”’“wR(wltzl +6)
j=0
< & |lull LP2|t2]* 121272 D2 or(w({ta] + Ita]) + ).
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Ceci prouve que Dt‘llu appartient & I'espace G*1'%2(§, L, w) et que sa norme
est < ¢ 6||u||. On a évidemment le méme résultat pour I'opérateur D{zl.
1l en résulte que D;;' D' induit un endomorphisme de G**2(§,L,w) de
norme < ¢ 62 < ¢ 6. De la proposition 3.7, on déduit que D;, D, est un
endomorphisme de G%:%2(§, L,w) de norme < ¢ maz(w™1,L7!) < ¢, vu
w,L > 1, donc Dt'llDt;le est un endomorphisme de G%*2(§, L,w) de
norme < ¢ 6. Q.E.D.

LEMME 3.9. — Soient a1,a2 >, w21, L>1et0<6<1 alors les
opérateurs Dtlth et Dy, D; znduzsent des opérateurs linéaires et continus
de l’espace G®%2(8, L, w) dans Ggu~laz—1(§ I, w) dont la norme est < ¢ L.

Preuve.— Soit u € G*1%2(§,L,w), on a D’"D”’thD;l U = Dfll_l
DP2+1

Sip1>1,ona

DyTipptly
< [lul] LP4P2jty| =P H o] 22 P2~ L DP P2 op (w([ta] + [t2l) + &)
< [a[ful] LPH+P2fty |21 71 P ]2 P2 DR P2 g (w((ta| + o) + €)
K L |Jul| LP¥Pjty |2 7P tg| 2 717 P2 DP ¥ P20 (w([t] + [ta]) + €)

vuque L>1let|t;]<6<1
Sipi1=0,0na
D;'DPtly
o i )
i w]'t1|a1+]+l
& c||'u,| L”2+1|t2|‘” 1-p2 -
| ?4:1) (F+1)

< c|luf| L |ty|% t|%2 71772 DP2gop(w(|ta| + [t2]) + €)
< cL |ju]| LP2|t1]* 7 t2|*2 " 17”2 DP2op(w(|t1] + [t2l) + €).

DP2+ipp(wlts] + €)

De méme pour 'opérateur DtlDt_zl. Q.E.D.

4. Preuve de la proposition 2.1

D’apreés (1.2), on peut écrire

Fi(u) - A ') = Z hy,j(z, 21, 21) (21,5 — 21,5)

j
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et d’aprés (2.8), on peut écrire
-7:2('“) - }_2('“") = th,ﬂ,lc(z’ 21, zll)(z2,'€ - Zé,n)zlﬁ'i'
By

+ 3 k(@ a, A)( — )2+ D ko (@ 21, 20) (215 — 24 5) 2 2
B,k B,k

ou les fonctions hy j, ha,g,x, k1,8,x €t k2,8,x,; sont holomorphes au voisinage
de lorigine de C**! x €"** x C"**. On peut supposer que ces fonctions
sont holomorphes et bornées sur le polydisque de rayon nR de l’espace
C™tl x ¢ x €4, On pose

V:u— Au) + Fi(u) + Fa(u) +v (4.1)
Le probléme (2.9) s’écrit alors
u=V(u) (4.2)
et il s’agit donc de démontrer que 'application V admet un point fixe.

On a alors la
PROPOSITION 4.1. — Soient aj,az > 1/qg et r > 0, il existe 0 < §p < 1
tel que, pour tout 0 < § < &g et toutes fonctions u,u’ € G4*2(4, L,w), telles

que ||ul|ge1 ez, ||t||gere2 < 7, les fonctions Fi(u) et Fi(w'), i = 1,2, sont
bien définies, appartiennent & l'espace G**2(8, L,w) et

1Fi(u) — Fi(w)llgerez < cLblJu~llgerez, i=1,2.  (43)

La proposition 2.1 s’en déduit aisément de la fagon suivante :

On choisit L,w > 1 suffisamment grand pour que v € G*%2(§, L,w) et
la norme de 'endomorphisme A soit < 1/6, puis on choisit 0 < §; < &g tel
que 2wby < Ret cLé; <1/6.

Soit 7 > 2||v||ge1.e2, alors si u appartient & la boule fermée B’(0;7) de
centre O et de rayon r de l'espace G%*2(§;, L,w), on a

[V(u)llger-e2
3r r

< A@)llgerez + [[Fi(u)llger e + [[F2(u)llgerea + [lvllgeres < o+ 5

d’ou ||V(u)||ger.e2 < T3 ceci prouve que V(B'(0;r)) C B'(0;r) et, d’apres
(4.3) et le lemme 3.7,

! 1 ! 1 ! 1 !
V(@) = V(W) llgones < gllu=ligess + gllu=llgeses + llu = llgesen:
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ceci prouve que V : B'(0;7) — B’(0;7) est une contraction stricte, la propo-
sition 2.1 résulte donc du théoréme du point fixe.

Preuve de la proposition 4.1.— Soient u,u’ € G*»*2(§,L,w) ou 0 <
8 < 6p tels que ||u||ger.as < T et ||u/]|garez < 7, le lemme 3.8 montre que
zl,j,z’u (S g“l’“2(6, L,w) et

l|21,5lger ez < 6 |lullgeres < eBor et ||2] jllger.ez < €6 |[u'|lgeres < o
(4.4)
On choisit 6p tel que 0 < §p < 1 et

ccobor

<1/2.

Si F est I'une des fonctions hy j, hogx, k1,8« €t k2gx,;, le lemme 3.6
montre que F(z,2;,2;) € G%°(6, L,w) et qu'’il existe une constante ¢ > 0
indépendante de ég telle que

|1F(z, 21,21)|lgoo < € (4.5)
ceci montre que les fonctions F;(u) et F;(u’) sont bien définies.
D’une part, le lemme 3.8 montre que
”Zl,j - z'l’j”gal’az <ch|lu— u’”gal:ﬂz (4.6)

et la proposition 3.5 prouve, vu les inégalités (4.5) et (4.6), que hy ;(x, 21, 27)
(21,5 — 21,;) € G*v*2(6, L, w) et que

llha,(z, 21, 21)(21,5 = 21 )llger.e2 < cllu — v'|lge e,
d’ott Fi(u) — Fi(u') appartient a l'espace G*1*2(6, L,w) et
1F1 () — Fi(u)llgeres < cblju— u'f|gores.

Or d’apres (1.2), on a Fij(u) = 0 si u = 0 et donc en prenant v = 0 ou
u' = 0, ceci prouve, vu 'inégalité précédente, que les fonctions Fi (u), F1(u')
appartiennent & espace G*1:%2(6, L, w).

D’autre part, d’aprés la proposition 3.5 et I'inégalité (4.4) zf et z;B
appartiennent & 'espace G991:9%2(§, L, w), vu que |G| = gq, et

128 |gaet.aes < €87 [[ullGay.as < €8 et |12 ||guervos < €87 ||t/|[Garer < 6.

On a la formule

"21 —Z(ZI,J 2,;)P;j (21,21)
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ou P; est un polynéme homogeéne de degré ¢ — 1. On obtient, vu la propo-
sition 3.5 et (4.4), que

122 — 2P||gaar.aes < €6|ju — ']|garses. (4.8)

La remarque 3.2 montre que si 22, est la fonction u alors
2o € G har=1(§ [ w) et

”22,,6”ga1—l,a2—1 S CHu”gal-l,az—l. (4.9)

La proposition 3.7 montre que si 29, est I'une des fonctions D;Dy; L,

2

DjDiDt’llDt_zlu alors 2o, appartient & l'espace G*'%2(§,L,w), donc a
Pespace G4~ 192~ 1(§ [ w) et

ll22,5llger~1.02-1 < ¢|luf|ger ez (4.10)

Le lemme 3.9 montre que si z, est I'une des fonctions Dt'llDt‘zlu,
Dy, D;; 'y, alors 23, € G4~ 19271(5, L, w) et

llz2,llge1-1.02-1 < cL|lullger.ea- (4.11)
De méme, zj , € G4~ 1e271(§, L, w) et
125 ellges-e3-1 < L |l llgeses (4.12)

|lz2,x — Zé,n”gﬂl—l'“n-l < cLlu —u||gerea. (4.13)
Les inégalités (4.7)-(4.13) prouvent, vu la proposition 3.5, que

ha,p,x(T, 21, 21) (22,5 — 2 )27 et k1 g (T, 21, 21) (28 = 20) 2},

appartiennent 3 G(a+Dai—1(a+e2—1(§ [, (), donc & I’espace G**2 (6, L, w)
puisque (g + 1)a; — 1 > a; et que

l1h2,6,x(2, 21, 21) (22,0 = 25,0) % llger.ea < €L 6lu = '||gor.ea,

k1,86 (x, 21, 21) (25 — 2)2h ollgerea < e L6lu — t||ger.es.

De méme

k2,p.m, (%5 21, 21) (21,5 — 24,5) %, 21
€ g(41+2)01—1’(q+1)a2—1(6, L,w) C gor92 (6, L,w)
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puisque (g + 2)a; — 1 > a; et que

”kz,ﬁ’n,]‘(z, 21, zi)(zlyj - zi,j)zé,nz;ﬂ”ga],aa < cL5||u - ’ll,,”gal,az .

D’olt Fo(u) — Fo(u') appartient & 'espace G*1%2(6, L,w) et

IF2(u) = Fo(w)llgeres < cLblfu — o|gosea.

En prenant u = 0 ou u' = 0, ceci prouve que les fonctions F2(u), F2(u')

appartiennent & ’espace G%%2(6, L, w). Q.E.D.

(u
(2
(3

4
(5]

(7
(8]
(9

(10]

(1]
(12]

(13]
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