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SUR LA

REDUCTION EN FRACTION CONTINUE

D'UNE SERIE

PROCEDANT SUIVANT LES PUISSANCES DBSCENDANTES D'UNE VARIABLE,

PAR M. T.-J. STIELTIJES.

1. Soit

O s=2 % B

+. ..
z? x®

n.-H

une série procédant suivant les puissances descendantes de x. 1l est clair
qu’on pourra, en général, la transformer en fraction continue de la maniére
suivante :

(2) F=

En désignant alors par
Pi_o B¢
Q, =z’ Q z+c
. . L. M P .
les réduites de cette fraction continue, le développement de —" sulvant les

puissances descendantes de z donnera une série dont les premlers termes
coincident avec ceux de S.
IIl. — Fac.de T. H.1
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La fraction continue F peut se transformer encore en F’

Co

| JE—
@) F—.7z'+c,— Cee

C3Cy,

T+ Cy+ C3—
2T e+ o+ Cs—

P, _ ¢ P, : duites d
— =y e e cette seconde frac-
et, en désignant par =+ g = zxe Q) les réduites de ce
tion continue, on a identiquement
Py _ Pay,

[

2. Il est clair que les coefficients ¢y, ¢,, .. -5 Ca» - .. SODL des fonctions ra-
tionnelles de @, @, - - -» @py - - -§ Coy dureste, ne dépend quede a,, a,, . . ., @,.
Posons

ao a‘ LIRS an.—‘
a; Qo e an
(4) A=1, A,= 3
Qn-y Qp ... Q3p-2
a; Qo ce (2
a, as cee Qpay
(3) Bo=1, B.= s
Qn  Gp+y <-. Qap—y
on aura
Co = Q,,
c —_ n—iB
en—1=—
(6) AuBu—i
c — n-l—i Bn-—i
o = T
A.B,

La démonstration de ces formules ne présénte aucune difficulté, et nous
ne nous y arréterons pas, renvoyant le lecteur qui désire plus de détails sur
ce sujet aux Mémoires suivants :

Frosexivs und STicKeLBERGER, Ueber die Addition und Multiplication der ellip-
tischen Functionen. (Journal de Borchardt, t. 88.) '

Frosenius, Ueber Relationen swischen den Néherungsbrichen von Potenzreihen.
(Journal de Borchardt, t. 90.)
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3. Mais le probléme de la transformation de la série en fraction continue
est susceptible d’une autre solution que nous allons développer.
Envisageons d’abord le probléme inverse, c’est-a-dire cherchons 2
exprimer réciproquement les @, au moyen des c,. Nous proposons, pour ce
probléme, la solution suivante :
Calculons d’abord une série de quantités o, B;; d’aprés les formules
suivantes :
) a°,°= I,
(7) a; =0  lorsque >k,
Bir=o0  lorsque (> k;

50,1»2 Lo, ket Co Oy, ks
Bix= s k+ Ci oz,

(7" { Bo,k = oo, 1~ Cs 03,15

Ko, k+1=—= C1 Bo,ln
Ay k1= CaPy,k+ ﬁo,k;

(5") { o, k1= Cs 82,1+ Bu, ks

.......................

Sil'on dispose ces quantités dans le Tableau suivant :

l“o,o ' 50,0 Xo,1 50,1 &o,2 ﬁo,e %o,3 Bo,s

%y,1 51,1 1,0 51,2 &1,3 51.3
a2 52,2 Aa,3 52,3

53,3

on voit que chaque colonne verticale se déduit de celle qui la précéde, et,
en effectuant le calcul, on a

I i 1]e | ci+c, el ¢y Ci+Ci+ 2004 o0,

1 ¥ Ci—+ Co—+ C3 Ci+Co+C3+ C,

1 1
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Ceci posé, les quantités @,, ... s'expriment au moyen des &, $;4, ainsi
qu'il est indiqué par le théoréme suivamt :

1. La forme quadratique é une infinité de variables

iéai-e-kxixk

o 0
est égale a
Co[“o,oxo"l' %o,1 X+ ao,3X2+ “0,3X3+- .
+coiCafar Xy + oy, 0 X+ oy,3 X3+ . .

1

]
=4 C0C1C2C3C [ o a KXo+ 0tp 3 X+ . . ]
~— €pC1C2C3C;,C5Cs [z 3 X3+ . -]

de méme la forme quadratigue

. 22 Ay X Xk
)

0
estégale a )

€o¢1[Bo,0Xo-+ Bo,1 X1 Bo,e Xo+ Bo,s Xs =+ - .

+cpciCaCs[Bra Xy B e Xo+ BraXs+. ..

4 €0€1€2€3¢,C5[ By Xo+ Lo s Xs+ . ..

- €pC1€2€3C,C5C5C; [ B3 X3+ ..

4. Pour démontrer cethéoréme, soient

A=c,[o0,0Xo+ a1 Xy ... ]
-+ CoCICQ[a1,1X1+- . .]2

B=c,c;[Bo,0 X+ Lo Xy +... ]
+CoC1CaCa[Br i X+ .. ]?

Ce sont la des formes quadratiques qu’on pourra mettre sous les formes

A= iiAi,kxixln
] [}

B= ii Bg,kX,-X,;.
[ [}

suilvantes
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Nous remarquons d’abord que
| Asr1, 2= Bi k.
En effet, la valeur de A, , est
Co &g, 100,k = CoC1Co &y i1 01,k CpC1CaC3Co Ao jg Kg ke~ -+,

c’est-a-dire, d’aprés les relations (7”),

(8)  €octy,xC1Bo,i+ CoC1Cacly, k[ Bo,i= €sB1,i] + CoCiCacscy o [ Bayi+ €8]+ .-

tandis que la valeur de B, ; est
CoC1B0,:Bo,x =+ CoC1 €25 B1,:B1 k= €0€1€2€3€.C5 B0, Bai =+ - ..

c’est-a-dire, d’apreés les relations (7'),

(9)  cociPo,i[ o= Ca2y,i]

€€ CaCs By [ o, Cotla k] CoC1C2CCyCsBa i [, CoZa i - - - -

L’identité des expressions (8) et (9) est évidente.
11 est clair qu'on aura de la méme facon

Ai k1 =B
donc
A1, 6= Adyfss
d’ot I’on conclut que généralement

Ai,l:= Ar,s

sous la condition i + k=r + s.
On voit par la qu'il existe une série de quantités

Aoy Qs Qoy A3y L 4

telles que 1'on a identiquement

A= ii a1 X Xy,
o o

L @
B= @iiois Xi X g
[}

0

H.5
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De plus, sil'on remarque que, d’aprés notre algorithme, on a
o= Bii=1,

on conclut directement les valeurs des déterminants

[ ag P ap—t
a, Ay ... Qp
= Cp X CpC1Cs X €gC1C2C3C, X ...X CyC1Ca:..Cap—0,

Qp—y - - ces  Qop-s
a; Qs ce. Qp

22 as “es Qpy

. = CoC1 X €yC1C3C3 X ... X CoC1Ca...Conuyy

a, Qpy1 --- Qop~y

et les formules que nous avons rappelées dans le n° 2 montrent alors que,
en réduisant en fraction continue la série

(2] a, ay

z z -+ e -+,
on obtient la fraction continue

Co

Cy
Z -+
Ca

1 —
tzx.

Le théoréme énoncé est ainsi démontré.
5. On voit, par ce qui précéde, que ’on pourra écrire immédiatement la

fraction continue F, dés que I'on aura obtenu les décompositions en carrés
des formes quadratiques

2 E @i Xi Xy Z 2 @ivirs Xi Ko
0 0 0 o
Nous ajoutons que, en connaissant seulement la décomposition en carrés de

2 2 a7 X Xy,
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H.;
on pourra écrire immédiatement la fraction continue F'. En effet, dans cette
fraction continue figurent seulement les quantités
Co» C1C2y C3Ciy  C5Css
et
€, Ce+Cs,

(3 -+ Csy

Les premiéres sont connues immédiatement. Quant aux autres, il suffit d’ob-
server que

O, n+1 = C1 -+ Co .

-+t Conrry
pour en conclure

€y = Qg,1y Co+ C3 ==y, 92— Ho,15

Cy C5 == a3 %y,
Sous une forme légérement modifiée, nous pouvons dire :

II. Sil’on a identiquement

23

2a;+kX,-Xk:eo[Xo+ oy Xy + oty Xo+. .. ]2

+&[Xi+ 3 X ... ]

- E:[X2+ 73 X3+. . .]3
on a en méme temps

a a a a, . &o
LI W -
z x =z z*

€1 :8
Z 4 oy — !

&2 €,
x‘*-ﬁg_ al— x+73—@2~.

6. Nous allons donner maintenant quelques applications de ces théo-
rémes. Considérons pour cela le développement

a.
lxg_l_ 2
1.2

. a
(sécz)r=ay+

On trouve facilement
ay=1I, a, =k,

a,=2k+3k%, a;—=16k+ 30k2+13K+...

Généralement a, est un polynéme du degré » en k; mais’la loi de ces poly-

némes est trés compliquée. Nous allons voir que la réduction en fraction
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continue de

Q,y a, Qs
z z? x®

T

conduit & des expressions trés simples pour les c,,.
Soit ~
S(z) = (sécz)*;

en calculant les dérivées successives £, f”, ..., on obtient

S =k(sécz)*tangz,
J'=(séez) [k - (k + k*) tang*z], _

@ ® 8 s e e s e s s e e e s s e et st eeese s

on voit facilement que I'on aura généralement

S = (s6ca)eom,

fem+l) = (sécz)* tang 2 o,y

%m €t {,, étant des polynémes du degré m en s.
En prenant les dérivées, on trouve les relations

"!Jm = 2(l+5)?lm+ kc?lny

’

Pma1=25(1 4+ 3)V,, 4 [1 4+ (1 4 £) 3],

Nous désignons ici par ¢,,; ¢, les dérivées de ¢, et de {,, par rapport a =.
Ces relations permettent de calculer de proche en proche les polynomes o
et Y, et si nous posons maintenant

om = mo+ k(k+1)am, 5+ k(k+1)(k+2)(k+3)am52~+...,
U = kBmyo+k(k+1) (A +2)Bn s+ hk(k+1)(k+2) (A +3) (kA +4)Br5+.. .,
il en résulte les relations suivantes :

5m,o = Ao+ 2(k +1)ety,,

xsm,i = m, 4k + 3)95171,3:

.Bm,2 = %m0t G(k -+ 5)0‘”1.37

ﬁm,i=“ln,i+(2i+2) (k+ 2i+l)“m,i+13
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et
Lme1,0 — /‘.§3m,0a
— 2 2 3
Gm+1,1 = Pm,0 0(/‘ -+ 2)5//:,17

Ama1,2 — ;Bln,l -+ 5( k—+ 4)501,2;

A +1,i — Bumie1 +_(2i—5‘ 1) (k + 20) ?’m,i'

En comparant ces relations avec 'algorithme que nous avons expos¢ dans
le n® 3, on reconnait que les quantités o, ;, 3, sont exactement celles qu'on
aurait obtenues la en partant des valeurs

o =1.4, co=2(k=+1), c; =3 (k~+2), ey cp=n(k-+n—r1,
et I'on en conclut, sans la moindre difficulté,

a, a, _ 1

z z oz

1 -+

IEn remarquant que

2 k al 9 ai .
- - ) =ay— — 324+ —F— zt—. .
e+ e* 1.2 1.2.3.4

et que, par conséquent, I'intégrale

= k
f <'T“—2“_':> e~*ds
0 e”—+— e~

donne ce développement (divergent)

G & & %

S TN e ..y

x zs ' x’ x"

on obtient enfin ce résultat

) “© 2 Y‘ xs g 4
(t0) f(’e? eFdi= ———p

' z+ 2(k +1)

V)
X =+ —

z .

Nous nous bornerons ici a considérer la transformation de la série ¢n
fraction continue au point de vue purcment formel. Dans unc autre occa-
IIl. — Fac. de T. H.2
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sion, nous ferons voir que la fraction continue que nous venons d’obtenir
est convergente et représente effectivement l'intégrale si 'on suppose z > o,
k>o. '

Notons, en passant, le cas particulier £ = — n, r étant un nombre enticr
positif. La formule (10) se réduit alors a cette identit¢ algébrique

(n), n), (n), . (n)n 2"
:t—;—n+.r-+(-n-—2+x'—i-u)——-!;—'-"'+x—)n= 1.0
—.r 2(n—1)
z —. n.t
e —-

7. Nous allons donner maintenant une application du théoréme II. Con-
sidérons pour cela la fonction
f=sinamx,

le module ¢tant & comme d’ordinaire. En calculant les dérivées successives,
on voit qu'on a

f =sinamz[a,],
f’ =sinamz[a;+ b,3],
(r1) [ =sinamz[a,+ bs5 + ¢»3%],

f© =sinama[a;+ b33 + ¢;3* + d;5%],

ou nous avons pos€, pour abréger, z = ksinam?®z.
11 est clair ensuite que

«
. a an-l
sinamx = —_—
z 2.3. . .(2an+1)’
0

et, d’apres la série de Taylor, on a

1S

i[sinam(zx + y) +sinam(z —y)] =/ + f" V; -i—f“)l—?"y? -...,
.2.9.4
c’est-a-dire, d’aprés les formules (11),
(12) i[sinam(z + y) + sinam (z — y)]
=sinamz | a,+ a L a Y :
; ety e T T 2.3.4
+55inamx bl”}:"!‘ba—i—-:'-..
1.2 *1.2.3.4

-+ ssinamx c,__Z_ “+...
“1.2.3.4
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D’autre part, on a, d’apreés les formules d’addition,

i [sinam(z + y) + sinam (z — y)]

__ sinamzcosamy Aamy
T 1—A*sinam*z sinam?®y

= sl z AR k= sin Y k*s2sinam*y
= sinamz cosamy Aamy {1+ ks sinam?y + k* Y.

La comparaison avec (12) fail voir que

°

cosamyAamy_ao-i-a,—y—-x—a» 4 —+.

.2 1.2.3.4 ”
k sinam?y cosamy Aamy — b r by —2
N Y y ry= ‘1.2 7 Pr2.3. ’
. y*
k*sinam'ycosamy Aamy = Cy—p— ...,
T 2.3.4
...................................................... ;
d’ou I'on conclut, par intégration,
, sinamy = @, + a, —— +a b ;
T Y- R TCN WA S
k. 33 ¥
s sinam3y = b -+, - -
(13) /3 7 '1.2.3 1.2.3.4.5 7
‘ﬁsmam5 = ¢ r -+
3 J *1.2.3.4.5 ’

Si I'on se rappelle que 5 = /A sinam®.x, on voit que le second membre de
la formule (12) peut s’¢écrire

3 z3 ¥ y?
. ... ( - . — ...
[ﬂ0x+a‘ 5.3 T ®T53.43 ]x[a,) @ 375545 1
23 3 V3 _7-’
-, = e 2 -
A—S[bl >3 519540 ]X [‘,7 *0193;’;.) ]
+— 3¢ z R B¢ C2 s 5+
1.2.3.4.5 T1.2.3.4.5 .

tandis que le premier membre est

©

2 T.2. (9” — I) [ x —-i-..y)iu—z - (.'l' ~-.),»)2/z+1]-

0

wi-
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La comparaison de ces deux expressions donne cette relation remar-
quable

Qi =Q;Q—+ 3b, b+ 5C,'C/;~§~. ..

ou, ce quircvient au méme,
2 Z @ XiXp=[a X+ a; X+ a X+ .. ]?
0 0

=3[0, X+ b, X+ . ]2

+3[eXe=+... P

Avant ainsi obtenu la décomposition en carrés de 2 Eai+kX,-X,,, on
0 [}
peut écrire immédiatement la réduction en fraction continue de la série
a a .
?" -— ;‘ +---- Il suffit pour cela de calculer a,, b,; b,, b.; ¢., ¢, - - -, ce qui
n'a aucune difficult¢, & 'aide des formules (13).
En modifiant légérement le résultat ainsi obtenu, nous trouvons que, si

I’on écrit

sinama = oty — « gy 2 i
e 1237 1.2.3.4.5 ’
la série (divergente)
o o2 s o
i Q2 QI R T
z* zt ozt oz
. . o
qui provient de I'intégrale
@®
f e~**sinams ds,
0
donne la fraction continuc (convergente)
I
]/
(d) . 1.23.342
x4l — =
N 3.425 42
2+ 32— —
o . e 3.6%.7 42
2+ 53— — -
i+ 72—

en posant, pour abréger, 1 4+ A= [.
8. La considération des dérivées successives de

cosamz, Aamax
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H.:13

conduit a des résultats analogues, mais qui offrent encore unc application

du théoréme I.

Soit f(x)=cosamx :"cn introduisant encore la quantité = =k sinam®.,

les dérivées d’ordre pair se présentent sous la forme suivante

{ f =cosamz[a,],
f" =cosamz[a,~+ b,3],
(13)

S —=cosamz[a.+ 0;5 + ¢;5],

S® =cosamz[a;+ b33+ ¢;3*+ d;5%],

....................................

et 1l est clair que

aann

o«
cosamzr=— ¥ ——— .
E 1.2.3...(2n)

Le théoréme de Taylor donne ensuite

i [cosam (z + y) + cosam(z — )] =f+f”% + 7

ou bien, en introduisant les valeurs (15),

(16) i[cosam(z + y) + cosam(z — ¥)]

Ve % -
—=cosamz | a,+ a; ~— +a2—l,_7 U
7.2 1.2.3.4

+scosamz | b, L b —L — ...
1.2 1.2.3.4

-:—:'Zcosamx[cg—i— e
I. 4

D’autre part, les formules d’addition donnent

$[cosam(z +y) + cosam(z — y)]

_ cosama cosamy
T 1— k*sinam*z sinam®y

= cosamx cosamy[1+ kzsinam®y + A*s®sinam*y ...

_—
2.3.!
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La comparaison avec (16) montre que

2 y*
cosamy = @, @, E -+ agf—-

2 L1
Y b, —2

! k sinam® amy = b, — —_— ..
(17) d ycosamy ‘T2 T 21234 ’
k?sinam‘y cosamy = ch—L4 e,
1.2.3.4

_a-i-axﬁ'a zt + xa'a‘y2+a : + |
oMY T M 12.3% oY, ®1.2.3.4 |
wg x# .}/2 y3 n
-1 0 4 by— e - | X by Y= + by —L ...
—'_[ Y102 7 P2 3 1.2 7 234 )
Loz y* ]

[+ + b x + Co
[21.234 ] ['123.’;-1— i
e ,

ct le premier membre cst égal &
180 on 2
EZI (2/1)[( Ty (@ =)l
0

I.a comparaison de ces deux expressions conduit a la relation
Qg =Q; A=+ b; bp--CciCro 4. . .,

ou, cc qui revient au méme,

(IS) Ezai-l-/fxixl:: [aoXo+ a1X,+a2Xg+...]'—’
+ [0 X+ 0, X+, L]

—[C:_»Xg‘f‘ -P

B R

9. La considération des dérivées d’ordre impair de f = cosamx va nous
donner une formule analogue. On trouve quc ces dérivées sc présentent
sous la forme suivante :

[ /' —=sinamz Aamz[q,],

J" —sinamz Aamax[a,+ b.z],

(19)

, S =sinamzx Aamx[a;+ b5 + ¢;33%],
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1l est & remarquer que a,, @y @y, ... ontici les mémes valeurs quc dans
les formules (15), mais il n’en est pas de méme des &;, ¢, ... Cette re-
marque est a peu prés évidente, car si 'on prend encore @, =1, on tire des
formules (19) le développement

a,z*"
cosamz = E .
(2n)

La formule de Taylor donne
1 — — p— ! y 1/ . (,,) _L TR
t[cosam(z +y) —cosam(z — y)]=f' = + f 53 +-f T3 43T

ct, si l'on introduit les valeurs (19),

(20) t[cosam (z + y) — cosam(z — y)]
. v y? v b
=sinamzAamz| e, ~ + a. —— + a, — -
1 1.2.3 2.3.4.5 ]
. .y3 -y.': )
~+ ssinamz Aamz | b, —— + b, Sz +-
1.2.3 1.2.3.4.5 i
‘V- M
—:—:’lsinam‘z'Aama:[c3 s e e
.2.3.4.35 ]

orona

g[cosam(x'-i-y) — cosam(z — y)]

sinamx Aamzsinamy Aamy
I — A*sinam®*z sinam®y

=—sinamx Aamzsinamy Aamy[1 + kssinam?®y + A*z®sinam*y +...]

donc, par comparaison avec (20),

_ r AR
— sinam y Aamy = @ +a, D) +a3——3—4-. "

3 1.2.3.4.5
; v y?
— s 3 my = by ——e 4~ b = 4=
(21) { k sinam’y Aamy *1.2.3 *1.2.3.4.5
ya'i
— k*si 3 = ¢ : - =
sinam®y Aamy N WAES
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Le second membre de la formule (20) s'écrit done

-a z 4 x3 —a z? ) sla,? ~a Yo a > ...]
] T 23 $1.2.3.4.5" T T 123 T 2345
- 2 5 3 ¥
— | 0, =+ b = e | X by —2— 0 = <o
t 1.2 *1.2.3.4.5 *7.2.3 37.2.3.4.3
) x’ ¥
— | €y e e Cg ——t—— deeee by
[31.2.3.4.0T ]x [Sx.z.s../;.o ]

tandis que le premicr membre est

é Z Tz_ali(z“n_) [(z+x)"—(z—3)"]
On en conclul

— Qi1 = Qg By + Diy Upny = Cio Coy - - -

ou encore

(22) - 2 zai+k+-lxixk= [a X+ a X+ a; Xy 5. ..
vt +[0:X, =+ 5, X+, .. ]?

+[esXe+. .. 2

Les décompositions en carrés données par les formules (18) et (22) per-
mettent maintenant d'écrire immédiatement la fraction continue F, qui
résulte de la série

En changeant légérement les notations, nous ¢crivons le résultat final
ainsi : soit

cosamr=5,—15 a? +8 >
S =Py— 1 — —_— ..
TR, TTPIT 3 ’

alors la série (divergente)

qui provient de I'intégrale

-]
f -e=%:cosams ds,
0



SUR LES FRACTIONS CONTINUES ALGEBRIQUES. HI']

donne la fraction continue (convergente)

(23) !
2+
2% k2
Z 4 —— o
z . (2n —~—1)*
An ) K
z 4 2R)E
Z .,

Et une analyse toute semblable conduit encore 4 ce résultat que, si I'on
écrit ‘

Aamz=y,—y, lf-; + s

la série (divergente)
7o 71 pil

x a3 x’

— ey

qui provient de I'intégrale

f e~** Aams ds,
0

donne la fraction continue (convergente)

(24)

z+., (2n— 12k
(2n)*

I A+ ————
Z -+

La démonstration que ces fractions continues convergentes représentent
effectivement les intégrales dépend de considérations toutes différentes que
nous nous réservons de développer dans un autre Mémoire.

. — Fac. de T. H.3



