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Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. V, n° 1, 1996

Régularité de la solution d’un probléeme meélé
dans un domaine polygonal ou polyédral(*)

JokLLe Baier(®)

RESUME. — Nous montrons la régularité H*(f2) pour tout s < 14+ 7/2w
de la solution d'un probléme aux limites elliptiques avec conditions mélées
de type Dirichlet-graphe maximal monotone au voisinage d'un angle non
convexe d'ouverture w. Le méme résultat est obtenu au voisinage d’une
aréte dans un ouvert polyédral de R3.

ABSTRACT.— We prove a regularity result in H*(2) for every s <
1 4+ n/2w for the solution of an elliptic boundary value problem with
mixed boundary condition : Dirichlet-maximal monotone graph near a
non convex angle of measure w. The same result is proved near the vertices
of a polyedral open set in R3.

1. Introduction

1.1 Le probléme en dimension 2
Soit © un ouvert plan polygonal de frontiere
r=({Jrn)ulUri)], DuG=[1,N].
ieD Jj€G

On considére le probléme

—Autu=f (@)
u _—53 (T;),i€D ()
o €PBij(u) (T;),j€C

(*) Regu le 2 novembre 1993

(1) Département de Mathématiques, 22, B.P. 582, Abidjan (Cote d'Ivoire)
Adresse actuelle : Mission francaise de Coopération et d’Action Culturelle
B.P. 2175, Brazzaville (Congo)
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Joélle Bailet

0/0v; désigne la dérivée normale a I';, orientée vers I’extérieur de 2. Pour
tout j € G, B : R — 9R est un graphe maximal monotone (Brézis
[3]) différent de celui correspondant & la condition de Dirichlet (& savoir
B(0) =R, 4(t) =0sit#0).S; = (T:)N(T;1) est un sommet de Q et on
note par w; la mesure de ’angle intérieur a §; au point S;.

Il est bien connu que ce probléme admet une unique solution variation-
nelle dans H1(f2) et que de plus & Pintérieur de €2 la solution a la régularité
H?. La régularité de u dépend donc de sa régularité au voisinage des som-
mets du polygone. On s’intéressera plus précisément ici & la régularité de
la solution au voisinage d’un sommet S;, dont I’angle w; est non convexe
(w; > ) avec des conditions aux limites de type mélées (en S;, I'; est tel
que i € D, T4y est tel que i +1 € G). La contrainte 7/w < 1 permet-
tra d’obtenir Iinclusion H1*+(7/ 2“))"S(Q) C Wi’;? /2w(Q), il sera alors licite
d’appliquer la proposition 2.1 a u.

S,

(3)

Fig. 1

Q) —preml) () -2 bl

@ -Zem) O -z €h)
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Régularité de la solution d'un probléme mélé dans un domaine polygonal ou polyédral

Pour les autres sommets du polygone ne rentrant pas dans ce cadre on
supposera qu’on a la régularité H2, il suffit pour cela que w; < = si I; et
T;41 sont tels que ¢ et ¢+ 1 appartiennent & D ou bien w; < /2 si T; et
T';+1 sont tels que 7 et i+ 1 appartiennent a G.

En posant
W= max (w; |w; >
ie[l’N]{ i|wg >}

ona
Lz_,r/zw(Q) = {f eD'(Q) | /Q|r_7r/2“’f|2rdrd0 < +oo}

7, 0 désignant les coordonnées polaires, on prouvera le résultat suivant.

THEOREME 1.1.— Pour tout f dans LZW/ZW(Q) la solution u de (P)

appartient ¢ H*(Q) pour tout s < 14 7w/2w.

Dans le cas ou f;4; est le graphe correspondant a la condition de
Neumann (4(t) = 0, Vt € R) (probléeme mélé Dirichlet-Neumann), la
solution a la régularité H*(7/2%) (Grisvard [1]).

Dans le cas o ;41 est le graphe correspondant & la condition aux
limites de Signorini (B(t) = 0sit < 0, 3(0) = ] —o00,0[, B(t) = 0 si
t > 0)(probléme mélé Dirichlet-Signorini), la solution a encore la régularité
H*+(7/2%) (Moussaoui [5]).

Le résultat démontré pour 7 < w < 27 est donc le meilleur possible.

Compte tenu des inclusions des espaces de Sobolev avec poids (Avantag-
giati [4]) on a :

Lg—w/2w(Q) - L2(Q) - L2—(7r/2w)+1 Q)

grace aux théoremes d’immersion des espaces de Sobolev on déduit le
résultat suivant.

PRrOPOSITION 1.1.— Pour tout f dans LE”/ZW(Q) la solution u de (P)

appartient @ Uespace de Holder C%(Q) pour tout o < 7/2w.
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1.2 Le probléme en dimension 3

Soit @ un ouvert de la forme 2 x ]0, h[ out © est un ouvert polygonal
du méme type que celui considéré en dimension 2 et

r:(Uri)u Jr;

i€D JEG
la frontiére de Q.
On consideére le probléme :

—Au+u=f (0=Qx]0,h[)

u=0 (G:=T; x ]0,R[UQx{0}UQ x {h}),i€D (P)
17/ .

—o—€Bi(u) (G;=T;x]0,h[),j€C.
ov;

Az
./
(‘\“’i \

h

L"/
7 g,

—>
0 y
2y
\i
)
A%
Fig. 2

On s’intéresse aux diédres non convexes du polyédre (w; > w) et on
supposera que sur les faces de ces diédres les conditions aux limites sont
mélées : G; est tel que i € D, G;4q est tel que i +1 € G, B; est un graphe
maximal monotone distinct du graphe correspondant a la condition aux
limites de Dirichlet comme dans le cas de la dimension 2.

-8 -



Régularité de la solution d'un probléme mélé dans un domaine polygonal ou polyédral

Au voisinage des autres arétes du polyédre, on suppose qu’on a la
régularité H? de la solution variationnelle u de (P) de la méme maniére
qu’en dimension 2.

On prouvera le résultat suivant, ou w = max;¢[y, N]{wi |w; > 7}

THEOREME 1.2.— Pour tout f € L2(]1, [, L% /2w(9)), la solution u
de (P) appartient ¢ H*(O), pour tout s < 1+ (7/2w).

2. Inégalités de type Poincaré

2.1 Inégalité de type Poincaré dans un secteur angulaire

Soit
={(r6)|0<r<0,0<f<w}

et
I'={(r§)|r=Rouf=0}, I=0%.

Soit

Wl (Z)={ueD (D) | u?r® de < oo et |Vu|2r°‘ dz < +o0 .
af2 s 5
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PRrROPOSITION 2.1.— Soit « € R, o < 0. Pour tout

u€V={v€W;/2(E)|v:0 sur I}

on a 4
2,02 2 o
u‘r sz—-———-/Vurda:.
/ gy AL
Démonstration. — Par densité il suffit de démontrer cette relation pour

des fonctions de C%(T) (Avantaggiati [4]).

Considérons la forme bilinéaire continue et coercitive sur V :
a(u,v):/ Vu-Vor®dz.
z
Compte tenu de la formule du Min-Max (Dautray-Lions [6]), trouver la

meilleure constante telle que I'inégalité annoncée ait lieu est équivalent &
trouver la premiére valeur propre non nulle du probléme suivant :

ral_z div(ra(ﬁ’uj) = (%)

u=0 ("
Ou ,
5;:0 (r/r).

En coordonnées polaires

ra—2
Considérons ’opérateur :

A:H2(0,w]) — L2(J0, w])
So—')_@”

de domaine

D) ={pe H*(0,w[) | ¢(0) =0, ¢'(w) =0}.

2 . 1
<pk(6')=\/;sm (k+§> 50, kEN,

- 10 -
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Régularité de la solution d'un probléme mélé dans un domaine polygonal ou polyédral

forment un systéme orthonormé de L2(] 0, w [ ) qui diagonalise A, les valeurs
propres correspondantes étant

1\? »2
M=lk+-] —5.
k ( +2> w?

En développant v selon cette base v(r,0) = >, vi(r)px(6), et grace a
I'identité de Bessel :

/wlv(r, 6’)|2 dé = z:|vk(r)|2
0 k

/OwIVv(r, 8)|* d6 = /Ow ( 2) e

2 7‘.2
=3 (1ol 5 (5+3) Zihuto)

2 1 6v

gv|” |1 0v
r 06

or

R jw 9 R )
/ / |Vv(r,0)| r® d0rdr22/ ra|”;c(7')| rdr+
0 0 A 0
2 R
+ ‘17:”_2%:—/() r"_2|vk(r)l2rdr.

Si vg(0) = 0, @ < 0 en appliquant une inégalité de Hardy & chaque vy
(Kondratiev [2]) :

R 4 R
/0 ro‘_zlvk(r)|2rdr§ 0—2/0 ro’lvfc(r)|2rdr

alors

R (w 9 a? R ) )
/0 /0 [Vo(r,0)[r do rdr > TZ/O r =2 o (r)[rdr +
k

7‘,2 R a2 2
+mzk:/0 r Ivk(r)l rdr;

finalement

-2 2 4 2
/Era v(r, 6)] dxﬁm—)ArO‘IVv(r,ﬁ)l dz .

-11 -
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Il reste & démontrer que v4(0) =0,V k € N,
R 2
/ [Vo)?r® de < 400 = Z/ r®|vg(r)|"rdr < 400
z 0
k
R 2
= /0 r®|vp(r)|"rdr < +o0.

En écrivant vy(t) = f; vy (r) dr, alors

t2
/ vi(r)dr
t

1

ok (t1) — vi(t2)| = <

< /tz r(a+1)/2|’v;c(7')|7'—(a+l)/2 dr
t

1

1 1
t2 2 [ [t2 )
< (/ r“lvi(r)|2rdr) (/ p(atl) dr) =
131 21
o o % t
t, " — 17 2
= (——————2 1 ) (/ r"‘lvfc(r)|2rdr>
— 4

sachant que a < 0, |t; — 2| — 0 = |vk(t1) - Uk(tg)l — 0 et la continuité de
vg(t) sur [0, +oo[ résulte du critére de Cauchy.

Si v1(0) # 0, de la continuité de vg en zéro on déduit Pexistence d’un
n>0tel que Vrel0,n]

lox(r)| > %l”k(o)l

et

7 2
/ ro 2o (r)*r dr > (% l"k(o)l) / ré7ldr=too car a <0,
0 0

ce qui est contradictoire avec ’hypotheése.

- 12 -
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2.2 Inégalité dans un diédre de R3

En coordonnées cylindriques, soit :

S={(r8,2)|0<r<R,0<f<w,0<z<h},
S=Yx]0,k[, G'=T"x]0,h],

V = {u € D'(G) | pour tout z € ]0, h[, u(r, 8, 2) € Wal/Z(E)}.

Fig. 4

PROPOSITION 2.2.— Soit « € R, o < 0. Pour tout u € HY(S) tel que
pour chaque z € ]0, h[, u(r,6,z) €V, on a :

4

2. a—2 2 o

< - - v .
/UT dl’ 3 (2/ 2)/| u|7’ d.’l:

Démonstration. — Le résultat est évident.

- 13 -
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3. Le probléme en dimension 2

Le probléme approché
Soit 1
Bin = X(id+,\ﬂj)—1 , A>0,

les régularisées de Yosida du graphe §3; (Brézis [3]). Pour tout A > 0, ;5
est une fonction lipschitzienne croissante telle que 8; 5(0) = 0.

Le probléme approché :
-Auy+uy=f ()
Uy = 0 (Fz) (P)‘)
duy
=5, = Pialwy) (T3)

admet une unique solution variationnelle u) dans H!(S).

3.1 Régularité de la solution u) de (P))
Pour pouvoir appliquer la proposition 2.1 & uy) il est nécessaire d’avoir
un peu plus de régularité sur celle-ci.

(Py) est un probléme de type mélé non homogene et sachant que
uy € H1/2(I‘j) et fB;  est lipschitzienne, §; y(u») € H1/2(I‘j).

Le polygone présente deux types de sommets :
e les sommets prés desquels 'ouvert est non convexe; les conditions aux

limites sont telles que les conditions de “raccord faible” (Grisvard [1])
sont satisfaites, en effet la condition :

do<+oopour1<j<N

/5f 18;x (ur(25(0))) = Biip (ur(zi(=o)
0

o
devient
) 2
/61 |/8j,>\ (u,\ (xj(a)))| do <400 pourl<j<N
0 4 o

car sur 41 on a uy = 0; ce qui exprime seulement que Bia(uy) €
HY2(T);

— 14 -



Régularité de la solution d'un probléme mélé dans un domaine polygonal ou polyédral

o les sommets prés desquels les conditions aux limites ne sont pas du
type Dirichlet-graphe; ’angle est tel que la régularité H? est assurée.

Loin des sommets il est bien connu que u alarégularité H2. Au voisinage
V; d’'un sommet S; d’angle w; ou le probléme est mélé, la solution uy a une
partie singuliére qui est de la forme :

esiw, € |7, 2x]\ {37/2},

™2 o5 T g 4 37/ 2% o Ef_g € HWF(2)=e(vy . e>0;
2w; 2w;

o siw; =37/2,

r{logrcosf — Bsinf} € H>~5(V;), ¢>0.

Etant donné qu’on a supposé que w; < wsijet j+1€ D, ouw; <7/2
sijet j+1€N de telle sorte que uy € H? au voisinage de ces sommets,
et en appelant w = maxw;, on a au moins uy € H1H(™/2w)~¢(Q).

En utilisant les inclusions des espaces de Sobolev avec poids (Avantaggiati

[4) :

=) cwl?, (@) =

{u €D'(Q) ‘ / |Vu|2r_”/‘” dz < 400, / |u|2r_7"/“’ dz < +oo} .
Q Q

3.2 Estimations sur u)

Soit S un des sommets de 2. Quitte 4 faire une translation et une rotation,
ce qui laisse le probléme invariant, on peut supposer que S est 4 l’origine des
coordonnées et que au voisinage de S, 2 est inclus dans un secteur angulaire
d’ouverture w. ¢ étant une fonction de troncature convenable, vy = ¢(r)uy
est solution de :

—Avy+oy=g (¥)
vy =0 (ryur 0)

_O g ) (T2)

ou
1 0
g=of + (04 350w+ 20052 e 12

~ 15—
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car uy € H1,
L={(r0)|0<r<R,0<0<uw}
To={(r,0)|r=R,0<0<w}
Iy ={(r6)|6=0,0<r<R}
Ip={(r6)|6=w, 0<r<R}.

Premiéres estimations

Par souci de clarté nous omettrons I’indice A pour u et v. En multipliant
I’équation par r®v et en intégrant sur 2 :

/(—Av+v)vr°‘ d:c:/ |Vo|2r® dz — l/ v? Ar®de +
b pa 2Js

+l §ﬁ02¢7+/ 285 (u)ur® do
2 Jr Ov 1'*2<P A
+/v2r“dx,
p)
or o
—r—vzdor:O
T Ov

et By étant une fonction croissante telle que 5y (0) = 0,

[ i 20
r

2

d’autre part, Ar® = o?r®~2, Finalement

2
/|V0|2r°‘dz-——oi—/ vzro"‘zd:c+/ vzrade/gvradx.
b 2 Js > b

En utilisant la proposition 2.1 (ce qui est possible si @ > —w/w), on
obtient :

4 o? 2 2
(1~ s ) L7 des [0 de < [Loweae.

a?+m2jw? 2 “<o

- 16 -
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Sous cette contrainte pour «, on obtient :

/EIVv|2r°' dz < Cl(a,w)/zgzro‘ dz (3.1)

/v2r°’dx§Cg(a,w)/ g?r%dz (3.2)
z b

et en utilisant de nouveau la proposition 2.1
2 o—2 2,0
/v r* “de SC;;(a,w)/ g“r®dz, (3.3)
z b))

C1, C2, C3 sont des constantes ne dépendant que de a et de w (et non de A).

Quotients différentiels radiauz

Nous allons maintenant utiliser une technique de quotients différentiels
adaptée a la géométrie de ’ouvert.

Posons
v(rel, 0) — v(r,0)
vh - h b

vy, est solution du probléme :

( 7'2€2h reh —r2g(r
—Avp + vy = :—2 g ’Z) g(r.9)
= 5 (%), ()
v reh — ur
$ (r,0) = L0200 ) (P
RYu(Rel 9) — u
on(R, 0) = LEEUUE 9h) PBuRG) _ o 1y
v u(reh - u(r,
\ _%Vi - QO(T')IB/\( ( 70))h ﬂ)\( ( 0)) (FZ)'

e La condition aux limites sur 'y pour vy étant de nature différente de
la condition aux limites sur I'y pour v (ou u) on est amené & calculer de
nouveau le produit

/ (—Avp, + vp)vpr®de
b))

- 17 -
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et en tenant compte des conditions aux limites on obtient :

/ (—Avp +vp)vpr®de =
b))
2 o o? 2. .a-2 2.0
= |Vvh| r®de — — | vpr dz+ [ vprode+
2 2 Js o

+ hl—z s ©*(r) (ﬂ,\ (u(re®,w)) — By (U(T,W))) (u(reh,w) — u(r,w)) do .

Cette derniére intégrale de bord est positive pour tout graphe monotone 3,
en effet si ) est son approchante de Yosida, on a :

V(s,t) R, (Br(s)— Br(t))(s—t) > 0.

D’autre part, vy appartenant 2 H1(Z) (puisque v € H1(X)) et vérifiant
vy = 0 sur T'o UTy, on peut lui appliquer la proposition 2.1; d’ou, avec
la| < m/w :

1
C4(a,w)/ |Vvh|2r°‘ dz +/ vir®de < / = (r’g),var®de  (3.4)
z p)) =
ou C4(a,w) est une constante indépendante de h et de A.

e Nous allons maintenant chercher une majoration de la norme de
(1/r*)(r?g), indépendante de h.

Par densité, il suffit de considérer le cas oi g € D(X). Posons y(t) =
e2thg(reth 6) alors

7’(t) =2h ezthg(reth, 6) +rh e3th %‘Z-. (reth, 6),
et

e2hg(reh —g(r - 1 ,
rlz (r2y)h — g( ?:) g( 70) — 7(1) - 7(0) - ;{L 5 (t)dt

1
= / <2 e2thg(reth, 6) + re3th% (reth, 0)) dt.
0

Soit w € D(T), on a
1
’/2 2 (r2g)hwr°‘ dz
1 69
/ / (2 e2thg(reth, O +r Sth2L (reth, 0)) wr*dtdz
rJo 67’

1
<2 l/ / eZthg(reth,H)w(r, 6)r* dz dt
2 Jo

+

1
+ '/ / reSth(zg— (ret?, )w(r, 6)r* dz dt'
rJo or

~18 -



Régularité de la solution d'un probléme mélé dans un domaine polygonal ou polyédral

et
1
'/ / 2 g(reth O)w(r, O)r* do dt' <
£Jo

1
1 z
< (/ / |r(°‘/2)+1e2thg(reth,0)|2r drd0dt> X
xJo

1

1 2

x(// lr(o‘/z)_lw(r,0)|2rdrd0dt) .
xJo

Posons p = ret? dans la premiére intégrale du produit. Ce changement de
variable laisse globalement invariant le secteur ¥ d’ot :

1
// Ir(a/z)HeZthy(reth,0)|2rdrd0dt=
zJo
1
=/ e—ath/ o@D+ 1g(p, )| p dp at
0 Ly

et finalement :

1
I/ / eZthy(reth,B)w(r, 6)r® dz dt’ <
zJo

< Sup(l, e'aR)”T(a/z)Hy'le(z) ”T(a/z)—lw“m(z) :

¢ En utilisant le méme changement de variables que précédemment :

Vosind9
/ / re”" = (re"", O)w(r, §)r* dz dt
rJo or

1
L /0 pg—i(p,9)w(p6'”‘,H)e'athp“pdpdﬁdt'
h

[ [ T (Gt Dptue 0) 4

+ pot1 %15 (pe= ", 0)eth ) 9(p,0)pdpdd dt +

1
4 [ oot e 0)a(p, 0o |
T'nJO

- 19 -



J oé]lg Bailet

sur Lo 5, 9(p,0) = 0 & cause de la fonction de troncature o(r); sur I'y 5 et
T2,h, vp = 0; P'intégrale de bord est donc nulle. Majorons chacune des deux
intégrales sur Xp, :

1
/ / e—athpaw(pe_th, G)g(p, 6)p dpdé dtl <
Yr J0

[

1
< (/ / |e“’thp(a/2)‘1w(pe'th,0)|2pdpd0dt) X
Xp JO

1

1 2

([ [1erispolpapa)
Zp J0

en utilisant le changement de variables inverse dans le premier terme du
produit :

< Sup(l, e_aR)"’"(a/z)_lw"m(z) [r(e/2*1g ”L2(2) :

De la méme fagon

1
/ / e—(a+1)thpa+l%’ﬁ(pe—th,o)g(p, 6)pdpdd dtl <
2hJO P

(L[

v , X
X (/ / |p°2g(p,6)|"pdpdb dt)
2p J0

< Sup(1, e'aR)""a/ZVw"m(z) "r(a/2)+lg“L2(2) :

2 2
e_(a+1)thpa/2%-—1;(p€—th,9)| pdpdedt) X

Par densité, on peut appliquer le calcul précédent a vp; on obtient en
regroupant les différentes majorations obtenues :

<

1
\/X‘, 2 (r2y)hvhr°‘ dz
< Sup(1,e~°F) {(a + 3)||’"(a/2)_1”h”1:2(2) + ||’°a/2v”h"L2(E)} X

X ||"(a/2)+19 I L2()

~90 -



Régularité de la solution d’un probléme mélé dans un domaine polygonal ou polyédral

Enfin en appliquant la proposition 2.1 a vy, on obtient :

/ 1 (r2g)hvhr°‘ dz
z

r2

< K(""")“’"a/zvvh “Lz(z) ||’°(°'/2)+19"L2(2) (3.5)

ou

K(a,w) = Sup(1, e~*F) ( s(a+3)+ 1)

a?+ 72w
est indépendante de h et A.
En reportant (3.5) dans (3.4), on obtient :

||”a/2vvh”L2(z) < 05(6"‘”)""(0‘/2)“9 ”L2(2) (3:6)

ou Cs(a,w) est indépendante de h et A.
Sachant que
. 1 h _ 811
I!J_% E(v(re ,0) —v(r,0) = rm (r,0),

quitte & extraire une sous-suite par rapport a h et compte tenu de ’unicité
de la solution de (P ) on en déduit que :

rol 2y (r%%) € L)

d’on

2 2
ro/? <r6—v + @> € L}(D) et ro‘/Za—v € LX(x);

or?2 ~ or orol
sachant que r*/29v/8r € L*(T), on obtient finalement :

2
Ha/2) 41070

o2 < Cs(a,w) ”r(a/2)+lg”L2(E)

(%)

P(a/2)41 (1 3_v>

r Orof < Cs(a,w)||r(e/D+

L*(%)

g "L2(E) ‘

Revenant a I’équation et en utilisant les majorations précédentes :
rl@/D+1g e [2(5) = r(/DH Ay +v) € L2(E)

— [ o122

(af2)+1
o S Ce(a, w)|r Il 2z

ou C5 et Cg ne dépendent que de a et de w.
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3.3 Espaces de Sobolev avec poids

En regroupant les différentes majorations obtenues :

0 2,2
v € Wia/2+1(5) = {u € D'(T) | re/D-1y ¢ [2(2), r*?*Vu e L} (D),

r(@/D+1p2y ¢ L1(%)}
et ‘
o] W2, (D) S Cle,w)[[r*"g] 2 s ;

or compte tenu des théorémes d’immersion dans les espaces de Sobolev avec
poids (Avantaggiati [4]),

0 2,2 —
W (oy2)41(Z) = H' (),

on avait comme contrainte |a| < 7/w d’olt
—r/2
"””HH(r/zw)—e(E) <Cfr "/ wg"L2(2)
ou C est une constante qui ne dépend que de w.

3.4 Passage a la limite en A

En applelant w le plus grand des angles de I'ouvert, on obtient pour u
la majoration

"u,\”HH(,r,M)_,(Q) < {constante indépendante de )\} .

Quitte & extraire une sous-suite u A

YN Y faiblement dans H1+(7/2@)=¢(Q), fortement dans H1(Q).
j—?

Par ailleurs (Brézis [3]) :

ouy = M“i/n e (v) ou

ea(v) = %/Q|Vv|2 da:+/ﬂ|v|2d:c+/r lir(v)| de

avec 8jy = ay, W = {v € H}(Q) | vr, = 0} et u); est I'unique solution
de (Py);
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= Mi ¥
e u=Min ¢(v) ou

o(v) = 1/|w|2dx+/ |v|2dx+/ i(v)do
2Ja Q I,

avec 0j = a et u est I'unique solution de (P);

e u) — v fortement dans H'(Q)
A A—0

On en déduit que v = v et par suite la solution de (P) est dans
HH(m/20)=(Q) ¢ > 0.

En appliquant des théorémes d’immersion (Grisvard [1]) on déduit que
ue CO,ﬂ/Zw(ﬁy

4. Le probléme en dimension 3

Probléme approché

=Auyt+uy=f (OZQX ]O,h[)
uy=20 (Go=Tox ]0,A[UQx{0}UQ x {Rh}) (Py)

_6—(;:-} =,3,\(U,\) (gl =T x ]0) h[)

Par résolution variationnelle (P)) admet une unique solution u) dans

HY0).

4.1 Régularité de la solution u) de (P))

Pour pouvoir appliquer la proposition 2.2 & u) il est nécessaire d’avoir
un peu plus de régularité sur uy pour les variables r et ¢; plus précisément :
pour chaque z € ]0, h[le probléeme (P)) devient

—Auy+uy=f (@x{z})
uy=0 (To x {z})
Ou
2 = By(up) (1 x {2}).

v T
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On est ramené 3 un probléme en dimension 2 et, pour chaque z appar-
tenant & I’aréte du diédre, on obtient un sommet pour Q x {z}, I'ouverture
de ’angle étant w (w est indépendant de z). Comme précédemment :

uy(r,8,z) = ui(r,0,2)+ co(z)r"/z“’(pg(ﬁ) + cl(z)r3"/2‘”<p1 )

c1(z) étant nullesi w € |7, 37/2[ et u; € HZ?(0). On en déduit alors que
uy € (Hl”'(”/z‘”)’s(ﬂ x {z}), H1(0,h)) et par suite vérifie pour chaque
z€]0,h[:

w rR
/ / w2 (/@)=204r 40 < +00.
0 0

4.2 Estimations sur u)

16u)\2

r80

6u,\

) r™Yrdrdf < +00

Soit A une aréte de , aprés translation et rotation on peut supposer
que l’aréte coincide avec I’axe 0z et au voisinage de A, Q est inclus dans
un diédre d’angle w. ¢ étant une fonction de troncature, vy = @(r)uy est
solution du probléme :

“Avy4+uy=g (0=Qx]0,h])

vy =0 (Go=Tox 10, hA[UQx {0}UQX (k) (5}

vy

—-5—"<P,3,\(UA) (G1=T1x]0,R[).

De la méme maniére qu’en dimension 2 et en utilisant la proposition 2.2,
nous obtenons les estimations :

|72V 0]l 20y < e1(@ @) [0l 20
172720x]| 20y < e2(e,)7*%g 120
[7e/D 05| a0y < eale, )P gl 2 o)
oll ¢1, ¢cg et c3 sont des constantes ne dépendant que de o et w.

En utilisant la méme technique de quotients différentiels radiaux que
précédemment (on pose vp = 1/h(vy(reh,8,2) — v(r,6,2))) on obtient
encore

llr“/zva||L2 < eafa,w)| r(a/2)+19”L2(0)

©) =
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et enfin

Ho/2+10°0)
Or2
12(0)

2
(a/2)+1 1?.&.) (a/2)+1
r (r orde L2(0) < 64(a,w)||r

< 04(‘1:“’)I|r(a/2)+lg|IL2(O)

g ”L2(O)

%
(a/2)+1 A (af2)+1
r Ordz Lz(o) S C4(O’,UJ)“T' g"L2(0) )

On va maintenant utiliser la technique classique des quotients différentiels
dans la direction de z pour obtenir une régularité H? par rapport & cette
variable. Posons

0(r,0,2) = 7 (02(r, 0,2+ B) = 13(r,6,))

v, est solution du probléme :

—Avp, +vp = gp (O=9x]0,h])
vp=0 (Go=Tox ]0,R[U
;%Lj = %go(r) (ﬂ,\(u,\(r,H,z—}-h))

—[3,\(u,\(r,0, z))) (g1 = Pl X ]0, h D

En multipliant ’équation par v, r® et en intégrant sur @ :
h g
/ (—Avp + vp)vpr®rdrdfdz =
(@]

2
:/ (IVonl® +13) rardrdodz-"—/ v2r®=2p drdf dz+
o 2 Jo _

Ovp, 4
— — vpr%do.
/(90 81/ h

Compte tenu des conditions aux limites :

5] 1
— —;—’—z- vpr®do = E/ @2 (B (ur(r, 8, 2 + h)) = B (ur(r, 8, 2))) x
8o ov G
X (u)\(r, 8,z 4+ h) — uy(r,4, z)) do
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et est donc positif compte tenu des propriétés de 8. Finalement en utilisant
la proposition 2.2 :

c5(a,w)/ (leh|2 + v%) r%rdrdfdz < / gropr¥rdrdfdz.
o (@]
La majoration

[ snonreraranaz| < 2ol 5l 30

est tout a fait habituelle. On en déduit que
cs(a, “’)"’”a/2vvh ”L2(0) S ”’"Q/?g ||L2(0)

ou ¢c5 ne dépend que de a et w. D’oli (en utilisant de plus que L2(Q) avec
le poids /2 est inclus algébriquement et topologiquement dans L2(() avec
le poids (a/2)+1) :

(/241 <l 222)

< es(a, ""’) ” ra/zg ” L2(0)

r 806z L2(O)
2
(a/2)+16 X < es( af2
r < csla,w)lir ' g .
522 | 2oy = Mgl 2(0)

Enfin en revenant a I’équation et en utilisant les majorations précédentes

62
DA < og(o,0)]|r ]| 2o

L*(0)
ou cg ne dépend que de « et w.

4.3 Passage a la limite de A

Exactement de la méme fagon que dans le cas de la dimension 2, on
montre que "uA" H1H(r/20)=¢ (0) < constante indépendante de A; puis,

en passant a la limite, on montre que la solution u de (P) appartient &
H1+(7r/2“’)"5(0).
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