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Sur les courbes holomorphes p—adiques(*)

ABDELBAKI BoutaBaa(l)

RESUME. — Ce travail consiste & étendre la théorie de Nevanlinna aux
courbes holomorphes p-adiques. Les résultats obtenus sont appliqués &
I'étude des solutions entiéres de 1’équation fonctionnelle E:;l fi =1,
ainsi qu’au probléme d’unicité des courbes holomorphes dans 1’espace
projectif p-adique.

ABSTRACT.— The purpose of this work is to extend Nevanlinna Theory
to p-adic holomorphic curves. As applications we will study p-adic entire
solutions of the functional equation Z?=1 fi = 1. We will finally investi-
gate the uniqueness problem of holomorphic curves in the p-adic projective
space.

AMS Classification : Prinmary 12H25; secondary 46512.

0. Introduction

Dans [1] et [2], on étudie les fonctions méromorphes p-adiques f :
G - PL. Une “ thérorie de Nevanlinna p-adique ” est établie pour de
telles fonctions et les résultats obtenus sont appliqués & I’étude d’équations
différentielles p-adiques.

Le présent travail qui s’inspire largement d’un article de H. Cartan [3],
consiste a généraliser la théorie de Nevanlinna aux fonctions méromorphes
f G — P" n > 1. Ainsi, on obtient une extension aux courbes
holomorphes notamment des théorémes 1.3, 1.8 et 1.9 de [1]. Nous donnons
enfin deux applications de ces résultats :

(*) Recu le 2 novembre 1993

(1) Université Blaise-Pascal, Laboratoire de Mathématiques Pures, Complexe Scien-
tifique de Cézeaux, F-63177 Aubiére Cedex (France); boutadaa@ucfma.univ-
bpclermont.fr
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e étude des solutions entiéres de I’équation y ;- fi = 1;

e probléme d’unicité des courbes holomorphes dans I’espace projectif p-
adique.

Les notations utilisées, et que nous allons rappeler briévement, sont celles
de [1] et [2]. Ainsi, on note A(C,) (resp. M(C;,)) I’espace des fonctions
entiéres (resp. méromorphes) dans tout le corps C,, complété de la cloture
algébrique de Q.

Pour ¢ € M(C,), ¢ # 0 et pour g > —o0, on note
2(u,¢)= Y, max(0,ordz ) et p(u,¢)=- »_ min(0,ord;¢),
v(z)=p v(z)=u

ou v est la valuation du corps C,. C’est-a-dire que z(y, @) (resp. p(u, ¢))
est le nombre de zéros (resp. péles) de ¢ sur le cercle v(z) = p, chaque
zéro (resp. pole) étant compté autant de fois que son ordre de multiciplité
I'indique.

PROPOSITION 0.1.— Formule de Jensen. Pour ¢ € M(Cp) telle que
#¢(0) # 0 et ¢(0) # oo et pour A > —o0, on a

v(#(0)) = v(¢,2) + D [2(n, 8) = (1, )] (1 = X, (0.1)

B2

ot v(p, A) est la fonction de valuation de la fonction ¢..

Pour ¢ et A comme précédemment, posons

m(}, ¢) = max (v(% ), o) (0.2)

N\ ¢) = p(u,é)(u—)) (0.3)
w2
T(A ¢) =m(X, 8) + N(), ¢). (0.4)

La fonction (/\ — T(A, ¢)) est appelée fonction caractéristique de ¢.

Avec les notations précédentes, la formule (0.1) nous donne le résultat
suivant.
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Sur les courbes holomorphes p-adiques

THEOREME 0.2. — Premier théoréme fondamental de Nevanlinna. Soient

€ M(Cy) et ac Cp tels que ¢(0) # 0, ¢(0) #a et ¢(0) # o0 . On a

1
T (,\, ¢—_—a) =T\ ¢)+0(1), A— —c0. (0.5)

On montre aussi les résultats suivants.

PROPOSITION 0.3.— Soit ¢ € M(C,) telle que #(0) # 0 et ¢(0) # oo .

On a les équivalences suivantes :

¢ est une constante <= T(A,¢) =0o(l) A= —o0, (0.6a)
#(z) € Co(z) <= TN, ¢)=0(1), A=-00. (0.6d)

THEOREME 0.4.— Deuziéme théoréme fondamental de Nevanlinna. Soit
¢ € M(GCy), ¢ non constante. Soient ay, ..., aq des éléments distincts de
G et 6 € R tels que v(a; —a;) < 6 pour 1 < i # j < q. On suppose que
#(0) # 0, ¢(0) # oo et #(0) # a pour tout i. On a :

q
m(\,6)+ 3 m()\, ¢—_1a—) +
1=1 t

+ _; (N (A, ¢—_17) - N (A, ;_1—“)) + (N(X, ¢) = Mi1(}, 9)) <
<2T(A, ¢)+ S(2, ¢),

2

(0.7)
ot N1(A, @) est le nombre obtenu de N()A, ¢) en comptant chaque péle une
seule fois quel que soit son ordre de multiplicité et S(A,¢) = O(1) quand
A — —00.

Les notations suivantes nous sont nécessaires pour énoncer une consé-

quence de ce théoréme.

Soit ¢ € M(Cp), ¢ non constante telle que ¢(0) # 0 et ¢(0) # co. On

pose

N9
6(¢,00) = 1~ liminf 77
et )
616200 =1~ hming 7150,
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Pour tout a € C, tel que ¢(0) # a, on pose :

NQA, 1/(¢ - a)
(X ¢)

6(¢,a) =1 - liminf
A——o00

et
NI(A’ 1/(¢ - a))
T(A, ¢)

Il est clair que, pour tout a € C, U {oo}, on a 0 < é(¢,a) < 61(¢,a) < 1.

61(¢,a) =1 — liminf
A——o00

COROLLAIRE 0.5.— Soit ¢ € M(C,), ¢ non constante telle que ¢(0) # 0
et $(0) # o0. On a

> e ). bi(sa)<2,
$€CpU{o0} $€CyU{oo)

la sommation portant sur les a tels que ¢(0) # a.

Pour la démonstration voir [1, théoréme 1.8] ou [2, théorémes 2.9 et 2.10].

1. Fonction 7 et premier théoréme fondamental
Pour tout (21, ..., Tn41) € Cg"'l \ {(0, ..., 0)}; on pose
L(zy, ..., Tpt1) = {a(:cl, cey Tpt1) | € Cp} .
On note alors :
"= PU(Cp) {L(en, -, #na1) | (o1, s 2na1) € GHIN{(O, ., 00}
et m: Cpt\ {(0, ..., 0)} — P" la fonction définie par :

7((z1, .-, Tnt+1)) = L(z1, .-, Tpy1) -

DEFINITION 1.1.— On dit qu’une application f : C; — P™ admet une
représentation s’il existe une application f : C, — (Cg“’l \{(0, cee 0)} telle

quef:wof.
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Ceci signifie ’existence d’application fy, ..., fp41 de G, dans C, ne
s’annulant simultanément en aucun point de C, telles que
fi
f@=1 : [@=(Ak) ... farr(e)-
fn+1

ProrosIiTION 1.2.— Soient
fi g1
: et :
fn+1 In+1

deux représentations d’une application f : C, — P™. Alors il eziste une
application h : C, — C telle que g;(z) = h(x)f;(x) pour tout z € C, et
touti=1,...,n+ 1.

Démonstration. — Pour un z € G,

a(z) = (fi(e), ..., frt1(2)) et b(x) = (91(z), - .., gnt1(2))

sont deux éléments de Cp+1\{(0, ..., 0)} tels que 7(a(z)) = m(b(z)). Donc,
il existe un unique oz € C; tel que g;(z) = azfi(z) pour i=1,...,n+ 1.
La fonction h est alors définie par h(x) = a; pour tout z € C,.

DEFINITION 1.3.— Une représentation

fi

fn+1
d’une fonction f : C, — P™ est dite holomorphe si les fonctions f; : C, —

Gy sont holomorphes. Une fonction f : C, — P™ est dite holomorphe si elle
admet une représentation holomorphe.

COROLLAIRE 1.4.— Soient f : C, — P™ une fonction holomorphe et
f 91
: et :
Jnt1 Int1

deuzr représentations holomorphes de f. Alors il existe une constante non
nulle k telle que g;(z) = kfi(z) pour tout £ € C, et touti=1, ..., n+ 1.
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Démonstration. — La proposition 1.2 assure ’existence d’une applica-
tion h : C, — G5 telle que g;(z) = h(z)fi(z) et les conditions du corollaire
entrainent que h est entiére. Or une fonction entiére qui n’a pas de zéro
n’est autre qu’une constante non nulle.

DEFINITION 1.5.— Soient f : C, — P™ une fonction holomorphe et

fi
fn-{-l
une représentation holomorphe de f. On suppose f;(0) # 0 pour tout
i=1,...,n+ 1. On note alors pour A > —oc :
TN = gin {o(£O)} - min {o(fi0)}. (LD
Remarque 1.6.— Le corollaire 1.4 montre que la fonction 7 est bien
définie : elle ne dépend pas de la représentation
f
fn41

DEFINITION 1.7.— Soient f : C, — P™ une fonction holomorphe et
fi
fn+1

une représentation holomorphe de f. Si A € GLp41(Cy), on note Af la
fonction holomorphe de C, dans P™ dont une représentation holomorphe

est
h
A :
fn+1

THEOREME 1.8 (généralisation du théoréme 0.2). — Soient f : C, — P
une fonction holomorphe et

f
fn+1
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une représentation holomorphe de f. On suppose f;(0) # 0 pour tout
i=1,...,n4+1 Soit A€ GLp41(Cy). On a

TOAf) =T\ ) +0(1), A— —oco. (1.2)

Démonstration. — Soient A = (a;;) et A~! = (b;;). Posons

A 91
A : = : ,
fn+l In+1
ou
n+1 n+1
9= aifi et fi=) bijgi.
=1 =1

Soit 6 < 0 tel que
6 < min{v(aij), v(bij)} -

n+1
1 LA = in i fiy A >
ISIJ"%I"I}'l'l{U(g]’ )} 1$§n§1n+l{v (;az]fz )} 2

> ' ).
> 6+ K;.nslgﬂ{v(fg,/\)}

De méme, on a

15?_2}11+1{”(fja’\)} > 6+ lsgggﬂ{v(yj,/\)} :

D’ou

< . ‘ _ . ' <_ o
6_1<51%1,I11+1{v(g],/\)} lsgnslgﬁ{v(f],/\)}_ é pour A > —o0

Donc enfin |T(/\,Af) —T() f)| < -26.

Eremple 1.9.— Soit f € M(G,) telle que f(0) #0et c0.Ona f = f1/f2

ou fi et fy sont deux fonctions de A(C,) n’ayant aucun zéro commun et

telles que f1(0) # 0 et f2(0) # 0.
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1) La formule (0.1) appliquée & 1/f; donne
1 1
v(r1)= S p(1 ) (0= 2 = (72 0) = vl ).
2/ 5 f2

D’ou
VO =N (A1) = o(f0) = 5(f2. ).

On a aussi
m(, f) = max (uG , A) , o) = —min(v(f,A), 0)

et par suite

m(), f) = —min(v(f1, ) — v(f2, ), 0)
= —min(v(fl,/\), v(f2, ) + v(f2,A).

Dou T(), f) = m(\, f) + N(X, f) = v(£2(0)) - min(v(f1, A), v(f2,A)) et

donc
T(A, f) = min (v(£1(0)) , v(£2(0))) — min(v(f1, ), v(f2,A) + K, (1.3)

ot K = v(f2(0))—min (v(#1(0)) , v(£2(0))) est une constante.

D’autre part, f peut étre regardée comme une fonction holomorphe
Cp — P™ dont une représentation holomorphe est

(%)

T(A, f) = min (v(£1(0)) , v(f2(0))) — min(v(f1, ), v(f2, D). (14

et on a

Des relations (1.3) et (1.4) on a
TAMH=TW\H+K. (1.5)
Donc la fonction 7 généralise bien la fonction T'.
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2) Soit a € C, tel que f(0) # a. Donc

A= <2 _la) € GLy(Cy)

et le théoréme 1.8 ci-dessus donne 7 (A, Af) = T(A, f) + O(1). Or

_ f2 1 f
Af_(fl—af2) ot f—a  fi—afy’

Ceci avec la relation (1.5) permet de retouver le théoréme 0.2.

PropPosITION 1.10.— Soient f : C, — P™ une fonction holomorphe et
fi
fn+1

une représentation holomorphe de f telle que f;(0) # 0 pour tout i =
1,...,n+1. On ales équivalences suivantes (prop. 0.3) :

[ est une constante & T(X, f)=o0(1), A — —oc0 (1.6)
fi(z) € Gpz] pour tout i & T(X, f) =O(1), A——-oc0. (1.7)

COROLLAIRE 1.11.— Soit ¢ € M(G,) telle que ¢(0) # 0 et ¢(0) # 0.
Sotent a, b, ¢, d € C, tels que ad — be # 0. soit ¢ = (ad + b)/(cd + d). On
suppose que P(0) # 0 et ¥(0) # oco. Alors on a

T(A, %) = T(A, ¢) + O(1), X — —co. (1.8)

Démonstration. — On pose

a b
=0 )

on écrit ¢ = f1/f2 et on applique le théoréme 1.8 &

(%)
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ProProsITION 1.12. — Soient f : C, — P™ une fonction holomorphe et
fi
fn+1

une représentation holomorphe de f telle que f;(0) # 0 pour tout i =
1,...,n+ 1. Soient

n+1 n+1
F=) af; e G= be,
i=1

deuz combinaisons linéaires des f; d coefficients dans C, telles que F(0) # 0
et G(0)#0. On a

N(A, %) <TO\f) - ném {v(£:(0))} + v(F(0)) + K; (1.9)
avec K1 = —minj<i<ny1 {v(a;)},

F
T()\, 5) <T\f)+ K, (1.10)
ot Ko est une constante qui dépend de F et G et non pas de A.

Démonstration. — La formule (0.1) donne

N(A, .;_) - v(% , A) + o(F(0))

< — 1<£l’él7l;l+1 {v(a;)} - 1<ném+1 {v(£i, )} +v(F(0));

d’ou

N(A, -;;) <EK1+T(\f) - { (£:(0)) } +v(F(0)) .

1<<

On a ainsi démontré la premiére relation. Pour démontrer la seconde on a :

(8 =55 (3).
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o T(A, g) = max{v(G, ) —v(F,)\), 0} + N (A, é) .
Done
T(A, g) = —min{v(F, 3) = (G, )} + v(G, \) + N(A, é) .

Or par la formule (0.1), on a (G, X) + N(X, 1/G) = v(G(0)), d’on
T(/\, g—) = —min{v(F,X) — v(G, A)} + v(G, A) + v(G(0)) .

Donc

T()\, -g) < - 131‘3‘1%?&1 {v(a;),v(bj)} — lslz%i}zl+l {v(fi, M)} +v(G(0)),

d’ou T(A, F/G) < T(A, f) + K2, avec

Ky=— min {v(f,’(O))

1<i<n+1 min + {v(a:),v(b;)} + v(G(0)) .

} B 1<z,5<n

Remarque 1.13.— T(A, f;/f;) < T(M\, f)+ K pouri,j € {1, ..., n+1}.

2. Deuxiéme théoréme fondamental

En vue d’étendre le théoréme 0.4 aux courbes holomorphes, nous allons
démontrer les résultats préliminaires qui suivent.

LEMME 2.1.— Sotent f1, ..., fm € A(Cp) linéairement indépendantes
et n'ayant aucun zéro commun. Soit un entier ¢ > m. On considére g
combinaisons linéaires de f1, ..., fm :

m
Fj:Zaijfi pourj=1,...,¢q,
=1

telles que toutes m fonctions parmi les F; soient linéairement indépen-
dantes. Soit x € C, tel que

v(Fi(z)) <v(Fe(z)) <--- < v(Fy()) .
Alors pour tout i < m et tout j < g—m+1, on a

v(fi(2)) 2 v(Fj(z)) - K, (2.1)

ou K € R ne dépend que des a;; et non pas de z.
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Démonstration. — Considérons les m — 1 fonctions Fy_p, 42, Fy_m43,
F,. Pour tout j < ¢—m+1, les f; (1 < m) sont des combinaisons linéaires
de Fy—m42, Fy—m43, Fj, ..., Fy. Comme les coefficients qui interviennent

dépendent seulement des a;;, on a
v(fi(2)) > min {v(Fj(2)) , v(Fg-mt2(2)), ..., v(Fy(2))} - K

d’ou v(f;(z)) > v(Fj(z)) — K.

COROLLAIRE 2.2.— Pour toutx € Cp, il y a av moins g—m+-1 fonctions
F; telles que F;(z) # 0.

Démonstration. — Soit € Cp. Si, pour I'un des j < ¢—m+ 1, on avait
F;(z) = 0, on aurait d’apres le lemme 2.1 :

v(fi(z)) = +oo pourtouti=1,..., m.

Ce qui signifie que les f; ont un zéro commun contrairement a I’hypothese.

COROLLAIRE 2.3.— Avec les notations et hypothéses du lemme 2.1, on
constdére la fonction holomorphe f : C, — P™=1 dont une représentation
holomorphe est

h
fm
On suppose que f;(0) #0 pour tout i =1, ..., m. Alors on a

(a—m)T(A, f) < —min{v(Fj, ... Fj,_., N} +0(1), A——oc0 (2:2)

le minimum étant pris sur les (¢ — m)-uplets d’entiers distincts appartenant
a{l, ..., q}.

Démonstration. — Les conditions du lemme 2.1 impliquent qu’aucune

fonction parmi les f; ou les F; n’est identiquement nulle. Soit A > —oo.
Pour tout z tel que v(z) > A et tout ¢ < m, on a d’aprés le lemme 2.1 :

(g —m)v(fi(z)) > min {v(Fj, ... Fj,_,.(2))} - (¢—m)K,
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le minimum portant sur les (¢ — m)-uplets d’entiers distincts appartenant 2
{1, ..., ¢}. D’on

—m) i ; > i i W Fj ~(g- :
a=m) ot {o(f@)} 2 int (min{o(F, ... Fiy (@)} ~ (4= m)K])
Donc
@=m) ing {o(fi(@)} 2 min int {0(F, ... Fyy_n(@)} = (2= m)K
Par suite, on a pour tout ¢

(g = m)o(f;,A) > min {v(F}, ... F;__,., A} —(g—m)K ;
d’otr
(g—m) Ig}isnm {v(fi,)\)} > min{v(Fj1 o Fim s /\)} —(g=-m)K ;
et enfin
(g—m)T(\, f) < —min{v(Fj1 o Fim s /\)} +
+(q—m){1{+12i<nm{v(f,~(0))}} .

Afin de justifier les notations et résultats qui suivent, nous faisons un

commentaire.

Commentaire 2.4.— De la formule (0.7) on déduit que

q
(@-2T(9) <3 M (A, ) + SO0 4). (2.3)
=1

— a;

Or sil'on pose ¢ = ¢1/¢2 avec ¢1, ¢ € A(C,) sans zéros communs et telles
que ¢1(0) # 0 et ¢2(0) # 0, la formule ci-dessus s’écrit

d 1
(@=-2TA\ o) <D M (A , ¢——) +S()\¢). (2.4)

= 1 — a;02

Ainsi, on voit que la somme Y 7_, Ni(A, 1/(¢1 — a;¢2)) est lide aux ¢
combinaisons linéaires ¢1 — a;¢2 des deux fonctions entiéres ¢; et ¢a.

Ceci nous conduit a faire les notations suivantes.
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Notations 2.5.— Si F est une fonction entiére non nulle, m > 1 et
A > —00, on note pm(A, F) le nombre de zéros de F sur le cercle v(z) = A,
chaque zéro étant compté autant de fois que son ordre de multiplicité si cet
ordre est inférieur ol égal & m et m fois dans le cas contraire. On pose alors

Np, <,\, 21,-) = g pm <A, %) [p—2]. (2.5)
oa

Soit f : C, — P™ une fonction holomorphe et

fi
fn+1
une représentation holomorphe de f telle que f;(0) # 0 pour tout i =
1,...,n 4+ 1. Soit F une combinaison linéaire de f1, ..., fo41 telle que
F(0) # 0. Pour tout m > 1, on pose
_ . .. NAL/F) _ . 2 Nn(A1/F)

8(F)=1 }\lgllrég 0. et dm(F)=1 }\151_11;1; TOf) (2.6)
Il est clair qu’on a

0<8(F) <8(F) < 6(F) < ... < 1. 27)

Ces notations généralisent celles des théoréme 0.4 et corollaire 0.5.

THEOREME 2.6 (généralisation du théoréme 0.4). — Soient f : C, — P™
une fonction holomorphe et

h

fn+1
une représentation holomorphe de f telle que f;(0) # 0 pour tout i =
1,...,n+ 1. On suppose que le wronskien W(fy, ..., fnt1) des fonctions
1, .-+, fas1 est non-identiquement nul. Sotent ¢ > n+ 1 et Fy, ..., Fy
combinatsons linéaires des fonctions entiéres fy, ..., fnt1. On suppose que

toutes n + 1 fonctions parmsi les F; sont linéairement indépendantes et que
F;(0) #0 pourtouti=1,...,n+1. On a alors :

: 1
(q—n—1TA <D Ny (A, E) +0(1), A— —oco. (2.8)

=1
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Remargue 2.7.— On voit que la relation (2.4) est la cas particulier de la
relation (2.8) ou n = 1.

Pour démontrer le théoréme 2.6 on a besoin des lemmes suivants.
LEMME 2.8.— Pour toute ¢ € M(Cp) tout j > 0 et tout A <0, on a

m (/\, ?i;:—)) =0. (2.9)

Pour la démonstration voir [1].

LEMME 2.9.— Sotent F' une fonction entiére et a un zéro de F d’ordre
¢. Alors pour tout j > 0, a est un péle de FU)/F d’ordre < min(¥, j).

Démonstration. — Posons F(z) = (z — a)*G(z), avec G(a) # 0. Par la
formule de Leibniz, il vient pour j > 0

; ; Z' —7 —y

FUO(g) = ’ Z . <;>(—e—_—i)!—(x—a)l GU=(z).
0<¢<min(¥,5)

On a donc

F(J)(.’L’)_ ) Jal —1 ('—i)
= 2 () et e.

0<i<min(Z,5)

Par suite a est un péle de FU)(z)/F(z) d’ordre < min(¥, j).

Démonstration du théoréme 2.6.— Si aq, ..., any) sont n + 1 entiers
distincts de {1, ..., ¢}, on note 3y, ..., By_n—_1 les autres ¢ — n — 1 entiers
de {1, ..., ¢}. On a par hypothése

W(fl, ey fn+1) = c(al, ey an_{_l)W(Fal, ey Fan+1) :/Z 0
ou ¢(aq, ..., @pt1) est une constante; d’ou

Fi...Fp Fi ... F,
W(fl) S ] fn+1) C(al, ey an+l)w( Q1) - Fan+1) ’

par suite, on a

F]...Fq W(Fﬂ17-~')Fﬁq_n_1)
W(f1, -+, fag1) D(oq, ..., any1)
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ou

1 1

FL/Fay o Fhi/Fap
D(al,...,an+1)=c(a1,...,an+1) . .

F&/Foy o P/ Fanss

(2.11)
Donc le second membre de 1’égalité (2.10) est une fonction méromorphe
H(z) de C, dans P! qui ne dépend pas de ey, ..., ant1. D’ou

min{v(Fg,, -, Fg,_p_y > N} =v(H N+ min {v(D(a1, ..., @n41))}
(2.12)
le minimum étant pris sur les (¢ — n — 1)-uplets (o, ..., apy1) d’éléments
distincts de {1, ..., ¢}.
Nous allons minorer v(H, A). Comme aucune des fonctions Fy, ..., Fg ne
s’annule en zéro, la relation (2.11) montre que

H(0)#0 et D(ai, ..., ant1)(0) # co.

Si H(z) admet un pole d’ordre k en zéro, alors D(1, .. ., an41)(z) admet
un zéro de méme ordre k en zéro. Donc la fonction

W(Fs,, o Fp )

G(z)=¢"H(z) = z D(ay, ..., ant1)

n’a ni zéro ni péle a l’origine et la formule de Jensen (0.1) nous donne

v(G(0)) = v(G, \) + Y [2(1,G) = p(w, )] (u = ),

u>Ar
d’ou
2(GO) <0G, N) + Y 21 G (u— V) <
B2
1
< kX H, A, —1.
= +’U( ’ )+N( ’ka)
D’ou enfin .
A)> —-N{[ A — — 00. .
v(H,\) > N( ’:ckH)+O(1)’ A— 00 (2.13)
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D’autre part, si @ € C, est un zéro de H(z) d’ordre £(a), le corollaire 2.2 per-
met de choisir 81 (a), ..., Bg—n-1(a) tels que Fg (a) #0, ..., Fgo_ni(a)#

0. Donc a est un pole d’ordre £(a) du D(ey, ..., apy1) correspondant. Or
ona
n+l (a(z) 1)
D(ay, ..., any1) =cleq, ..., an+1)z (o) H a' , (2.14)
i=1

ou ¢ parcourt le groupe symétrique Sp4j.

Pour tout j =1, ..., g, soit £;(a) 'ordre de a en tant que péle de Fj,
(¢; = 0 si a n’est pas un péle de F;). Du lemme 2.9 et de la relation (2.14)
1l vient que a est un pole de D(ay, ..., apt1) d’ordre inférieur ou égal a

max{ 3" min{(c(i) = 1), £a;}}. Oron a

n+1 n+1

max{z min{(o(i) = 1), €, } < me{n by} < me{n ¢},

d’ou
q
£(a) <Y min{n, £;(a)} . (2.15)
j=1
Maintenant
N( ) Z Zmln{n £i(a)}[v(a) = A].
v(a)>X j=1
H(a)=0

D’ot, d’apreés (2.15) :

Vz) <X S minfn, (@) u@) -

J=1 v(a)>X
H(a)=0

1 d 1
N(A ———]< E Npl A, =) .
( ’l‘kH) —j—l n( ’F])

D’ou, d’aprés (2.13) :

et donc (§ 2.5) :

v(H,\) > — ENn( 1)+0(1), A= —c0. (2.16)
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La relation (2.12) nous donne

min {v((Fg,, -+ Fpyn-a) N} >

> - ZNn( >+mm{ (D(al,...,an+1),)\)}+0(1), A— —c0.

(2.17)
Or du lemme 2.8 et de (2.14), il vient

’U(D(Cl’], ey an+1) ,A) =
ntl F("() 1) )

— ’U(C(al, ceey an+1)) +v (26(6) H a’

=1

n+ chq(z)—l)
Zv(c(al,...,an+1))+llgn v H——‘F—,——,/\ ,
=1 &

v

d’ou
U(D(al, cee an+1) , /\) >
n+1 F(a(i)—l)
. o
v(e(a, ..., any1)) + n}fm{X; v (——Fa,' , A) }
1=
> v(c(01, s angn)
En reportant dans (2.17), on obtient :

min {v(Fs,, -, Faynos ) } > - ENn< >+0(1) A — —0o.

7=1
(2.18)
Or la relation (2.2) écrite pour m = n + 1 donne

(a=n—-DT(A ) < —min{o(Fp,, .., Fg_py A }+0(1), A= —co.
(2.19)
D’ou par (2.18) et (2.19) :

2 1
(g—n—-DTAf) <D Nn <A, F) +0(1), A—-—oco.  (2:20)
j=1 7

COROLLAIRE 2.10 ((généralisation du corollaire 0.5)). — Sous les mémes
conditions que celles du théoréme 2.6, on a

Zq:an(Fj) <n+l. (2.21)
7=1

— 46 —



Sur les courbes holomorphes p-adiques

3. Applications

3.1 Equation fonctionnelle

Soient n > 1 et f, ..., foy1 des fonctions p-adiques entiéres. Pour tout
t=1,...,n+1, soit

m; =

inf {ordx % € (Cp} si f; admet des zéros
400 sinon.
Donc tout zéro de f; est d’ordre de multiplicité > m;.

ProPOSITION 3.1.— On suppose qu’aucune des f; n’est constante,
fi(0) # 0 et que les f; sont linéairement indépendantes et vérifient

i+ 4+ fap1=1. (3.1)
Alors on a "
n:
1 1
—>-. 32)
Led m; T n
=1
Démonstration. — D’apreés la relation (3.1) les f; ne s’annulent simulta-

nément en aucun point; donc
h
fn+l

est une courbe holomorphe de C, dans P™. Considérons les combinaisons
linéaires suivantes des f;

H=h
fa=5
fn+] = fn+1

I=fA+ "+ far-
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Toutes les conditions sont réunies pour appliquer le corollaire 2.10. D’ou

n+1
Sn(1)+ ) 6n(fi) <n+1. (3.3)

=1

Oronaédy(l)=1et

1 1 n 1
N (*’ 'fz) =nh (*’ E) < zz:N(*’ z) -

D’apreés la formule de Jensen on a

1
N(A, };) = —o(fi, ) +O() < TN, f),

d’ou n
6n(fz) 2 I——.
m:

7

On termine en reportant dans (3.3).

On remarque que la conclusion de cette proposition reste vraie si les f;
sont supposées non polynomiales et si au second membre de (3.1) on a un
polynoéme non nul.

3.2 Unicité projective
Soient f : Cp, — P™ une fonction holomorphe et
fi
fn+1
une représentation holomorphe de f telle que f;(0) # 0 pour tout ¢ =

1,...,n+ 1. Si un hyperplan H, défini par a12z1 +-- -+ @p412n41 = 0, De
contient pas f(Cp), on définit la fonction entiére F I{I :C = G, par

F{;(‘”) =a fi(z) + -+ ang1 fopr(z) -

On définit alors une fonction v(f, H) de C, dans N par

v(f,H)(z) = ordz(F{I) .
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DEFINITION 3.2.— On dit que la courbe holomorphe f rencontre Ihy-
perplan H si v(f, H) # 0.

DEFINITION 3.3.— Une famille Hy, ..., Hy (g > n+1) d’hyperplans est
dite en position générale si d chaque fois que f : C, — P™ est une courbe
f

holomorphe non constante, toutes n + 1 fonctions parmi les Fi S FHq
sont linéairement indépendantes.

THEOREME 3.4.— On considére n + 1 courbes holomorphes non cons-
tantes

fi
fi= : pouri=1,... . n+1.
fr1
Sotent Hy, ..., Hyny3 des hyperplans en position générale. On suppose que

V(fi,Hk) EV(fj,Hk) pourl<i j<n+4+1letl<k<2n+3. Alors, on a

I f”‘H
det(fl, ..., M) = -

I
o

1 n+l
fn+l ce fn+1

Démonstration. — Posons Fi = F}fI pour tout : et tout k. La formule
(2.8) appliquée avec ¢ = 2n + 3 donne pour tout i :

2n+3
; 1
(n+2)T(\, fH < Z Ny, (A, F‘—) +0(1), A— —oo. (3.4)
k=1 k
Pour k fixe soit Fj une fonction entiére ayant pour zéros tous les zéros
communs aux Fy,i=1,..., n+1, et telle que pour tout a € C, :
)
orda(F) = | min, (S, H(a).

Donc, tout zéro de Fj est d’ordre de multiplicité le minimum des ordres
qu’il a en tant que zéro des F}. On a

Nn (,\, Fik) <N, <,\, Flk-) + {N(A, 7;;) - N(A, Flk-)} . (3.5)
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En effet si pour ¢ € M(Cp), on note £, = max(0, ordq(4)), on a

N = Y (%) (o(z) =

v(z)2A

et

Na(Aé)= > mln(n ea< )) [v(z) = ] .

v(z)2A
Orpoura € Cy on a
min(n, Ka(F,f,)) < min(n, £,(Fk)) +£a(F,i) — £, (Fy) .

D’ou la relation (3.5) en multipliant par v(z) — A et en sommant sur les &
tels que v(z) > A. De (3.4) et (3.5) on a

) 2n+3 1
(n+2)T(\ ) < E Ny, (A, E) +

(o) ) o

Ceci nous donne

] 2n+3 1
(r+ TSSO+ 3 N () +

ﬁ%"’%{( ) ow(n k) o

k=1 i=1

(3.6)

Posons F(z) = det(f, ..., f"*1) et supposons F(z) # 0. Alors tout
zéro de F}, est un zéro commun a toutes les F’ et est donc un zéro de F(x)
au moins du méme ordre que relativement a Fk D’ou

2n+3 1 1
> Nal X = SN(,\,— . (3.7)
— Fy F

Or d’apres le premier théoréme fondamental, on a

N()\, %) < T(A, %) +0(1).
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Comme F est entiére, on a pour A assez proche de —oo :

1 1
Orona
n+1
F(z) = 25(0) H fa(,) )
=1
d’ou
1 n+1 ) n+1 )
v(F, /\> < —ngn{v (H f;(i) , ,\>} = —main{H v(f;(i), /\)}
=1 1=1

n+1 n+1

<3 -min{v(fo N} < LTOS)+00).
=1

11 vient donc

1 n+1 )
N(A, F) <D T +0(1). (3.9)
=1
Des relations (3.6)-(3.9) on a :
) 2n+3 )
(R+2TA )< (n+1) > T F)+
k=1
2n4+3 n+1 1
+k§§{ ( ) N(A,;,;)}+O(1),
(3.10)
d’ou
n+1 2n+3 n+1 1
ST < Y Z{ ( ) N(A,F—)}+O(1). (3.11)
=1 k=1 =1 k

Or les identités v(f*, H, k) = v( fa, hy) se traduisent par la nullité du second
membre de I'inégalité (3.11), d’ot :

n+1 )
YT, ) <0Q).

=1

Ce qui signifie que les f* sont des constantes contrairement a I’hypothése.
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