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Existence de solutions faibles pour un
modéle d’écoulement triphasique
en milieu poreux(*)

PiERRE FaBRIE(1)(2) et MazeN Saap(D)

REsSUME. — La modélisation des écoulements triphasiques incompres-
sibles en milieu poreux homogéne donne lieu & un systéme d’équations
aux dérivées partielles semi-linéaires de type elliptique parabolique dégé-
néré. Le but de cet article est de montrer que, sous une certaine condition
liant les perméabilités relatives, le probléme régularisé est bien posé. Nous
explicitons ensuite une condition suffisante pour que le probléme dégénéré
soit lui aussi bien posé.

ABSTRACT. — Three-phase incompressible flows in homogeneous po-
rous media are governed by a system of semilinear elliptic-parabolic
degenerate partial differential equations. The goal of this paper is to
show that under the total differentiability condition of G. Chavent,
the regularised problem is well posed. We then give explicit sufficient
conditions which make the degenerate problem well posed.

1. Introduction

On s’intéresse ici a la modélisation de I’écoulement de trois phases lors de
I’exploitation d’un gisement pétrolier & un seul type de roche. Les techniques
de récupération du pétrole consistent a déplacer les fluides présents dans le
milieu vers les puits de production en injectant de l’eau par des puits réservés
a cet effet.

(*) Regu le 17 juin 1992
(1) CeReMaB - U.R.A. 226, 351 Cours de la Libération, 33405 Talence Cedex (France)

(2) LEPT. - ENSAM, U.R.A. 873, Esplanade des Arts et Métiers, 33405 Talence
Cedex (France)
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On propose ici une étude théorique du systéme modélisant les écoule-
ments triphasiques incompressibles immiscibles isothermes en milieu po-
reux homogene. Hormis la phase eau, les deux autres phases désignent deux
composants liquides hydrocarburés non miscibles et sans interaction chi-
mique. Le systéme d’équations aux dérivées partielles que ’on est amené
a étudier est un systeme parabolique dégénéré couplé a une équation ellip-
tique. Les travaux de G. Chavent [6]-[7] décrivent un modéle mathématique
pour ’étude théorique de ce type de déplacements.

Plusieurs auteurs se sont intéressés aux modeles de déplacements forcés
des écoulements diphasiques incompressibles et ils ont établi 1’existence
d’une solution faible pour ces types d’écoulements sous 1’hypothése de
différentiabilité totale de G. Chavent. Citons par exemple G. Gagneux [11],
B. Amaziane [3], T. Arbogast [4], H. W. Alt et E. Di Benedetto [1]
G. Chavent [6]-[7], U. Hornung [15].

?

Bien que les modeéles triphasiques incompressibles soient trés étudiés
numériquement, ils ont donné lieu a peu d’études théoriques. En particulier,
nous ne connaissons pas de résultats ou il est montré que I’un des modéles
couramment utilisé en génie pétrolier conduit & un systéme bien posé.

En premier lieu, on établit un résultat d’existence pour le systéme
régularisé par la méthode de viscosité artificielle. Pour cela, on découple
le systeme obtenu en introduisant un retard positif en temps. On montre
ensuite la stabilité du schéma en établissant des estimations a priori pour
les solutions approchées. Celle-ci assurent la convergence, vers la solution
du probléme régularisé, lorsque le retard tend vers zéro. Enfin on montre
que la solutjon est physiquement admissible, c’est-a-dire que les saturations
sont positives et de somme égale & un. En second lieu, sous une condition
liant les perméabilités relatives, on établit un résultat d’existence pour le
systeme global modélisant les écoulements triphasiques incompressibles, par
convergence des solutions du probléme régularisé.

2. Mode¢le physique

On s’intéresse au probléme de la récupération du pétrole d’un gisement
constitué d’un seul type de roche caractérisé par les perméabilités intrin-
seques, les pressions capillaires et les perméabilités relatives.

La technique utilisée est celle de déplacements forcés de fluides par un
autre. On considére que le fluide est constitué de trois constituants, ’eau et
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deux composants liquides non miscibles et sans interaction chimique. Ces
deux constituants seront notés abusivement “phase huile” et “phase gaz”
par analogie avec les écoulements triphasiques & une phase compressible.

On désigne par 2 un ouvert borné de IR3, de frontiére T réguliére. Soit n
le vecteur normal extérieur & T et [0, T'] l'intervale du temps d’étude.

La frontiere T' est partitionnée comme suit :
=T.Ul;Ul,, I[;NT;=0,:i#7

avec
T frontiere d’injection de 1’eau,
T's frontiére de récupération de l'huile et du gaz,
T; frontiére imperméable.

On note :

=T x[0,T[,j=e s, i

w la phase eau

o la phase huile

g la phase gaz

sy la saturation de la phase n,n=w, g, 0

V, la vitesse de la phase n, n =w, g, 0

®(z) la porosité

K(z) la perméabilité intrinséque. Elle dépend de la nature du milieu et
de sa géométrie

K, = Kp(sw, 34) la perméabilité relative de la phase n,n=w, o, ¢

Pn la pression de la phase n, n = w, o0, ¢

Hn la viscosité de la phase n, 7 =w, 0, ¢

pn la masse volumique de la phase n, n = w, o, g

g le vecteur accélération de la pesanteur

Pew = Pew(Sw,8g) la pression capillaire de I'eau par rapport a celle de
I’huile

Pcg = DPeg(Sw,$g) la pression capillaire du gaz par rapport a celle de
I’huile.

Les équations modélisant les déplacements triphasiques immiscibles,
faiblement compressibles (on néglige les variations de la pression de chaque
phase en fonction de la densité) sont alors les suivantes :

Conservation du volume.— Elle s’écrit pour chaque constituant

O0t(®sy)+divV, =0, n=w,0,9. (2.1)
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On considere sans perte de généralité que la saturation irréductible de
chaque phase est nulle.
On a de plus
Sw+Sg+8,=1. (2.2)

Conservation de la quantité de mouvement.— Elle se traduit par la loi
de Darcy

K (sw,sq)

[V~ pag] pourn=woog.  (23)
n

La pression capillaire est la différence de pression entre deux phases dans
les pores. Il est supposé que ’eau est la phase mouillante dans le modéle
eau-huile et que ’huile est la phase mouillante dans le modele huile-gaz. On
définit alors deux pressions capillaires

Pew = Pw — Po (2-4)
Peg = Pg — Po (2.5)

On considére dans cette étude, conformément & [1] et [7] que la saturation
$n, 1 = w, g est une fonction des pressions capillaires pc,, et peg de méme
la perméabilité relative K,, n = w, g, o, est une fonction des saturations s,,
et sg. Le comportement qualitatif de ces fonctions est obtenu par mesures
expérimentales.

Nous allons maintemant préciser les propriétés essentielles des fonctions
sw et sg, les fonctions p.g et pcy, étant supposées indépendantes :
1) Sw(pc) = Sw(pcwypcg)a Sg(pc) = Sg(Pcw,ch);

ii) Les saturations sont des fonctions de classe C* sur un voisinage ouvert
de [—1,0] x [0, 1] et vérifient :

o 3(s},s2) eRy x IR tel que

1 ds
0<8"<3

L(pe) <2, ¥p.€[-1,0]x[0,1], n=1w,¢g
n

Pc
o 3(s3,s%) €RY x IR tel que

Jds
33 < 1

T Opey

(Pc) <sp<0,¥p, e[-1,0]x[0,1],
(m,p) = (w, g) ou (g,w) ;
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m) Sw(—lzpcg) =0, sw(Ovpcg) =1V Peg € [0, 1]
sg(Pcw»O) =0, sg(Pcw,l) =1,V pew € [—1 s 0];

N asw |3sw 339 Bsg
1v) — > Pc)ly =— P = (Pe)y
) OPew (Pe) | 9peq (Pe) BPeq (Pe) e (Pe)
Vp.e[-1,0]x[0,1];
35y, dsg4

(Pe)y VP €[-1,0]x[0,1].

v)

chg

On regroupe par la suite les hypothéses i), ii), iii), iv) et v) sous la
rubrique hypothése (H1). Ces hypothéses sont physiquement réalistes.

Remarques 1

1) Les hypothéses iv) et v) permettent de définir une fonction ® de R?
dans R, de classe C2, strictement convexe telle que

8(Pc) = “(sw(Pe), 54(Pe)) = VO(pc)
et vérifiant de plus
36 €IRY. tel que ©"(y)-p.-p. > 0lp.|2, VyeRE.
De fagon analogue a [2], on définit alors la fonction

¥(2) = sup (20— 0O(c) +0(-1,0)). (2.6)
oclR?

La convexité de © implique que, au point s(y) la fonction ¥ vaut
J(y) =¥ (3(y) = s(v) ¥y - O(y) + ©(-1,0). (2.7)
Cela entraine en particulier la relation

9:7 (u(t)) = (9es(u(1))) - y(t)
J(-1,0)=0, J(y)>0, VyeclR:.
2) En pratique, les données d’un modéle d’écoulement triphasique, telles

que perméabilités relatives et saturations, reposent sur des données
expérimentales des modéles eau-huile et huile-gaz (cf. [2], [7]).

Alors on peut considérer par exemple

Ky = Kw(sw) y  Sw = sw(pcw)
Kg = Kg(sg) y $g = Sg(ch) ,
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et on se réfere au modéle de Stone ou de Corey pour la dépendance de K,
en fonction de s, et sq.

Pour de telles saturations les conditions iv) et v) de I’hypothése (H1)
sont évidemment vérifiées et I’existence de la fonction © définie en 1) est
assurée.

Malheureusement des mesures récentes montrent ’insuffisance de tels
modeles; par ailleurs lorsque la perméabilité relative d’une phase ne dépend
que d’une seule saturation ’hypothése de différentiabilité totale [7] n’est
pas vérifiée. Dans ce cas I’existence d’une solution, méme pour le probleme
régularisé, reste une question ouverte.

Par la suite, nous supposons que cette condition est satisfaite ainsi que
I’hypothése (H1).

En vue de simplifier I’écriture des équations, on introduit les notations
suivantes :

K
M,(p.) = J\/In(s(pc)) = — : mobilité de la phase n, n = w, o, g,
Hn
M(pc) = My + M, + Mg : mobilité totale
M,
vp(Pe) = vn(s(pc)) = 7" : fonction de flux de la phase 7.
]

On note enfin T I’ensemble des saturations admissibles défini par
T = {(sw,sg) € L®(Q) x L®(Q), 0 < sy, 0< 55, 809+ 55 < 1}.
Les fonctions M et v, vérifient alors

Im >0, M(sy,85) >m, V (5y,89) €T
Uy = Up(Sw,8g) >0, Vo+vg+ vy =1
vy s’annule lorsque s, est nul, et

vy, vaut 1 lorsque s, vaut 1, n=w, o, g.

(H2)

Dans [6]-[7], G. Chavent introduit une sous-classe de perméabilités rela-
tives vérifiant une condition dite de “différentielle totale”. Ceci permet de
réduire le probléme et d’en simplifier la formulation.

La condition de différentielle tolale de G. Chavent s’écrit :

(H3) Ovy(Pc) _ 3vg(pc) .

) Pcg Opcw

Cette hypothése permet de définir une pression capillaire globale $ par
Vﬁ(pc) = Vw Vpcw + vg Vpcg .
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On trouve dans [8] un algorithme détaillé pour la détermination des per-
méabilités relatives triphasiques satisfaisant (H3). Ces perméabilités sont
par ailleurs admissibles du point de vue de la mécanique des écoulements
triphasiques.

3. Formulation du probléme

Avant d’introduire les équations que doivent vérifier les inconnues du
modéle, & savoir pey, peg et V7 = Vi, + V, + V, nous allons préciser
quelques notations :

Mypw + Mopo + Mgpgy .
M ’
My (p:) = Mugv,, Hg = Muoyv,, M,= Muvyvg

ﬁ(pc) =

Pu(Pe) = lT/fg(pw — Po) + Mo(ﬁw - pg)

ﬁg(pc) = I‘Yw(pg - Po) + I’I_o(pg — pw)

Equation en pression

En sommant les équations du systéme (2.1) et en tenant compte de (2.2)
on obtient

avec

Vr=Vy+V,+ ‘/g = -K(z)M(Vp, + vy Vpew + ngng -p9). (3.2)

En utilisant ’hypotheése (H3), on exprime la vitesse totale en fonction de
la pression globale définie ci-dessous et de la gravité. L’équation (3.2) s*écrit
alors

Vr = -K(z)M(Vp-pg), (3.3)

ou p est la pression globale définie par

P=Po+D. (3.4)
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Equations en pressions capillaires

On exprime tout d’abord V,, et V; en fonction de V7, d’ou

Vi = v VI = K(2) (Mg Vpew — Mo(Vpeg — Vpew) — 5 9) (3.5)
‘/9 = UQVT - K(x)(ﬁvacg - M_O(Vpcw - Vpcg) - /—’gg) . (3'6)

Remplagons les expressions de V, et V,, données par (3.5) et (3.6) dans
(2.1), on obtient

8 (®(z)sw(pe)) +
+div (v Vr — K(2) (Mg Vipew — Mo(Vpeg — Vpew) — Ppg)) = 0
(3.7)
0:(®(z)sq4(pc)) +
+div (vg V1 — K(2) (M Vpeg — Mo(Vpew — Vpeg) = P49)) = 0.
(3.8)

Le systeme (3.1), (3.3), (3.7), (3.8) est de type parabolique-elliptique non
linéaire dégénéré. En effet, les équations (3.7) et (3.8) présentent des termes
de diffusion dégénérés car v, s’annule pour s, = 0, n = w, o, g.

Nous allons maintenant établir un résultat d’existence pour le systéme
(3.1), (3.3), (3.7), (3.8) avec les conditions aux limites ci-dessous.
Conditions auz limites

On distingue, selon la nature des frontieres considérées, les conditions
aux limites suivantes : )

o sur I, partie de la frontiére par laquelle l’eau est injectée on impose

{VT-n:Vw-n:—qe, Vonm=V, - n=0, g >0 (3.9)

Pew =0 (ie. sy = 1), peg =0 (i.e. 54 =0); '

o sur I';, frontiere imperméable, on impose
VT-n:Vw-n:Vé-n:Vo-n:O; (3.10)

o sur Iy, frontiere de récupération de l’huile et du gaz.
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On considére d’une part que le débit total des fluides récupérés g, a
travers 'y est strictement positif et, d’autre part, de fagon analogue & [12]
on considére que 1’écoulement se produit sans flux de pression capillaire.
Plus précisément les conditions aux limites s’écrivent

VT N =g
(vo + vg)vvacw n— 'vwvgvpcg m=20 (3'11)
(Vo + vw)vg Vpeg - 1 — vg00y Ve -1 = 0.

Le débit d’eau injectée a travers I'. est lié au débit des fluides récupérés

a travers I'; par une condition de compatibilité qui traduit la continuité des
phases dans le milieu ainsi que la condition d'incompressibilité

/ ge dve —\/I‘ gsdys =0. (3.12)

Conditions initiales

A Dinstant initial ¢ = 0, pQ,, et pgg sont données par les relations

sw(2) = sw(0,2) = sw(ply, pYy) avec 0 < sf, <1 p.p. dans
sg(w) = 54(0,z) = sg(pgw,pgg) avec 0 < sg <1p.p.dans @ (3.13)
9, + 52 <1.

Précisons maintenant quelques propriétés essentielles sur les données :
(H4) ¢; € L(Z;), ¢;j > 0 p.p. sur I, j = e, s;
(H5) M et vy (1 = w, o, g) sont des fonctions continues et bornées pour
tout (s, s4) admissible.

Im, €R:, n=w, 0,9 tel que M,(p.)> iy
(H6) K(z) = (kij(z))i’j, kij(z) € L>°(Q), et il existe un réel k stricte-

ment positif tel que :

D kij(z)&g; > kg, VEER™, pp.z e
%]

(H7) & € C1(Q) et il existe des constantes v, et ¢y appartenant 4]0, 1]
telles que :

¢1 < 8(z) < 2 p.p. dans Q;

(Cette hypothése est semblable 4 celle prise par Alt et Di Benedetto
[1] pour des écoulements triphasiques en milieu poreux homogéne.)

(H8) (sg,,sg) €T ou
T= {(sw,sg) ELZ(Q) x L™®(Q), 0< 34, 0<38g, 8+ 8¢ < 1}.
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4. Cadre fonctionnel et formulation variationnelle

On introduit les ensembles suivants :

B (@) = {u e 13(Q) | Vue (1%(2))°}
V::{uEHl(QHu:Osur I‘e}
H={Ue (1}9)° |dvU =0, U nlp, = —q., U-nlp, =0,

U-nir, =g -

DEFINITION 1.— Sous les hypotheses (H1)-(H8) on appelle solution
faible du probléme (3.1), (8.3), (3.7)-(5.13), noté (P), un quadruplet
(Pew, Peg, VT, p) défini par : pour tout t positif et (s3,s0) € T, alors :

wr g
(sw:8g) € T, B(2(2)sn(pc)) € L*([0,¢[x V) oin=1w,g

et

(pewrpeg) € (L([0, ¢1x @) N L2([0, t[x V)’
VreL™([0,t[,H), peL>®([0,t[,H (Q)/R)

2
wrifiant ¥ u, v € (L2((0,t[x V) :

t t
/0 <3t(*1>(m)sw(pc)),u> d1'—-/0 /nl/w(pC)VT~Vudwdr+

t

+/0 /QK(J:)A_[.g(pc)Vpcw-VudwdT-i-
t

+/(; /{;K(x)Ho(pc)(Vpcw_ Vpcg)'Vwa dr +
¢

—/ /K(:c)ﬁw(pc)g-Vudwdr:

0 J0

¢
:—// Vpqsudysdr ; (4.1)
0 JI,
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t ¢
/0 <3t(§(w)39(17c)) ) v> dr — /0 /Qllg(pc) Vr - Vvdwdr +
+ /Ot /(; K(2)My(Pc) Vpeg - Vodwdr +
t
- /0 /Q K(z)M,(Pc) (Vpeg — Vew) - Vo dwdr +

—/:/(;K(w)ﬁg(pc)g~VvdwdT:

t
:—/ / vgqsvdysdr; (4.2)
0 JI,

etV we HY(Q)/R :
/ K(z)M(p:) Vp- Vwdw — / K(z)p(pe)g - Vwdw =
Q 1]

:/ QeUJd'Ye—/ gswdy, . (4.3)
Te T,

Vr est donnée par

Vr = —-K(2)M(p:)(Vp - 79).

5. Existence de solutions faibles pour le probléme régularisé

Comme déja vu les équations en pressions capillaires (3.7) et (3.8) sont
de type parabolique dégénéré.

Pour régularisé I’opérateur on utilise la méthode de viscosité artificielle.
On définit ainsi un probléme régularisé (P.) avec ¢ réel strictement positif,
comme suit :

e trouver

p; € (Lw([o,t[xﬂ)mL2([0,t[xV))2
p°e L>=([0,t], H(Q)/R)
(s%:85) €T
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e vérifiant V (u,v) € (Lz([O, t] x V))2

t t
/0<<9t(<1>(w)sw(pi)),u> elr—/0 /nl/w(Pi)Vf-Vudwdr-i-
t
+/ /K(x)ﬂ—g(pi) Vpiw - Vudwdr +
//K pc Vpcw—vpcg) VudeT+

//K o (P5) g Vudwdr +

+€/ / Vsw(p)  Vudwdr =
0 J0

t
—/ / Vw(pz)qud'Ys dr;
0 s

/Ot (8:(2(2) sg(p?)) , v) dr — /:/ﬂug(pi) Vi Vodwdr +
= [ [ k@ atre) Vit Toaar +
+ /t/ K(z)Mo(Pi)(Vpig - Vp,) Vedwdr +
//K z)py(p;)g- Vvdwdr +
+5/ /ng (Pf) - Vvdwdr =

// vg(P:)gsv dy, dr.

/ K(z)M(pS) Vp® - Vwde —/ K(2)p(pS) g - Vwdw =
Q Q
:/ Qe'LUd'Ye_/ gswdy,, VwEHl(Q)/lR,
r, T,
V7 est donnée par

Vr = -K(2)M(P)(Vp® - 79) .
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Existence de solutions faibles pour un modeéle d’écoulement triphasique
L’étude du probléme dégénéré sera traitée dans le paragraphe 6.

THEOREME 1.— Sous les hypothéses (H1)-(H8), pour tout ¢ strictement
positif, le probléme régularise (P.) admet au moins une solution faible.

La démonstration de ce théoreme se fait en plusieurs étapes.

Etape 1 : Approximation des solutions pour le probléme régularisé

La méthode utilisée afin d’approcher les solutions du probléme (P)
consiste a découpler le systéme en introduisant un retard en temps.

Un tel schéma revient a prendre pour la mobilité de chaque phase la
valeur prise a l’intervalle de temps précédent. Ce schéma est semblable a
celui pris par P. Fabrie et M. Langlais dans [10].

Dans [3], [12] et [13], des schémas semi-implicites pour des problémes
semi-discrétisés en temps, modélisant soit un écoulement triphasique com-
pressible soit un écoulement diphasique incompressible en milieu poreux
hétérogene, sont proposés. Pour ces schémas, les auteurs précédents établis-
sent une estimation L™ a chaque étape; le passage a la limite n’est pas
envisagé dans ces études.

Nous allons prouver ici que l’algorithme (A) ci-dessous est convergent.
La premiére étape consiste a prolonger de fagon convenable les mobilités et
les saturations sur R x IR puisqu’on ne sait pas, a priori, que les saturations
appartiennent au convexe admissible T.

(H9) Hypothése de prolongement

On prolonge les fonctions vy, Vg, v, et M en des fonctions iry, vy, U, et
M continues et bornées sur R x IR. Un tel prolongement est explicité dans
I’étape 3, on en admet ’existence pour les étapes 1 et 2.

L’hypothése (H1) permet ensuite de prolonger par troncature et régula-
risation les fonctions s, (P.) et sg(Pc) en des fonctions 3y, (P.) et Sg(p.) de
classe C1(R%,IR) & dérivées bornées telles que

3,

s},gap” (y)gs,z,, ‘v’yGIRz,nzw,g (5.6)
cn
95,
< G WS sh, YYERT, (n,4) = (w,9), (9,), (5.7)
cp

avec )
{ sy, réel strictement positif i=1,2

sf, réel strictement négatif =3, 4.
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Soit ~ un nombre réel positif. Pour toute fonction f : R x 2 — IR, on note
wf(tz) = f(t—h,z).
On définit alors I’algorithme (A) ci-dessous :

Algorithme (A). — On pose
h _ .0 h _ .0 3
Pcw(tv z) = pcw(x) et pcg(t’w) = ch(w) pour t € [_h! 0], z€ Q.

On suppose que pl (t,z) et pi’g(t,w) sont données sur [kh, (k + 1)h[; on
détermine alors p" vérifiant

p* € L= ([kh, (k + 1)h[; HY(Q)/R)
telle que V ¢ € H*(Q)/R,
| K@)3(ot) Ve Tudo =
Q
= / K(:c):p(pf) g9-Viydo + / ge dve — / gy dvs . (5-8)
Q Fe F3
La vitesse totale VI’} est alors donnée par
VF € L ([kh, (k+ 1)h[, H)
V' = —K(2)M(2})(VP" - 5(P) 9) - (5.9)
On définit ensuite p?, et pi‘g sur Uintervalle [(k+1)h, (k +2)h| vérifiant

(phuspho) € (2% ([(k + DR, (k+2)R[, L3(®)) 0

mLﬂHk+Uth+ﬂhLV02

2
et telles que V (u,v) € (LIZOC(IR_;_ ) V))

(k+2)h (k+2)h
/ <8t(§>(:c) Ew(pc s dt - / / Th VT Vudwdt +
( k+

k+1)h

(k+2)h

+/ /K :c)‘rh Vpcw Vudwdt +
(k+1)h
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{(k+2)h 5 A
/k / K 7-h V(pcw - pcg) -Vudwdt +

(k+2)h
/ /K Th(pw)g Vudwdt +

k+1)h
(k+2)h
+€/ /szpc) Vudwdr =
k+1)h
(k+2)h
= —/ / (v q,ud*y, dt ; (5.10)
(k+1)h JT,

(k+2)h (k+2)h
/ <3t(§(w)§'g(pf_}))v l’> dt “/ / (D h - Vodwdt +
(k+1)h (k+1)h

(k+2)h —~h
+/ / K(z)m(M,,) Vp?g - Vodwdt +
(k+1)h

(k+2)h ~h 5 N
- / / K(w)Th(Mo) v(pl:g - pcw) -Vvdwdt +
(k+1)h

(k+2)h
/ /K Th(pg)g Vvdwdt +
k+1)h

(k+2)h
+e/ /ngpc) Vydwdr =
(k+1)h

(k+2)h
= —/ / (¥ q,vd‘ysdt (5.11)

(k+1)h

PROPOSITION 1.— Sous les hypothéses (HI1)-(HY), pour tout e stric-
tement positif, l'algorithme (A) est consistant et admet une solution
(pi‘w, pi'g, ", V:,’.‘) satisfaisant

2
(phuPly) € (L (Re, Z2(R) N L2, (R, V)
VF e L®(Rs,H), p"eL®(R:, HY(Q)/R).

De plus, il existe des constantes k;, i = 1, 4, dépendant des conditions
initiales, des données ge, q, et indépendantes de h et de ¢ telles que

t t
2 h |2 2 | h |2
€ /0 !Vpcy|L2(de§ ki, e /0 IVch‘L2(n) dr < k2
h h
VP poogry )y S k30 1P" [ poogr, a1 (aym) < K
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et il eziste des constantes ks, kg dépendant de k;, i =1, 4 et de ¢ telles que
2(2(2)5u(P)) ks(e),

24(2(2)5,(21)) ko(c).

<
L%(0t,V") —

! <
L2(0,,V1) =

Preuve de la proposition 1

L’existence d’une solution pour le systéme (5.8)-(5.11) peut s’obtenir par
exemple par la méthode de Galerkin puis par passage a la limite a 1’aide
d’estimations a priori du type de celles ci-dessous. En effet, le systeme a
résoudre peut s’écrire formellement :

& F() + A1) u = gft

ol A est un opérateur linéaire et f une application de classe C! de
Jjacobienne inversible. Ceci assure l’existence d’une solution locale pour les
approximants de Galerkin, les estimations a prior: obtenues montrant en
fait que cette solution est globale.

Nous allons donc établir les estimations ci-dessous dans lesquelles on omet
I'indice h.

1. Estimation de ’équation de Darcy

On rappelle tout d’abord que I’application v — 1VvIL2(ﬂ) est une norme
équivalente a

Hi’HHl(Q)/IR = 11}2{'} (HUHHI(Q)) (voir [14, théoréme 1.9]).

Le membre de droite de ’équation (5.8) est une forme linéaire et continue
sur H1(). La condition de compatibilité (3.12) étant vérifiée, cette forme
linéaire est donc définie et continue sur H'(Q)/R.

Des hypothéses (H2), (H6) et du résultat d’équivalence des normes dans
H(Q)/RR rappelé ci-dessus, le membre de gauche de I’équation (5.8) est une
forme bilinéaire continue et coercive sur H!(£2)/IR. Donc d’aprés le théoréme
de Lax-Milgram, il existe un unique p dans H!(Q)/IR solution de (5.8) si et
seulement si la condition (3.12) est vérifiée.

En prenant ¢ = p dans ’équation (5.8), on obtient d’aprés (H3), (H5) et
(H9) D’estimation suivante :

2 =
km|Vp’L2(n) < mes(Q)lK(m)p(pc) glLoo(Q) ’ Vp‘[ﬁ(n) + (5.12)
+ l‘k’LZ(r,)!PILz(n) + !ML?(P,)1P|L2(F€) :
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Par continuité de l’application trace définie de H'(Q) dans H 1/2(T) dont
Dinjection dans L?(T') est continue, on déduit de (5.12) I’estimation

2 .
km|Vp|72q) < C;’égup“m(n) ;

enfin dans H!(Q)/RR, il existe une constante c; dépendant uniquement des
données telles que

)
{Vp|L2m) <ecp. (5.13)

Par conséquent en utilisant I’estimation (5.13) et I’égalité (5.9), il existe
une constante ¢y dépendant uniquement des données telles que :

IVT1L2(Q) . (513’)

2. Estimation sur les lois de conservations

En prenant dans léquation (5.10) u = pcy et dans équation (5.11)
v = peg et en sommant ces équations, on obtient

<3t(§( );u_(pc)) pcw> <at( ( )gg(pc ch>+

/ K(2)M, Vew - Vew dw + / K(2)Muw Vieg - Vipeg dw +
/ K (2)7o(Vpew — Voeg)(Vpew — Vpeg) dw +
+€/QV3w(Pc)~Vpcw dw+s/QVZg(pc)-Vpcg dw =
:/nr/wVT.Vpcwdw+/n;gVT.vp,_.gdw+

"/]; Vi qsPew d7s —/1: VgqsPeg dvs . (5.14)

En utilisant la relation

- as s
Vs,.,(pc) = apn (pc) Vpcw + apn
cw cg

(pc) Vpcg (5-15)
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et d’apres les hypotheéses (H3), (H5), (H9), on obtient

<8t (q’(:l!);w(pc)) ’ pcw>'+ <8t ({>(x)§g(pc)) ’ pcg> +
+ kmgjvpcwgiz(m + k| Vpeg 72 +

B‘S'w . 2 859 2
+e€ PV dw +€/ —=(p:)|V dw <
/;Zapcw( C). Pew | a 0ch( C)‘ ch| S

[ 853,
< 5/ ia = (pc)vpcg - Vpew | dw +
JQ 1 OPcg
8‘§g
+e (pc)vpcg : Vpcw dw +
0 | Pcw i

+ |‘7w!L°°(n)EVTiLZ(n)IVPcw%Lz(n) +
-~ 1 1l

+ kVQIL“’(Q)}VT!LNQ)1VngiL2(ﬂ) +

+ !Dw!Lx(I‘,)Eq-’|L2(F,)gp°w!L2(Fs) +

+ igglL”(l",)Eq”Lz(I‘,)EPCQiL2('I‘3) : (5.16)

Le premier terme du membre de droite de I'inégalité précédente se majore
grace a (H9) et & I'inégalité de Young par

€ 3 12 . 12
) S ({VpchLz(Q) h Evpcwle(Q)) H
de méme, le deuxiéme terme du membre de droite se majore par
£1e3 2 ‘ 2
3 15l (Wpcg}m(n) + WPcw]L?(ﬂ)) :

On note
B1(e) = kg + & (o}, — max(ls, |, Is3))

Ba(e) = kmy, + ¢ (8 - max(ISZ,i ) 132|)) :

«Q

D’aprés I'hypothése (H1)

3,17 - max(|s3wj , |sg|)

est strictement positif, pour 7 = w, g. Ainsi, 31(¢) et G2(¢) sont strictement
positifs.
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On applique alors une fois de plus 'inégalité de Young, et compte tenu
des majorations faites ci-dessus et de ’estimation (5.16), on obtient

(8 (8(2)Fw(Pe)) » Pew) + (8¢ (B(2)54(Pe)) s Peg) +
e), Bo(g)
512( ) |Vpcw[22(ﬂ) + _2£_)‘ |Vpcgliz(n) <

2 i
Cc3 n C4 7
ABRAEE (5:17)

+

<

Pour estimer les deux premiers termes de l'inégalité (5.17), on utilise la
fonction J introduite dans la remarque 1, ou J vaut ici

J(pc) = 3(pe)pe — O(pe) + O(—1,0).

Par suite, l'inégalité (5.17) est équivalente a 'inégalité suivante

g L 207w a0+ 2 19p g + 2 Vi g <
<50 B (519
En intégrant cette inégalité entre 0 et ¢, on a
/n{’(a:)J(pc(t)) dw + ézf—) /Ot | Vpew(r)| a(qy 47 +
D ey (1) g i <
< ,BTEZ) +ﬁ§?z) +/n<§(x)J(p2)dw. (5.19)

Le troisiéme terme du membre de droite est une constante dépendant
uniquement des conditions initiales. De plus, la positivité de la fonction J
permet d’obtenir de (5.19) les estimations

t
/0 | VPew(7)| 12 () 47 < e5(€) (5.20)
t
/oivng(T)‘iz(m dr < ce(e) (5.21)
sup [ 7(pe(r) do < exfe). (5.22)
Te[0,t[/Q

- 355 -



Pierre Fabrie et Mazen Saad

L'inégalité (5.19) précise le comportement des constantes cs et cg en
fonction de ¢. En effet,

¢ 0
A2 - 2c3t 2¢cq4t fﬂ ®(z) J(p?) dw
/0 | Vpew( );Lz(n)d < Bi() - Bi(e) + 5 5o 0e) + B

Or, B1(¢) et B2(c) sont des fonctions linéaires en ¢, par suite pour ¢ assez
petit on a

t
52/0 | VPew()|12(qy 47 < cs. (5.23)

De méme

t
62/0 'VPCQ(T)@Z’(Q) dr <cg. (5.24)

Puisque les dérivées partielles des saturations 3y, et 5, par rapport a pey
et pcg sont bornées, on déduit des estimations précédentes

t
52/ /1V’§w(pc)|2dw dr < co (5.25)
0 JQ

t
62/ /|V§g(pc)l2dw dr <c131. (5.26)
0 JQ

Ces estimations sont essentielles pour la section 6.

Nous allons établir une estimation (L ([0, ¢ x Lz(ﬂ)))2 sur p. a partir
de l’estimation (5.22). Pour cela, on écrit

1
J(pcvacg) = J(—l, 0) +/0 Jl(_l + e(pcw + 1) ) gpcg)(Pcw +1, ch) dé.

(5.27)
Par définition de la fonction J (voir (2.7)) et si on note
z = (21,23) € R?,
ona
oJ 33, 03,
(%) = (2) 3-(2)
! _ Opew _ OPcw Opcw z1
J'(z) = = ~ -
aJ (2) Iy (2) dsg4 (2) z9 (5.28)
3pcg apcg apcg

= V,5(2)z.
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Ainsi I’équation (5.27) nous permet d’écrire

pcwypcg / V (pcw + 1): Tpcg) X

~1+ 7(Pew + 1), TPeg) (Pew + 1, Peg) dT.

D’aprés la convexité de la fonction O introduite dans la remarque 1 de
la section 2 et de 1’égalité ci-dessus, il existe une constante 6 telle que

9(!pcw + 1|2 + !chlz) <

1
/O VPE(—]' + T(pcw + 1)7 Tch) X

< ](pcvacg) +

X (—1 + (7= ) (pew + 1), (7 - l)ch)(Pcw +1, ch)dTi .

D’aprés ’hypothese (H9) et 'inégalité de Young, on a

2
[Pew + 1|2 + 1pcg|2 < 5 ‘I(Pcvacg) +c12,

ou c12 est une constante.

De cette estimation et de (5.22), on déduit alors que

(Pew: Peg) est borné dans <L°°([0, t[ x L"’(Q)))2 . (5.29)

3. Estimation sur O¢(®3,,) et 9;(®3y)
On utilise (5.10) pour écrire 'inégalité suivante ¥ u € LZ([0,t[, V) :

[(0:(2(2)Fw(Pe)) s u)| <
< |’7w|L°° |VT|L2(Q)qu rxay T
[ K@) | om0y T g2y | Tl g3y +
+|K(z) —M_ |Lm(n)1vpcw - Vpcg’m(n)wu’m(m + (5.30)
+|K(z ’%wg.Lw(n)(mes ))iVUiLz(n) +
+ €| V5yu(Pe |L2(n)’vuIL2(n) +
+ I’7w|L2(r,,)i%le(r,)!ule(r,)
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En tenant compte des estimations (5.13), (5.20) et (5.21), on déduit de
(5.30) qu’il existe une constante ci3(e) dépendant des constantes ¢; — c7
telle que

[at(é(w)gw(pc)) le(O,t,V’) < C13(5) . (5.31)
De méme, il existe une constante cy4(c) telle que

iat('i'(z);g(pc)) IL"’(O,t,V’) < ci4(e). (5.32)
Cela termine la démonstration de la proposition 1.0

Etape 2. Passage a la limite

Le passage a la limite, lorsque h tend vers zéro, se fait grice aux argu-
ments classiques de compacité associés au lemme d’Aubin et & ’hypothése
de prolongement (H9).

On va tout d’abord obtenir des estimations sur les saturations en utilisant
l’estimation (5.29). On a

Fuw(phy o) = Fu(=1,0) +

1 93,
+/ 2 (—1+6(pf, + 1), op2,) (ph, +1)d6 +
0

g5,
+/0 Y (~1+6(pk, + 1), 6pf,)p d6.
Ainsi, en tenant compte de (H9), on a

5u(Pl)| < sZIph, + 1]+ st liph].

De D’estimation (5.29) et de celle ci-dessus, on déduit que

(PP) est borné dans L ([0, ¢[, L2(Q)) par une constante

. (5.33)
indépendante de h

De plus, d’aprés ’hypothese (H9) et (5.15), on a

| 93
~ / h h Av
l V Sw(pc)le(n) < 8p:: ) L=(a) ‘ pcw1L2(n) +
08y h ’ h
+l—=(p v :
chg( C):L°°(ﬂ)| Peglz2(a)
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En tenant compte de (5.33), (5.20) et (5.21), on déduit que

gw(pi}) est bornée dans L*™([0, ¢, LZ(Q)) N Lz({O, t, Hl(ﬂ)) . (5.34)

Maintenant, on établit une convergence forte des saturations dans
L*([0, T[, L*()).
On a pP = 0 sur T, ainsi 5(p)Ip, = 1 = sD(z).

w

Par suite, I’estimation (5.34) est équivalente a
55 (P?) est bornée dans
([0, t[, L3(Q)) N L? ([0, t[, {ue H'(Q) | u=sD(z) sur T.}) .
On note encore s2(z) le relevement de s2(z) r, sur H}(Q).
On a donc
3% = 5,(pP) — sD(2) est borné dans L2([0, ¢[, V), (5.35)
et d’aprés (5.31) on a
8:(®3") est borné dans L%([0,¢[, V). (5.36)

LEMME 1. — Soit & verifiant (H7);
alors Uinjection de W dans L2([0, ¢[, L?(Q)) est compacte, ot

W= {u lwe L2([0,t[, V); 0, (8(x)u) € L2([0, ¢[, v')} .

Preuve.— Comme & est de classe C!, alors ’application v — ®u = v
est continue de L2([0,¢[, V) dans L2([0,¢t[, V).

Ensuite d’aprés le lemme d’Aubin (voir par exemple [18]), on sait que
Uinjection de

{v/v € L2([0,t],V); o € L2([0, t[, v’)}

dans L2([0,t[, L?(Q)) est compacte.

On déduit le résultat annoncé du fait que l’application v — (v/®) = u
est continue de L2([0, t[, L%(R)) dans L2([0, t[, L*(R)).
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De (5.35), (5.36) et du lemme 1, on peut supposer quitte i extraire une
sous-suite que

3" converge fortement dans L%([0, ¢], L*}(Q)).

Ceci entraine

= 5,(p}) — 5, dans L*([0, ¢[, L*(Q)) et p.p. dans Q. (5.37)

De méme,

E'Z = §g(pg) — §5g dans Lz([O Jt LZ(Q)) et p.p. dans 2. (5.38)

Des estimations (5.20) et (5.21), on a

pr, — Fy dans L2([0, ¢[, V) faiblement (5.39)

pfg — Fy dans L%([0, t], V) faiblement. (5.40)

Nous allons maitenant définir la relation entre les limites ($w,8q) et
(Fuw, Fg).

En effet, les hypothéses (H1) et (H9) assurent linversibilité des satura-

tions en fonction des pressions capillaires, par conséquent

h ~h ~h h ~h ~h
Peyw = Gw(swvsg) et pcg = G!](sw’sg) .

De plus, toutes les dérivées partielles des pressions capillaires par rapport
aux saturations sont uniformément bornées. Ceci entraine que G,, et Gy
sont uniformément lipschitziennes en 5, et 5y, et d’aprés (5.37) et (5.38)
ona:

Guw(3%, %) — Guw(3w,5y) dans L2([0, ¢[, L?(R)) fortement

et

Gy(3h, E'Z“) — Gg(5w,3g) dans L*([0,¢[, L*(Q)) fortement.

Des estimations (5.39)-(5.40) et de celles ci-dessus, on déduit que
Guw(3w,3g) = Fu, Gg(3w,34) = Fy. (5.41)
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En utilisant (5.37) et (5.38) et le fait que 17, M sont des fonctions
continues en s, et 35, on a d’aprés le théoréme de convergence dominée
de Lebesgue

V,,(?Z,,Eg) — (3, 54) fortement dans LP ([0, t[, LP(Q)) (5.42)
pour tout p fini

et

1(3", 32) —-»Ei(;w,gg) fortement dans LP([0,¢[, LP(Q)) (5.43)

pour tout p fini.

Compte tenu de (5.37)-(5.43) et du fait que les translations sont unifor-
mément continues dans LP(0,T) pour tout p fini, le passage a la limite
en h sur le probleme linéarisé défini par ’algorithme (A) ne révéle pas de
difficulté. On déduit ’existence d’une solution pour le probléme (P.).

Pour terminer la démonstration du théoréme 1, nous allons prouver que
les saturations appartiennent au convexe T.

Etape 3. Estimation L®(R* x Q)
Nous allons démontrer le résultat suivant.

PROPOSITION 2.— Si (32,(:5),32(1)) appartient & T alors :

(sw(t, z), sq(t,z)) € T pour presque toutt € [0, T|.

Preuve.— Pour cela on va tout d’abord définir le prolongement des
fonctions vy, Vo, vg et M en dehors de leur domaine de définition, & savoir le
convexe T en des fonctions v, U,, Uy et M continues et bornées sur R x IR.

Cette étape est essentielle parce qu’on ne sait pas a priori que les
saturations sont admissibles.

Dans [12], un prolongement continu de vy, 7 = w, 0,9 et M a été
explicité; il consiste a définir o, 7 = w, 0, g et M, en dehors de T, de
la maniére suivante :

0 siz <0
Pu(z, y) = vp(z,1—z) si0<z<letz+y>1
! vy (z,0) si0<z<lety<o0
1 siz>1
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vg(0,y) si0<0et0<y<1
0 siy<Oouz>1
vglz,y)=¢ 1 siz<0ety>1

yg(z,1—-2) si0<z<letz+y>1

Up=1—1y —Uy.
M est définie en dehors de T de la maniére suivante : soient @ un point
donné intérieur & T et ¥y = (y1, y2) un point quelconque & l’extérieur de T.

Soit alors 2 = (z1, z2) le point d’intersection de 8T et du segment 2y, on
pose

—

M(y1,y2) = M(z21,22).

Les fonctions s,(p.) sont prolongées en des fonctions 3,(p.) comme indiqué
a Détape 1.

On récrit le probleme régularisé (P.) avec les fonctions prolongées :
(8(2)8;5. (Pe) , u) — /QDwVT  Vudw +
+AK($)H§wDOVpcw-Vudw —i—e/nVEw(pc)~Vudw+
+ /ﬂ K (2)MiwPg(Vpew — Vpeg) - Vudw +
- /ﬂ K (2) My (To(po — po) + glpw = pg)) 9+ Vudw =

= —/ Uypqsudys, Yu€V, p.p.dans[0,¢] (5.44)
T,

(®(2)3:54(Pe), v) — /ﬂ 5,V Vodw +
+ /ﬂ K(2) 35,5 Vpey - Vo du +s/ﬂ V3,(pe) - Vodw +
+ /(; K(2) MuTg(Vpeg — Vpew) - Vv dw +
- /n K (2) M7y (Dolpg — po) + Puwlpg — pw)) - Vodw =
= —/1‘ Ugqsvdys, Vv €V, p.p.dans[0,¢] (5.45)
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—/ Vr-Vydo =/ qewdv,—/ gs¥dy,, YoeHYN)/R. (5.46)
0 .

r,
Vr est définie par (3.3).

1) Montrons que §, <1

On a par construction du prolongement :
Uy =1si5,>1; Ug=0p=0si35,>1.
En prenant u = (5, — 1)¥ dans (5.44), on obtient
(8(2)0:5w, (w —1)7) - /ﬂ VrV(5, —1)Tdw +

+s/ V3w V(5w - 1)T dw = _/ 0s(Fw — 1)T dve. (5.47)
Q

Compte tenu de (5.46) pour ¢ = (5, — 1), ona
- /QVTV(;w 1)t de = /F (7 =1)" dre= [ a,(Fu=1) drs (599)

par suite (5.47) se réduit a

(8(2)0:(5w —1)7, B - 1)T) + e/Q|V(;w -1 Pdw =

Ceci entraine

En intégrant entre 0 et ¢ la derniére inégalité, on obtient
- 2 +12 =
/ﬂ (\(sw )Y - |3 -7 f) de <o, (5.49)
Or 0 < s <1, donc (s% —1)* = 0 presque partout dans Q. Par conséquent

Sw <1 p.p.dans Q.
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it) Montrons que s, >0, 1= w, g

On a par construction 7, = 0si 5, < 0. En prenant u = —5, dans (5.44)
et v = —5; dans (5.45), on déduit d’une maniére indentique & I’étape i) :

§, =0 p.p.dansQpourn=w,g.

iti) Montrons que 55 <1let 0<1-35, —35,<1
On a vu que 0 < s, < 1 et 55 > 0, il reste & montrer que 5, + 55 < 1.

On a par construction du prolongement dans la région ou 0 < 3, < 1,
Sg>0ets, +5,>1:

Do($1,54) = 0.

Pour mieux tenir compte de cette remarque, 1'idée est de travailler avec
I’équation de conservation de I’huile écrite sous forme variationnelle. Pour
cela, on prend u = v = ¢ dans (5.44)-(5.46) et en sommant ces trois
équtions, on obtient

(®(x)0(5w + 55— 1), ¥) + /Q VoV Vi dw +
+ /ﬂ K(2) MBoPu Vpew - Vb dw + /n K(2) M50y Vpeg - Vo dw +
+6/nv(§w+§g—1)~v¢dw+
~ [ K@% Fulo = o) + Tyl = £0) 9 Vi =

= "/1: Qe¢d7e+/ UoQs¥ dvs -

s

En prenant ¥ = (5 + 5 — 1)T dans I’égalité ci-dessous, on obtient d’une
maniére identique a i) :

(5w + 34 — )" =0 p.p.dans Q.

Ceci termine la démonstration du théoréme 1.0
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6. Existence d’une solution faible pour le probléeme dégénéré

Nous proposons ici de démontrer un résultat d’existence d’une solution
faible pour le systéme dégénéré.

Dans [6]-[7] pour un probléme diphasique, G. Chavent définit des fonc-
tions holdériennes afin d’absorber la dégénérescence du systéme. Le passage
a la limite s’obtient alors en utilisant des arguments classiques de compa-
cité associés a la caractérisation de Gagliardo des espaces W*P(Q2) pour
0<s<1,1<p< oo

Dans [4] pour un probléme diphasique, T. Arbogast, en faisant intervenir
la notion de pression globale et en définissant une fonction dont le gradient
absorbe les termes elliptiques dégénérés, obtient un systéme non dégénéré.
En supposant essentiellement que la saturation est une fonction croissante
de cette derniére fonction, il montre I’existence d’une solution faible.

Nous allons donner une condition suffisante pour que les termes ellip-
tiques dégénérés soient absorbés par un changement de fonction. Cette hypo-
thése conduit & un systéme aux dérivées partielles liant les fractions de flux
aux pressions capillaires et par conséquent a un modéle de perméabilités
relatives.

Plus précisément, on suppose dans ce paragraphe ’existence d’un facteur
intégrant A définit de IR? dans R? vérifiant les hypotheses suivantes.

(H10); D(p.) = B(p.)VA, o VA désigne la jacobienne de A dans les
variables p., et D est définie par

V(1 — ) — Uyl

D=M .
~Vulyg vg(1 - vy)

(H10); B(p.) = (bij(pc)) est un opérateur continu sur son domaine et
vérifie
3 b€ RL tel que V £ €R?, B(p.)-&-€>bg)?.

(H10)3 A~! est holdérienne d’ordre 6, 0 < 6 < 1, ot A est la fonction
de R? dans R? définie par

A= (0.
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Le sens donné a ’hypothése (H10)3 est le suivant : si on note
Al (f) — <uw(f’g)) - (pow)
g9 ug(f’ g) Peyg
A1 est holdérienne d’ordre 6 si et seulement si
V(a,c)€R, 3(c],c]) €Ry xRy, ¥ (21,41, 22, 42) € [a, c]*
[un(z1,y1) = un(z2,92)| < Jlar — 2218 + s — 92 pourn=1w,g.
(H10)4 I existe une fonction ¢ définie de IR? dans R vérifiant

dt8(pc) - A(pe) = O¢q(Pe) -

Remarque 2. — A titre d’exemple un choix de B et A est le suivant
B(p.) = M(p)I.
Ce choix de B(p.) vérifie (H10),.

L’existence, dans ce cas, d’une fonction A(p.) est assurée par le théoréme

de Poincaré et I’hypothése (H10); 4 condition que les fractions des flux

vérifient les deux relations ci-dessous :

8 (v (1 = 1y)) . d(vwyy)

=0; 6.1
Opcg OPcw (6.1)
vyl — v Avyy,
(v g))+ () =0. (6.2)
Opcw 3ch
L’hypothése (H10)4 s’écrit alors
ds ds s ds
vo(l — vg)—Z- — vy, Y = (1l — vy)—2 — vy g .
g( g)ap ¢ gapcw w( W)apcg o gapcg

Les hypothéses (H10); et (H3) conduisent & un modéle de mobilités, et

(6.3)

les hypothéses (H1) et (H10)4 conduisent, quant a elles, & un modeéle de

saturations.

THEOREME 2.— Sous les hypotheses (H1)-(HS) et (H10), le systéme
dégénéré (P) admet au moins une solution faible.
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Preuve.— Le systéme dégénéré (P) est approché, sous I'hypothese
(H10), par une suite de problemes non dégénérés (P.) qui d’aprés le théo-
reme 1 posséde une solution (pZ,,, Py, V7, p?) vérifiant

(sw(P), sg(PZ)) €T p.p. dans @,
(B pi) € (B(00, 21, Z2(@) 1 22(0, ¢, V),
p°e L®([0,t[, HY(Q)/R) ; VFeL=®([0,t[,H).

Y (u,v) € L}(0,T,V)? :

(0:(3() su(PD)) , u) /n v (8(22)) VEE - Vudo +
£ Vs i . Vudw
+ /n (p2) dw +
+ [ K(e)bulp) V) + ba(p) V(D)) - Vudo = (5.9
- /n K(2)5, (s(pf))g - Vudw =

= —A Vw(s(pf:))Q-!Ud'Ys,

(0:(2(2) s4(pS)) , v) — /an(-"(Pi))Vva dw +
+ e/n Vg (pS) - Vodw +
+ /n K(z)(ba1(PS) VF(DS) + ba2(PS) Vg(p)) - Vedw +  (6.5)
- [ K(@lp, (oz£))g- Vodo =

= —-/ Vg(s(pg))q_,v dys .

3

Ve HY(Q)/R :

[ K@) (2(05) V5 - Vodo = [ K(@)p(s(0)) Vo +
Q Q

+/ ’-Ielbd‘/e-/ qs¥ dvs ,
r. r

8

(6.6)
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telles que
Hpequ(n)/lR <cass [Vl < e, (6.7)
[ Vst dsdr < . (6.)
0o Ja
¢’ /Ot/Q | Vsg(p)|* dwdr < cra. (6.9)

Afin de passer a la limite sur ¢ dans le probléme (P.), on établit des
estimations semblables & celles obtenues dans 1’étape 1 de la section 5 mais
indépendantes de «.

On va tout d’abord estimer f et g. En prenant u = f(pf) dans (6.4) et
v = g(p¢) dans (6.5) puis en sommant ces deux équations en tenant compte
de (6.7) et de ’hypothése (H10)2, on obtient :

(¢ (B(2) sw(PS)) , F(PE)) + (3e(B(2) 4(PE)) , 9(P)) +
+0l1/nlvf(pz)izdw+a2/0|Vg(pi)i2dw+

e /n Vsu(P) - VF(pE)dw + ¢ /Q Vsg(P) - Vg(pl) dw < cr0

(6.10)
ol cyg est une constante indépendante de «.

Le cinquiéme terme du membre de gauche de I'inégalité (6.10) se majore
grice a l'inégalité de Young par

2 2 =4 Q | £
ail/n;vsw(pc)\zdw+_Zl/rzlv,r(pc)gzdw.

De méme, pour le sixiéme terme.

En intégrant de 0 a ¢ 'inégalité (6.10) et en tenant compte de l'inégalité
ci-dessus, de ’hypothese (H10)4 et des estimations (6.8) et (6.9), on déduit

ay [P '
/*i(w)q(pi(t)) dw+—1/ /1Vf(p§)|2dwdt+
Q 2 Jo Ja
¢
< 2/ / lVg(pz)*zdw dt < ¢q9,
2 Jo Ja
ol cyq est une constante indépendante de «.
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De cette estimation, on déduit que
F(PS) et g(pZ) sont bornées dans L2([0,t[, V). (6.11)

Rappelons le résultat de J. Simon [17, théoréme 3.1].

THEOREME DE J. SIMON .— Soit @ un ouvert borné de RY, soit un
triplet (o, 7, p) tel que 0 < 0 < 1,1 <r < 00,0 < p<1, soit p satisfaisant

{so € co(q)
lo(¥) =) <cly' —y)®, V(¥ y) eR™

alors, pour tout v € W7 (Q)

p(v) € W’”'r/"(ﬂ) et igo(v)iWP,,,/,,(m < c§v|€V”(m.

Remarque 3.— On déduit de ce résultat que si ¢ € C%(Q) et vérifie
lo(z1,y1)— (22, 92)| < c1lzr—z2|" +ealyi— 2", ¥ (21,01, 22,32) € R
alors pour tout (u,v) € W (Q),

p(u,v) € WPorle(q)

et
o(u, ”)’Wpc,r/p(n) < C3lu|€vw + C4i”|€er :

OnaL?([0,t[; V) s'injectant continuement dans L2([0,¢[; W*2) pour
tout s inférieur & un; ainsi de I’estimation (6.11), on a

F(PE) et g(pS) sont bornées dans L*([0,t[; W*?), Vse]0,1].

D’aprés 'hypotheése (H10)3 et le théoréme de J. Simon rappelé ci-dessus, on
obtient

Py (t) et pZ4(t) sont bornées dans Wwé2/%(Q) pour presque tout ¢,

et de plus on a l’estimation

\p;n(t)'%z,yz/e(n) S CZIIf(t)‘Wa,Z(Q) + 622’g(t)|Wa,2(ﬂ) pour n =w, g.
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Par suite en intégrant dans la variable T de 0 & ¢ 'inégalité précédente, on a

2/6 ,
|pcn|L2/9( [0,4]; Wos.2/6(q) < 623|f!L2([0,t[;IV"~2(Q) T 624!g'L2([0,t[;W5v2(Q)’

Enfin d’apres (6.11) et I’estimation ci-dessus, on obtient

!Pgn‘p/s(]o,t[;Wes,z/o(ﬂ) Scs pourn=w,g,

ol c¢y5 est une constante indépendante de <.

Sw et sg sont dérivables de dérivées bornées en pS, donc s,, et sg sont
uniformément lipschitziennes par rapport a p<.

Ainsi d’aprés (6.13), on a

‘%(Pﬁ)ip/e(myt[;Wss,z/s(m Sc¢ pourn=w,g,
ol cpg est une constante indépendante de «.

Estimation de 8:(®(z)sw(pF)) et 0:(®(2)sq(PE))
L’équation (6.4) nous permet d’obtenir, V u € LZ([0,t[; V),

(8:(8(2)sw(PE)) , u)| <
< |Vw ( r;) 1 eo(n)|VTIL2(Q Ivule
+ | K(2)b11(Pf) | o m]vf e ip(n ‘Vuiﬂ(ﬂ) +
+ K (2)b12(P2)| poo () VO(PE) | oy | Vel oy + (6.15)
mesQ)'K (z)Py, (s(PE) !Loo Q)‘Vu'ﬁ(ﬂ)

+¢|Vsu (P le(m’V“|L2(n

+ v (8(P2)) [ L2(r,) [2s |

(Ts)”
D’apres ’estimation (6.8), on a
z-:%sz(pi)}Lz(m < Vet (6.16)

Du fait que les saturations soient bornées dans L= (IR x ) d’apreés I’étape 3,
(H4)-(HT) et (6.11), on déduit de (6.15) :

[at((}(‘t)sw(pi)) JLZ([O,t[;V') S c27 . (617)
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De méme de (6.5), on déduit que
| |
Iat(§(z)sg(pi))|L2([0,t[;vl) S €28 - (618)

Afin de prouver la convergence forte de s(pg) dans L2([0, t[; L?(Q)),
on a de fagon semblable au lemme 1 :

P'injection de
{u € L2%([0, t[; wo2/(q)) | 0:(®(a)u) € L2([0, t[; v’)}
dans Lz/e([O, t[; L¥/%()) est compacte,

qui se déduit du résultat suivant [17] :

I'injection de
{u = [,2/9([0y t[; WOJ,Z/G(Q)) ' dpu € LZ((O’ t[; V/)} dans
L¥%([0,t[; L*%(Q)) est compacte.

Par conséquent de (6.14), (6.17) et (6.18), on a
2
s = s°(pl) — s dans (Lz/e([O, t[; Lz/e(ﬂ))> fortement, n=1w, g.

(6.19)
De (6.13), on obtient

2
P — D dans (Lz/"([o, t[; WG"Z/G(Q))) faiblement, . (6.20)

D’une maniére identique a D’étape 2 de la section 5, la relation entre les
deux limites (sy,5g) et (Pew, Peg) sécrit

Pew = pcw(swv Sg) et Pecg = ch(sw, sg) . (6'21)

Enfin en utilisant (6.19) et le fait que vy, et M sont des fonctions continues
et bornées en s, et sy, le théoréme de Lebesgue permet d’écrire pour tout
p fini

vn(8%) — vy(8) fortement dans LP([0, t[; LP(R)), p< oo  (6.22)

M(s°) — M(s) fortement dans LP([0,¢[; LP(Q)), p< co (6.23)

b;;(8°) — b;;(s) fortement dans LP ([0, t[; LP(R)), p< co. (6.24)
Compte tenu de (6.11), (6.17)-(6.24), le passage a la limite quand ¢ tend
vers zéro ne révele pas de difficulté.

Ceci termine la démonstration du théoréme 2.0
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7. Conclusions

Nous avons donc établi un théoréme d’existence de solution faible pour
le probléme régularisé sous la seule condition de différentiabilité proposée
par G. Chavent. Cette condition s’est avérée donner des perméabilités
physiquement admissibles [8]. Par contre pour passer & la limite sur le
probleme régularisé et pour obtenir l’existence de solutions faibles pour
le probléeme dégénéré, nous avons été amené a introduire de nouvelles
conditions afin d’absorber la dégénérescence du systéme. Ces conditions
conduisent a des modéles de mobilités et de saturations dont la validité
physique n’a pas été étudiée.

En fait lorsque les trois phases sont toujours présentes, le systéme
ne dégénére pas et le passage & la limite peut se faire sans introduire
d’hypotheses supplémentaires. Enfin, il est & noter qu’un autre modéle pour
I’écriture de la conservation de quantité de mouvement, mieux adapté aux
écoulements triphasiques que la loi de Darcy et suggéré par S. Withalker
[19], permet d’introduire, dans les équations de conservation de la masse,
des termes de diffusions éventuellement non dégénérés. Pour un tel modéle
I'existence peut s’obtenir par des techniques analogues a celles utilisées a
l’étape 1.
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