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Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Série 6, Vol. I, n° 1, 1992

Nombre de Lefschetz basique pour
un feuilletage riemannien

ABDELLATIF ZEGGAR(1)

RESUME. — En adaptant les techniques de Toledo [To] on établit une
formule intégrale donnant le nombre de Lefschetz basique pour un
endomorphisme géométrique d'un complexe transversalement elliptique
associé & une application préservant un feuilletage riemannien sur une
variété compacte.

ABSTRACT. — By adapting the techniques of Toledo [To] we establish
an integral formula giving the basic Lefschetz number for a geometric
endomorphism of transversally elliptic complex, associated to a map
preserving a Riemannian foliation on a compact manifold.

0. Introduction

Un difféomorphisme f d’une m-variété compacte M induit pour chaque
t=0,...,dim M un isomorphisme H i( f) au niveau de chaque espace vecto-
riel de cohomologie & coefficients complexes H i(M ) qui est de dimension
finie. Le nombre L(f) = 3 ;(=1)' Tr H(f) (out Tr H*(f) est la trace de
H'(f)) est appelé le nombre de Lefschetz de f. La condition L(f) = 0 est
une condition nécessaire pour que la transformation f soit sans point fixe.
Atiyah et Bott [AB] ont montré que ce nombre peut étre calculé 3 1'aide
d’invariants (tels que la trace, l'indice,. .. ) de certains opérateurs elliptiques
définis sur M. La structure différentiable de la variété est exploitée de fa-
gon capitale mais il est possible d’étendre ces résultats a certains espaces
singuliers. C’est ’objet de ce travail.

(1) UR.A. au CNRS 751, Université de Valenciennes, Le Mont-Houy, 59326 Valen-
ciennes Cedex (France)
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Nous commengons d’abord par établir une formule de Lefschetz invariante
par 'action d’un groupe de Lie compact sur une variété compacte connexe;
ensuite nous appliquons le résultat obtenu pour donner une formule intégrale
calculant le nombre de Lefschetz basigue d’un endomorphisme géométrique
T d’un complexe transversalement elliptique & un feuilletage riemannien
minimalisable (M, F). Nous obtenons en quelque sorte une formule de
Lefschetz sur I'espace des adhérences des feuilles qui est un espace singulier.
Goresky et Macpherson ont démontré un résultat analogue sur un espace
singulier muni d’une stratification mais avec des méthodes différentes. Celles
que nous utilisons sont inspirées des techniques de Toledo [To]. Le cas
particulier de 'endomorphisme identité du complexe Q*(M/F) des formes
basiques complexes, nous a permis d’introduire la classe d’Euler basique qui
généralise la notion classique de classe d’Euler.

Dans la section 1 nous rappellons la définition d’un feuilletage rieman-
nien et le théoréme de strucutre de Molino ainsi que la notion de F-fibré
hermitien, de section basique et d’opérateur différentiel basique transversa-
lement elliptique. Nous résumons d’autre part les résultats sur la décompo-
sition de Hodge pour de tels opérateurs décrite dans [Ek] qui permet de
Jjustifier la définition du nombre de Lefschetz basique. Dans la section 2
nous adaptons les techniques de Toledo pour obtenir une formule intégrale
donnant le nombre de Lefschetz invariant sous ’action d’un groupe de Lie
compact. Ces résultats sont appliqués dans le paragraphe 3 pour établir
notre résultat principal, c’est-a-dire une formule intégrale permettant de
calculer le nombre de Lefchetz basique d’un endomorphisme géométrique
d’un complexe transversalement elliptique & un feuilletage riemannien.

Toutes les structures considérées seront de classe C'>®.

1. Quelques notations, rappels et définitions

Soient M une variété compacte connexe orientée munie d’un feuilletage F
défini par un recouvrement ouvert (U;),;.; de M, une variété T de dimension
q (appelée variété transverse) et des submersions : Ui& T a fibres connexes
compatibles dans le sens suivant : pour ¢, 7 € I tels que U; N T 5 # 0,1l existe
un difféomorphisme v;; de 'ouvert f;(U; N U;) sur Pouvert f;(U; N U;) tel
que f; = v;; o f;; les feuilles de la restriction de F & U; sont les fibres de
f;- On désignera par TF le fibré tangent & F et vF = TM/TF son fibré
normal; x(M) et I'(F) sont les modules des sections respectivement de T M
et TF sur 'anneau C*°(M) des fonctions de classe C™ sur M.
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Nombre de Lefschetz basique pour un feuilletage riemannien

Une forme différentielle complexe o sur M est dite basique si pour tout
X dans I'(F), la dérivée de Lie Lxa et le produit intérieur ix o sont nuls.
Les formes basiques constituent une sous-algébre différentielle Q*(M/F) de
I’algebre Q*(M) des formes différentielles complexes sur M ; la cohomologie
de (Q*(M/F),d) est appelée la cohomologie basique de M et est notée
H*(M/F). Un champ de vecteurs Y sur M est dit feuilleté si [X,Y] € T'(F)
pour tout X dans I'(F); c’est-a-dire ¥ est un automorphisme infinitésimal
de F. On vérifie aisément que Y est feuilleté si et seulement si le groupe
3 un parameétre engendré par Y respecte F. L’espace I'(F) est un idéal de
’algebre des champs feuilletés x (M, F) et 1’algébre de Lie quotient

x(M/F) = x(M, F)/T(F)

est appelée l’algébre de Lie des champs basiques. La classe d’équivalence
dans x(M/F) d’un champ feuilleté Y € x(M, F) sera notée ;.

On dira qu'un g-uple (Y1,...,Y9) de champs feuilletés définit un pa-
rallélisme transverse pour F sile g-uple (¥}},..., qu) des champs basiques
associés est de rang q en tout point (et donc trivialise le fibré vF). Si un tel
parallélisme existe, on dit que F est transversalement parallélisable (T.P.
en abrégé). Dans le cas particulier ou le sous-espace vectoriel de x(M/F)
engendré par (Ybl, .. .,qu) est une sous-algébre de Lie G, on dit que F est
un G-feuilletage de Lie. Un parallélisme transverse permet de munir le fibré

normal d’un feuilletage T.P. d’une structure riemanienne invariante le long
des feuilles.

De maniere générale on dira que F est riemannien s’il peut étre défini
par des submersions locales U; £, T au-dessus d’une variété riemannienne T
telles que les difféomorphismes de transition v;; sont des isométries locales
de T. Pour un tel feuilletage, vF est muni d’une métrique riemannienne
invariante le long des feuilles qu’on pourra compléter en une métrique
riemannienne sur M dont on dira qu’elle est quasi-fibrée. Pour étudier la
structure de ce feuilletage, on peut supposer, quitte & passer 4 un revétement
a4 deux feuillets, qu’il est transversalement orienté, c’est-a-dire, vF est
orienté. Soit alors M! le SO(q)-fibré principal des repeéres orthonormés
directs de vF. On a le théoréme de structure di a P. Molino [Mo].

THEOREME 1.1.— Soit F un feuilletage riemannien transversalement
orienté de codimension q sur une variéte compacte conneze M.

Si F est T.P., alors
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i) les adhérences des feuilles de F sont les fibres d’une fibration locale-
ment triviale F — M5 W appelée fibration basique de F ;

i) il eziste une algébre de Lie G et un G-feuilletage de Lie (F,Fo) d
feuilles denses tel que le feuilletage induit sur chaque fibre de r est
isomorphe a (F, Fo) ;

i) le groupe structural de la fibration basique est un sous-groupe du
groupe Diff (F, Fo) des difféomorphismes de F qui respectent Fy.

Si F n’est pas nécessairement T.P., alors

iv) il se reléve en un feuilletage T.P. de méme dimension, F¥ sur M!
invariant par laction de SO(q).

1.2. F-fibrés hermitiens

Rappelons qu’une connexion sur un fibré vectoriel complexe E au-dessus
de M est une application C-linéaire V : I'(E) — Hom(T M, E) vérifiant

V(fs)=df @ s+ fV(s), VfeC®(M),VseT(E).

Le morphisme d’espaces vectoriels qui & un champ de vecteurs X sur M
associe I’élément Vx de End(I'(E)) défini par :

Vx(s) =(Vs)(X), Vsel(E)

n’est pas un morphisme d’algébres de Lie en général; ceci est mesuré par la
courbure R de V qui est une application bilinéaire altérnée

R:x(M) x x(M) — End(I'(E))
définie par :
R(X,Y)=[Vx,Vyl-Vixy]=VxVy - VyVx - Vixy]-
Une connexion V sur E est dite basique (cf. [KT]) si sa courbure R vérifie

ixR=0, VXeI(F).
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Un fibré vectoriel compleze E sur M muni d’une connezion basique V
sera appelé un F-fibré; une section s de E vérifiant

Vx(s)=0, VX eI(F)
sera dite basique.

L’ensemble T'(E/F) des sections basiques de E est un module sur
I’anneau C*°(M/F) des fonctions basiques sur (M, F).

On considére maintenant (E, VE) et (F,VF) deux F-fibrés sur M et
¢ : E — F un morphisme de fibrés vectoriels induisant ’identité sur M.

On dira que ¢ est un morphisme de F-fibrés si

vEe(s) = o(VEs), VX eT(F), VseT(E).

Il est clair que les morphismes de F-fibrés de (E,VZ) dans (F,VF)
s'identifient naturellement aux sections basiques du F-fibré (L(E, F); V)
ou V est la connexion basique définie par

(Vxe)(s) = Vie(s) - o(V¥s)

pour tout X € x(M), ¢ € I'(L(E, F)) et s € T'(E).

Soit E un fibré vectoriel complexe sur M muni d’une connexion basique
V et d’une métrique hermitienne notée ( | ); alors V induit d’une maniére
naturelle une structure de F-fibré sur le fibré vectoriel complexe S(E)
sur M ayant pour fibre en un point * € M ’espace vectoriel des formes
sésquilinéaires sur la fibre E,.

On dit que E est un F-fibré hermitien si la métrique hermitienne ( | )
est basique en tant que section du F-fibré S(E).

Par exemple si F est un feuilletage riemannien, la structure riemannienne
et la connexion de Levi-Cevita transverses (cf. [Mo]) sur le fibré normal
vF induisent d’une maniére naturelle une métrique hermitienne et une
connexion basique sur le complexifié (Vf )C de vF, pour lesquelles (V]-' )C
est un F-fibré hermitien.
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1.3. Opérateurs transversalement elliptiques

Considérons deux F-fibrés E et F sur (M,F) et notons par Sg le
préfaisceau sur M qui a tout ouvert U C M associe Iespace T'(Ey/F)
des sections basiques du F-fibré Ey.

Un opérateur basique d’ordre m de E dans F est un morphisme de
préfaisceaux d : S — S noté tout simplement d : I'(E/F) — T'(F/F)
tel que sur tout ouvert U de M distingué pour F et trivialisant E et F' de
maniére feuilletée, dyy s’ecrit sous la forme

)
P
Z k (3y1 Byq)

ou pour tout k = 0,...,m, P est un polynéme homogéne de degré k en
0 [Bys -+ ) /ayq dont les coefficients sont des fonctions basiques sur U a
valeurs dans I'espace des matrices complexes a rang(F') lignes et rang(E)
colonnes; y1,...,yq étant les coordonnées transverses a F sur U (voir [Ek]
pour plus de détails).

Soit d un opérateur basique d’ordre m de E dans F; pour un point z € M
et un covecteur basique &, € (v F)* on définit le symbole principal de d en
&z comme étant Papplication linéaire o4(¢;) : E; — F, définie pour tout
uz € E; par

Tulte) e = — [du(e™s)](2)

ou dy est la restriction de d & un voisinage ouvert U de z distingué pour
F et trivialisant E et F (toujours de maniére feuilletée), ¢ est une fonction
basique sur U vérifiant p(z) = 0 et dp(z) = £, et s est un élément de
['(Ey/F) tel que s(z) = ur. On montre sans peine que o4({;) ne dépend
pas du choix de U, ¢ et s et que si & = EZ:I €% dy(z), la matrice de
c4(£2) par rapport aux repéres locaux sur U est égale & P (€2, ...,€3).

On dit que d est transversalement elliptique, si o4(£;) est un isomor-
phisme pour tout £; non nul dans (v, F)*. Lorsque F = F et d d’ordre pair,
on dira que d est fortement transversalement elliptique si pour tout £, non
nul dans (v F)*, 04(€z) est défini positif.

Si F est le feuilletage par points, la notion d’opérateur différentiel ba-
sique transversalement elliptique coincide avec celle d’opérateur différentiel
elliptique au sens usuel.
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1.4. Décomposition de Hodge basique

Si (M,F) est T.P. de fibration basique 7 : M — W et E un F-
fibré hermitien, pour chaque w € W on note par E,, I’espace vectoriel
I(Er~1(y)/F) des sections basiques du F-fibré hermitien Ep-1(y) et par B
I'union disjointe [],,cp Ey . 1l a été démontré dans [Ek] que :

i) E est un fibré hermitien sur W (appelé fibré utile associé E),

ii) On a un isomorphisme naturel de C°(W)-modules ¥5 de ['(E/F)
sur ['(E) défini par

Yg(s)(w) = $|p-1(y) Pour s € T(E/F)et we W;

de plus la mesure canonique sur M induit une mesure sur W qui
pérmet de définir un produit scalaire sur I'(E) pour lequel ¥z est un
isomorphisme d’espaces préhilbertiens,

iii) pour tout opérateur basique
d:T(E/F) —T(F/F), d=¥godoV¥j!

est un opérateur différentiel de E dans . De plus, d est elliptique si
d est transversalement elliptique.

Si (M, F) est un feuilletage riemannien transversalement orienté, on note
toujours p : MY — M le SO(g)-fibré principal des repéres orthonormés
directs de vF et F! le feuilletage T.P. sur M! relevé de F dont la fibration
basique est notée M! — W. Si E est un F-fibré hermitien sur M et E! le
fibré sur M* image réciproque de E par p, on a (cf. [EK]) :

iv) E! est & la fois un F!-fibré hermitien et un SO(q)-fibré,

v) Paction de SO(q) sur le fibrté E¥ — M! induit une action sur le
fibré utile E¥ — W et en fait un SO(g)-fibré vectoriel muni d’une
meétrique hermitienne SO(g)-invariante,

vi) 'anneau C*°(M/F) s’identifie & ’anneau Cg‘(’)(q)(W) des fonctions
de classe C* qui sont constantes sur les orbites de SO(q) sur W et le
Cg%(q)(W)-module T'(E/F) est isomorphe aux Cg‘b(q)(W}modules

=
Tso(q)(E*/FY) et Tsoq)(E")
des éléments SO(q)-invariants respectivement de I'(E¥/F¥) et T (ﬁ)
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vii)Si d : T(E/F) — T(F/F) est un opérateur basique transversale-
ment elliptique, alors il existe un opérateur basique SO(g)-invariant
d : T(EY/FY) — T(F!/F!) tel que Popérateur différentiel dF est
elliptique dans la “direction transverse” aux orbites de SO(g) sur W
et le diagramme 4

NE/F) ——0  T(F/F)

at
Tso(q)(EY/FY) ——— Tso(q)(FH/FH)

Tso(q) (ﬁ) . Tso(q) (ﬂ)

ou les fleches verticales sont des isomorphismes, est commutatif. On
a le théoréme suivant.

THEOREME . — Le sous-espace Ker(d) est de dimension finie et on a une
décomposition orthogonale :

['(E/F) = Ker(d) & Im(d*).
Voir [Ek] pour la démonstration de ces résultats.

1.5. Nombre de Lefschetz basique

Soit (Ei)OSiS N~ une suite de F-fibrés hermitiens sur M ; supposons donné
pour chaque ¢ = 0,..., N — 1 un opérateur basique d’ordre m

di : I(E;/F) — [(Eiy1/F).
Nous supposerons que les d; sont tels que d;1d; = 0; ce qui signifie que
la suite d’espaces vectoriels et d’applications linéaires (I'(E;/F), d;) définit
sur la somme directe de ces espaces une structure d’espace différentiel gradué
(£, d) dont la cohomologie sera notée H*(E).
Pour tout € M et pour tout &, € (vzF)* les symboles principaux

0i(€z) 1 E;p — Eiq1 4

des d; vérifient o;;1({z) 0 0;(€2) = 0. Si pour tout &, # 0 la suite d’appli-
cations linéaires

0 — Epy 00(5:)1 oN-1(e) Eny., — 0

est exacte, on dira que (£,d) est un compleze transversalement elliptique
d’ordre m sur (M, F).
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Remarquons qu’un complexe transversalement elliptique avec N = 1
n’est rien d’autre qu’un opérateur transversalement elliptique.

Un des exemples importants de complexes transversalement elliptiques
d’ordre un est le complexe (Q*(M/F), d) des formes basiques sur M, qui
est formé par les F-fibrés hermitiens E; = (Aiu}' )E complexifiés des fibrés
des i-covecteurs transverses a F.

Si (€,d) = (T(Ei/F), di) yc; < est un complexe transversalement ellip-
tique d’ordre m sur (M, F) alors pour tout : = 0,..., N le laplacien

A;=did; +d; 1d}_ :T(E;/F) — T(E;/F)

est un opérateur basique d’ordre 2m auto-adjoint vérifiant :

i) A; est fortement transversalement elliptique et donc Ker(A;) est de
dimension finie;

ii) I’application canonique Ker(A;) — H*(£) est un isomorphisme et
par suite H*(£) est de dimension finie (cf. théoréme 1.4).

On peut donc donner la définition suivante.

DEFINITION .— On appelle nombre de Lefschetz basique d’un endomor-
phisme T = (T;) o<i<n @€ lespace différentiel gradué (€, d) le nombre com-
pleze donné par la formule

N
Ly(T) =) (-1)' Te HY(T).
1=0
ot Tr HY(T) désigne la trace de Uapplication linéaire H Y(T) induite par T
sur la cohomologie H*(E).

Lorsque T est I’identité I de (£,d), on a

N
Ly(I) =) (-1)' dim H'(€);
1=0

qui n’est rien d’autre que la caractéristique d’Euler-Poincaré (ou I'indice) de
(€,d); dans le cas particulier ou N = 1, (€, d) est formé d’un seul opérateur
transversalement elliptique dg : I'(Eg/F) — ['(E1/F) et ona

Lz(I) = dim Ker(dp) — dim Coker(dp)
c’est l'indice de 'opérateur dp.
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Dans ce qui suit nous allons nous intéresser aux nombres de Lefschetz
de certains endomorphismes particuliers dits géométriques, qu’on définit
de la maniére suivante : on se donne f et (%)0 <i<N on f: M — M
est une application qui respecte F et telle que pour tout point z dans
M la différentielle df, induit un isomorphisme v fz v F — l/f(z)]: qui
préserve les orientations et pour tout i = 0,..., N, ¢; : f*E; — E; est un
morphisme de F-fibrés qui induit 1’identité sur la base; puis on définit pour
chaque i = 0,..., N un endomorphisme T; de I'(E;/F) par :

Ti(s)(e) = [z, 0 f(z)]

Vs €I'(E;/F),Vz € M. Sila famille T = (T)0< .« Vérifie d;T; = T; 1 d;
pour tout ¢ = 0,..., N, on dira que T est un endomorphisme géométrique
de (€,d); pour un tel endomorphisme, ’application f induit une application
Mt — M! quiaun repere orthonormé direct z, en * € M associe le
repére orthonormé direct f¥(zz) = N (vefozz) en f(z) € M ou N désigne
Porthonormalisation de Schmidt. On vérifie que :

i) f! est une application de classe C* qui respecte le feuilletage Foet
qui induit une application de classe C® f: W — W ;

ii) les morphismes ¢; induisent d’une maniére naturelle des morphismes
i, (fﬂ)*Ein N Ei” et gog : ?* (Ef) — Ef

tels que les ;! sont des morphismes de F!-fibrés; de plus ces deux
familles de morphismes définissent des endomorphismes géométriques
TH et TH pour les complexes respectifs :

i FL
0 — D(EY/FY D = ppt o

N A
0 _,r(Eg)i RGN F(E}‘V) — 0

qui sont tels que le premier est elliptique dans la “direction horizon-
tale” transverse & F!, et le second est elliptique dans la direction
transverse aux orbites de SO(gq) sur W.
Le complexe (£, d) s’identifie au sous-complexe (ESO(q)’JSO(q)) des élé-
ments invariants du SO(q)-complexe (£¥, d_”.) sur W formé par les SO(g)-

fibrés E;! et les opérateurs différentiels invariants dg, c’est-a-dire, commu-
tant avec 'action de SO(g). On est donc amené i étudier le nombre de
Lefschetz invariant sur une G-variété.
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2. Nombre de Lefschetz invariant sur une G-variété

Soit G un groupe de Lie compact agissant & droite d’une maniére diffé-
rentiable sur une variété W compacte connexe orientée de dimension k. On
munit W d’une métrique riemannienne G-invariante; la forme volume w
associée est alors G-invariante.

DEFINITION 2.1.— Une structure de G-fibré, sur un fibré vectoriel com-
pleze g : E — W, est la donnée d’une action a droite de G sur E telle
que pour tout g € G, on a :

i) TEog=gonE,
ii) pour tout ¢ € W, g est un isomorphisme linéaire de Er sur Eqg.
Si E est un G-fibré sur W, I’action de G sur E induit une action de G sur

['(E) de la maniére suivante : pour g € G et s € I'(E), on définit s-g € I'(E)
par : :

(s-9)=z)=[s(z-g7")] -9, Veew.

Les sections s € I'(E) qui vérifient s-g = s,V g € G sont dites invariantes.
Leur ensemble est un sous-espace vectoriel de I'(E) noté I'g(E).

Considérons un opérateur différentiel d : I'(E) — T'(F) d’un G-fibré E
dans un G-fibré F sur W.

DEFINITION 2.2. — On dit que 'opérateur d est G-invariant sig-d =d-g
pour tout g € G.

Un tel opérateur envoie les sections invariantes de E dans les sections
invariantes de F et induit donc un opérateur dg : 'g(E) — L'g(F).

Dans toute la suite de ce paragraphe, chaque G-fibré E sera muni d’une
métrique hermitienne G-invariante notée ( | ), 1’espace vectoriel I'( E) sera
alors muni de la structure préhilbertienne définie par le produit scalaire G-
invariant défini pour «, 8 € T'(E) par

(a, B) = /W<a(m) | B(z)) de.
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THEOREME 2.3 [Ek]. — Sid:T(E) — T'(E) est un opérateur elliptique
G-invariant agissant sur les sections d’un G-fibré hermitien E sur W, alors
Vopérateur dg : Tg(E) — T'g(E) induit par d est tel que :

i) Kerdg est de dimension finie;

it) on a la décomposition orthogonale :

Fg(E) = Kerdg @ Imd*G .

Soit maintenant (£,d) = {d; : T'(E;) — F(Ei+1)}0<i<N—1 un complexe
d’opérateurs différentiels G-invariants (supposés d’ordre 1 pour simplifier
I’exposé) entre G-fibrés hermitiens sur W.

DEFINITION 2.4.— On dira que (€,d) est transversalement elliptique si
pour tout covecteur & € T, W non nul et transverse (c’est-d-dire ig€, =0,
V A €G) la suite des symboles

ao(éz) . on-1(€z)

0 — EO,:z: EN,z — 0

est eracte.

Les opérateurs d; ¢ : T'g(E;) — T'g(F;41) induits par les d; forment
un sous-complexe (£g, dg) de (£,d) dont la cohomologie sera notée Hg(&)
et sera appelée la cohomologie G-invariante de (€,d). Pour les opérateurs
laplaciens

A; = d:d,' + di—ld:_l T(E;) — I'E;),

on a les propriétés suivantes.
i) A; est un opérateur différentiel positif, auto-adjoint et G-invariant.
ii) A; est fortement transversalement elliptique, c’est-a-dire, le symbole

oa;(€z) de A; en un covecteur transverse &, € Ty W est un automor-
phisme défini positif de la fibre E; ;.

iii) Si (Au)1<u<dimG est une base de l'algébre de Lie G de G et si
pour tout p =1,....,dimG, Ly, : ['(E;) — T(E;) est 'opérateur
différentiel d’ordre 1 défini par :

La)@) = (§)_{o- (x4} @), Vo eT(®), vaew,

alors
dim G

Qi = Z LZMLA#
p=1
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est un opérateur différentiel positif, auto-adjoint, G-invariant, nul sur
Pespace T'g(E;), fortement elliptique dans les directions tangentes
aux orbites de G sur W et est tel que 'opérateur D; = A; + Q; est
fortement elliptique.

iv) En prenant les moyennes sur le groupe G des éléments d’une base
orthonormée de vecteurs propres de D; on obtient un systéeme de
générateurs pour I'¢(E;) dont on peut extraire une base orthonormée

(321),1 €I\ 2Vec une suite (/\:l)n ey de réels positifs ou nuls vérifiant

A g(sh) = Aish .

Cette décomposition spectrale de A; ¢ nous permet de définir un
opérateur intégral

G;: T(E;) — T(Ey)
par :
1 o
G;i(s) = Z ,\_i<3’ sn)sn, Vsel(E;).

; n
o

Notons K; = d}_;G;, H; la projection orthogonale de I'( E;) sur Ker A; ¢

et p; la projection orthogonale de I'(E;) sur I'g(E;) qui n’est rien d’autre
que le projecteur défini par :

pi(s)=/c(s-g)dg, Vs e T(Ey).

On a alors le lemme 2.5.

LEMME 2.5
i) d;G; = Giy1d; sur Tg(E;)
i) A;G; =G;A; =1— H; sur Tg(E;)

et donc

i) d;_1 K; + Kij1d; = p; — H; sur T(Ey).
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Démonstration
i) Soit s € Tg(E;);
" si Ajs = 0 alors d;G;(s) = 0 = G;41d;(s);
si A;(8) = As avec A # 0 alors s = ZA;’,:A(‘” s4) st et donc

1 . .
diGi(s) = Y y(s, sh) dish

AL=X
PR O E
At =)\ A‘+1

D’autre part

Git1di(s) = Giyq Z (s, sit) di.sf1

AL =X
=Gina | D D (s, sh)(dish, i) si?
/\z' =\ AH'I =X
Z Z (s, s) (d;sh,, siFly gttt
— Az+l

Ce qui prouve qu’on a bien d;G; = G;11d; sur Tg(E;).
ii) Soit s € T'g(E;);on a

1 ; :
AiGi(s) = > 3 (50 sn)Ai(sn)
M#£0 "
= D (s, sh)en
AL #0
s — Hi(s);
1 i
GiAi(s) = Z /\_, <Ai(3)7 3n>3:1
,\;',;eo n
Z <3 A; (.9,,)):;,1
AL #0 An
=s— Hi(s).

-118 -



Nombre de Lefschetz basique pour un feuilletage riemannien

iii) On a pour tout s € T'(E;)

di—lKi(s) = di—1d3_1Gi(3)

= d;_1d;_;Gi(p:s)
et .
Kiy1di(s) = dGiy1di(pis)
= d}d;G;(p;s)
d’aprés (i); d’ou
d;—1K;(8) + Ki1d:(s) = A;Gi(pis)
=pi(s) — Hi(s)

d’aprés (i) . O

Dans la suite, si E' et F sont des fibrés hermitiens sur W et d un opérateur

différentiel de £ dans F', on notera :

— E' le fibré E* ® (A*T*W)c sur W produit tensoriel du dual de E

avec le complexifié du fibré des k-covecteurs de W.

— ERF le fibré 7] E @ 73 F sur W x W produit tensoriel externe de
E avec F (m et my étant la premiére et la deuxiéme projection de

W x Wsur W).

— * l'isomorphisme de fibrés vectoriels défini de E sur E’ par

*up = uy Quw(z), VeeW,Vu, € E,

(uy étant l'image de u; par I'isomorphisme naturel de E sur E*).

— tr le morphisme de fibrés vectoriels défini de E ® E' dans (AkT* W)

par

tr(ue ® vz) = (Ug | *‘1vz)w(z), VeeW,Vu, € Ep, Vv € E..

— (4 ) :T(E) x T(E’") — C l'accouplement défini par

(s, t) =/Wtr(s®t).

— d' : T(F') — T'(E') Popérateur différentiel défini par la relation

(ds, t) = (s, d't)
pour tout s € T'(E) et tout t € I'(F’).
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La densité de I'(E;) R I'(E], ;) dans T'(E; R E] ) permet de définir des
opérateurs

6 :T(E; R E£+1) — (B K E'l{+1)

8 : T(E; ® Eyy,) — T(E; ® EY)

par : 6;(s®t) = d;s Rt et (s Rt) = s R d!t pour tout s € ['(E;) et tout
teI(E],,)

Pour s T'(E;) et = € W,on a
H;(s)(z) = /W hi(z,y) - s(y)dy
et
K;(s)(z) = /W ki(z,y) - s(y)dy

ol h; est la section C* de E; K E! donnée par

hi(z,y) = ) sh(2) Bxsp(y)

A;:O
et k; est la section C™ de E;_; X E! définie sur 'ouvert
WxW-—{(z,9) W xW |y € G(z)}

par:

1 . )
ki(my) = Y s diish(e) Bsi(y).
A0 "

Les sections h; et k; sont respectivement les noyaux de Schwartz des
opérateurs intégraux H; et K;; le lien entre ces noyaux est donné par les
relations

51'_1165(1:, y) + 6zl'ki+1(m’ y) = _hi(wv y)

qui sont vérifiées pour tout couple (z,y) € W x W tel que = ¢ G(y) (cf.
lemme 2.8).
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Considérons maintenant des champs X3, ..., X; et des 1-formes &q,...,§
sur W tels que pour toute 1-forme £ € Q}(W) on ait :

!
£=) &X;)
j=1

(on les construit sans peine a I’aide d’un systéme de coordonnées locales et
d’une partition de I'unité sur W).

LEMME 2.6 [To]. — Pour toute section a de E;_1 R E. au-dessus d’un
ouvert VCW x W, on a

l
tr A1 () —tr A*6]_j(a) =d ) ix; tr A% _1(€;) B I(a)
j=1

sur ATY(V), A: W — W x W étant Uapplication diagonale.

Soient (£,d) = (T(E;), d;) yc;c y un G-complexe transversalement ellip-
tique sur Wet T = (T%)o <i< N—u;le famille d’applications linéaires

T; : T(E;) — T(E;)

telles que d;T; = T;y1d; pour tout « = 0,1,..., N, alors la famille
d’applications linéaires

T; G : Tg(E;) — Tg(E;)

définies par :
T.o(0) = o Tls) = [ Te)-gdg, Vs € Ta(E)

forment un endomorphisme Tg : (£g,dg) — (€g, dg) de 'espace différentiel
gradué (£g,dg) = (FG(Ei)’divG)o<i<N et on a donc pour chaque i =
0,1,..., N un endomorphisme T

H(T) : Hg(€) — HE(€)

de ’espace vectoriel de dimension finie H‘G(E) On peut donc donner la
définition suivante.
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DEFINITION 2.7.— On appelle nombre de Lefschetz G-invariant de T le
nombre

N
Lg(T) =) (-1 Tr HL(T).
=0

Remarquons que lorsque T est I'identité I de (£, d)
N . .
Lg(I) =) (-1)'dim H(€)
1=0

est la caractéristique d’Euler-Poincaré du complexe différentiel (€g,dg) et
si en plus N = 1, (£,d) est formé d’un seul Spérateur G-invariant dy de
['(Eo) dans T'(E;) induisant un opérateur de Fredholm (cf. [At])

do,c : T'g(Eo) — Tg(E1),

ona
Lg(I) = dim Kerdg ¢ — dim Coker dg ¢

qui n’est autre que 'indice de I'opérateur dg .

Dorénavant on s’intéressera au cas ou ’endomorphisme T est géomé-
trique, c’est-a-dire défini de la maniére suivante : on se donne une applica-
tion de classe C>®

fw—w

et une famille de morphismes de fibrés vectoriels
¢;: f*E; — E;
induisant 1'identité sur W, puis on définit les T} par :
Ti(s)(z) = p;[z, 80 f(z)], VseD(E;),VzecW.

Pour un tel endomorphisme, nous avons le lemme 2.8.

LEMME 2.8. — Pour tout couple (z,y) € W x W tel que f(z) ¢ G(y),
on a

61'—1,11'—1 X Iki(:l:, y) + 6lez X Ik,'+1($, y) = —".E' X Ihi(x7 y)

ot I désigne ’endomorphisme identité .

-122 -



Nombre de Lefschetz basique pour un feuilletage riemannien

Démonstration. — Soit U un voisinage G-saturé de y ne contenant pas
f(z) et soit s une séction de E; & support dans U; on a (cf. lemme 2.5)

di_1K;(s) + K;11di(s) = pi(s) — Hi(s) ;
donc
d;1T:-1Ki(s)(z) + T:K;1di(s)(2) = Tipi(s)(z) — TiH;(s)(=),

soit

/ 8;1T;—1 R Iki(z,z2)- s(z)dz + / 6T, ® Ik; 1 (z, 2) - s(z)dz
194 w

= (Pi,z [/ 8 (f($) . g—l) . gdg] —_ / Z x Ihz(w’ Z) . s(z) dz y
G w
ou encore, puisque s (f(a:)g_l) =0,Yg€G(carVgEG, f(z)-g ¢ U),
/ 8;—1T;—1 R Ik;(z,2) - 3(z)dz +/ 8T, R Ik;1q(z, 2) - s(2)dz
w w

= ——/ T; X Ih;(»,2) - s(z)dz.
w
Ceci étant vrai pour toute section s a support dans U; on a
61T, 1 ® Ik,'(:t, y) + 6:Tz X Iki+1(z’ y) =-T; K Ihi(:”, y) -0

Si C(f, G) désigne ’ensemble des points de coincidence de f avec G, c’est-
a-dire ensemble des points ¢ € W tels que = est un point de coincidence
de f avec un élément de G :

C(f,G)={zeW|3geG: f(z) = g()},
on a le théoréme 2.9.
THEOREME 2.9. — Il eziste une forme différentielle
¥ eq1(w - c(f,6),

telle que d¥ se prolonge en une forme globale ® € Qk(W) vérifiant

/WE: Le(T).
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Démonstration. — Pour tout couple (z,y) € W x W tel que f(z) ¢ G(y),
nous avons (cf. lemme 2.8) :

—T; RIhi(z,y) = 8_1T;_1 R Iki(z,y) + 6;T; R Ik; 11 (2, y)

donc pour z € W tel que f(z) ¢ G(z) on a

N N
=) (- AL R Ih(2) = Y (~1) tr A*6;_1T;_y R Ik;(z)
=0 1=0
N .
+ 3 (-1) tr A®SIT; R Ik; 44 (2)
1=0
N
=D (1) tr A% 1 Tiy ®Ik;(z)
i=1
N+1 )
= Y (C1) tr AT Ty ® Thy(2)
=1
N .
=3 (-1)! [tr A*S;_1Ti_y B Ik;(z)
=1

—trA*_ T, 1 ® Iki(x)] .
Or l’expression entre crochets dans cette derniére sommation, est égale a

l
d E ix; tr A% 1(€5) o ;1 ® Ik; | ()
i=1

(cf. lemme 2.7); donc sur W — C(f,G) on a

N N 1
~ D (D) AT RIh =dY Y (—1)tix, tr A%oi_q(§;) 0 Ty R Ik;.
i=0 i=1j5=1

Et en pbsant

N 1
¥ = ZZ(—I)Zin tr A*o'i—l(fj) oT; 1 W Ik;
i=1j=1
N
F=) (-1)'r A*T; R Ih;,
1=0
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on a bien
T et Y (W-c(f,0), e (W), d¥ =& sur W — C(f,G)

et

/W T = Lo(T).

En effet
. N
/WQ:Z:/WtrAI}IZ!Ihi
—Z( o [ @1 sh)

AL=0

S D WIS

A3, =0

= Z )i Tr H5(T)
1=0
=Lg(T).O

COROLLAIRE 2.10.— Si lapplication f ne posséde pas de point de
coincidence avec G, alors L (T) = 0.

3. Retour aux feuilletages

Soit F un feuilletage riemannien transversalement orienté de dimension
p et de codimension ¢ sur une variété M compacte connexe orientée
de dimension p + ¢q. On supposera que M est munie d’une métrique
riemannienne quasi-fibrée pour laquelle toutes les feuilles de F sont des sous-
variétés minimales; une telle métrique existe si et seulement si HI(M/F) #
0 (cf. [Ma]). Le feuilletage F sera orienté de telle fagon que les orientations
de F et de vF induisent 1’orientation considérée sur M. On désignera par
v € QI(M/F) la forme volume basique de F et par xx € QP(M) la forme
caractéristique de F qui est donnée par xr = *v o * : QI(M) — QP(M)
est ’opérateur de Hodge associé a la métrique riemannienne sur M. Il est
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démontré dans [Ru] que la condition de minimalité pour les feuilles de F
est équivalente a

ix,...ix,dxr =0, VXi,...,Xp, €T(F).

Sip: Mt — M estle SO(q)-fibré principal des repéres orthonormés
directs de vF et F! le feuilletage relevé de F qui est T.P. de codimension
g+nsur M¥ (n = g(q — 1)/2 étant la dimension de SO(g)) dont la fibration
basique est notée 7 : M ¥ — W la structure riemannienne sur vF! définit
une métrique riemannienne SO(g)-invariante sur W; de plus si © désigne
la forme différentielle basique et fermée sur M! induisant la forme volume
basique sur chaque fibre de 7 (cf. [Ek], on peut supposer que W est orientée
de telle fagon que si w est la forme volume de W, la forme 7*(w) A © et la
forme volume basique ¥ de F! définissent la méme orientation transverse
pour F!; dans ces conditions si la fibration 7 : M ! — W est orientée par
la forme (—1)P"© A p*(x ), les orientations produit locales définies sur M*
par les fibrations orientées p et « seront les mémes.

Considérons maintenant une application de classe C*®, f : M — M qui
respecte le feuilletage F, un F-fibré hermitien EF sur M et un morphisme de
F-fibrés ¢ : f*E — E; le fibré f*E étant muni de la structure de F-fibré
hermitien image réciproque par f de celle de E. On note T ’endomorphisme
de I'(E/F) qui & une section basique s de E associe la section basique T'(s)
de E définie par

T(s)(z) = ¢[z, so f(z)] pourtoutz e M.

Si F est T.P. de fibration basique 7 : M — W alors on a le diagramme
commutatif

T(E/F) T(E/F)
¥g ¥p
'@ — 1
oo T =%of; f: W — W étant P'application C* induite par f et
?:f'E — E le morphisme de fibrés vectoriels défini par

[Bw, )] (=) = ¢[z, ao f(2)],

YweW,Vac F?(w)’ Vz e W"l(w).
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Si F n’est pas nécessairement T.P., on suppose que f: M — M est une
application telle que pour tout z € M ’application v f : v F — Vf(w)}-
induite par df, est un isomorphisme qui préserve les orientations. Dans ce
cas f se reléve en une application f” : M¥ — MY qui respecte F¥ et qui
induit une application de classe C® f: W — W ; le morphisme ¢ induit
un morphisme de F!-fibrés vectoriels

o (f) B — B
de la maniére suivante : pour un élément (zz, f4(z5), u f(z)) dans la fibre de

( f”)*E” au-dessus d’un repére transverse z; € p~!(z) en un point z € M,
on pose

o (sz”(zz)’“f(w)) = (Zm‘Pw(uf(m))) :

PROPOSITION 3.1.— L’endomorphisme T4 de T(EY/FY) défini comme
ci-dessus d partir de fl et de !, préserve les sections basiques SO(q)-
invariantes (méme si f! nest pas équivariante ).

Démonstration. — Si s est un élément de I‘so(q)(E”/.'Fﬁ) on peut écrire

8(z) = (z,a(2)), VzeM!
oil a est une application de M! dans E vérifiant :

a(22) € Bz, a(zz-9)=a(z:), Ve €M, 2z, € p~L(z), g €SO(q).

On a donc :

[Ts)(z= - 97)] -0

[ (2970 FHza 971 00 (22 971)) ] -0
(zz-g‘l,v.—c [aOf”(zz -y‘l)]) ‘g
(z:,,,gaac [a o f(zz - g—l)]) .

I

Or nous avons

Pl 2z - 97 = p[fH(22)] = f(a).
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1l existe donc un élément go € SO(q) tel que
e g7) = z2) - 90
d’ou
o[z g7N] = a[fH(z)]
et par suite T¥(s) est invariante. O

Dans ce cas, ’endomorphisme Tt , défini comme dans la section 2
50(q) )

n’est rien d’autre que la restriction de T! a I’espace des sections invariantes.
On a donc le diagramme commutatif :

NE/F) —— T(E/F)

]
Tso(g)(B*/FY) ——— Tso(q)(E*/FY)

P — T _
Tso(q)(EY) ———  Tso(q(EY)

Considérons maintenant un complexe transversalement elliptique

(€,d) = (F(Ei/}-)’di)ogKN

avec un endomorphisme géométrique T = (T,;)0 <icy défini a laide de
I'application f et d’une famille de morphismes de F-fibrés (induisant
'identité sur M)

vi f*E;—E;, i=0,...,N.

Dans ce cas les applications linéaires

o (#) e (3)

forment un endomorphisme T% du SO(q)-complexe transversalement ellip-

tique
@3- (c().7)
0<i<N
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tel que le diagramme (dont les fléches verticales sont des isomorphismes)
. HY(T) ,
HY(E) —_ H'(E)

j H;O(q)(z.‘—u) l

ch.lo(q) (E) Hy

&)
SO(q) (8
commute; d’ou la proposition 3.3.

PROPOSITION 3.3.— On a L#(T) = Lso(q) (ﬁ)

Notons C I’ensemble des points z € M tels que x et f(z) appartiennent
a une méme adhérence de feuille de F; on vérifie aisément que C; n’est

autre que le compact p {1r—1 [C(?, SO(q))]} de M.

THEOREME 3.4. — [l eziste une (q—1)-forme basique sur M—Cy telle que
d¥ se prolonge en une forme différentielle globale ® € QI(M/F) vérifiant

L;:(T) :/ PAXF.
M
De plus Ly(T) ne dépend que de la classe de ® dans HI(M/F).

Démonstration. — 1l existe (cf. théoréme 2.9 et proposition 3.3) des
formes différentielles ¥ € Q*—1 (W —C(f,50(q))) et & € Qk(W) telles
que

d¥ = ® sur W — C(f,SO(q)) et / ® = Lgo(g) (ﬁ) = Lg(T).
w
Posons

w:f;f(ﬁ)/\@ et q»:}iar*@)/\e

(ol § désigne l'intégration suivant la fibre et © la forme fermée sur M!
induisant la forme volume basique sur chaque adhérence de feuille de F' ”).
Alors sur M — Cy, on a d’une part,

d\II:dérr*(W)/\@
:fin‘@)/\@
=
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et, d’autre part,

/MQAX;:/M (ﬁw*(@)/\e) AXF

=" [ 2@ n0nstxs)
=07 [ Faf 0np(xs)

:fwa

=Lg(T).0O

Une conséquence immédiate de ce théoréme est le corollaire 3.5.

COROLLAIRE 3.5.— §i f ne fize (globalement) aucune adhérence de
feuille de F alors Lz(T) = 0.

Dans le cas particulier de ’endomorphisme identité du complexe diffé-
rentiel (Q*(M/F),d) des formes basiques sur M, nous avons une classe de
cohomologie basique [®] dans HI(M/F) vérifiant

q
/M ®AxF =) (—1)' dim H'(M/F) = x(M/F).
1=0

De plus [®] coincide avec la classe d’Euler de M si F est le feuilletage
par points. Ceci justifie donc la définition 3.6.

DEFINITION 3.6. — La classe [®] de HY(M/F) associée par le théoréme
3.3 d l’endomorphisme identité du compleze des formes basiques sur M,
sera appelée classe d’Euler basique de (M, F).

Ce travail m’a été proposé par A. El Kacimi. Tout le long de son
élaboration il n’a cessé de me guider et me prodiguer conseil. Je I’en
remercie.
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