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Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. XI, n° 3, 1990

Solutions positives de ’équation
—Au = uP + pul
dans un domaine a trou

ReseB Hapwpi(l)

RESUME. — Soient  un ouvert borné, régulier de RV, N >3, u€ElR,
1<g¢g<p= (N + 2)/(N - 2). Nous montrons que si {} possede un petit
trou alors le probléme —Au = u? + yu? dans Q, v > 0 dans 2, u = 0 sur
811, admet au moins une solution.

ABSTRACT. — This paper is concerned with the following non linear
elliptic equation ~Au = u? + uu? on 2, u > O on 2, u = 0 on
80, where 1 is a domain in RV, N > 3 with a little hole, u € IR,
1<g<p= (N + 2)/(N_. 2). We show that this problem has at least
one solution.

1. Introduction

Soit Q un ouvert borné, régulier de RN, N > 3. On s’intéresse au
probléeme d’existence d’une fonction u vérifiant I’équation elliptique non
linéaire :

—Ay = uP + pu? dans Q,
u>0 dans Q, (1)
u=20 dans 99,

olp€R;1<g<petp=(N+ 2)/(N — 2), c’est-a-dire p+1 est I’exposant
critique pour l'injection de Sobolev de H}(f2) dans LPT1(Q).

On rappelle que :

1) L’identité de Pohozaev (cf. [12]) appliquée a une solution de (1) donne

N N 1 du\?
1—- = s q+1 _ = . hfiad .
#( 2+Q+1)/nu 2 an(w n)<3n)

(1) Laboratoire d’analyse numérique, Université Pierre et Marie Curie, Tour 55- 65,
5° étage, 4 place Jussieu, 75252 Paris Cedex 05 (France)
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I en résulte que si  est strictement étoilé, alors pour tout u < 0
I’équation (1) n’a pas de solution.

2) Si Q2 est un ouvert borné régulier de IRN, N > 3, alors pour tout u > 0,
I’équation (1) posséde une solution; (cf. [4]).

3) Dans [6], J.M. Coron a montré que si = 0 et si {2 est un domaine
avec un petit trou alors I’équation (1) posséde une solution.

4) Dans (8], R. Lewandowski a montré que si p = 0, et { est un ouvert
borné régulier étoilé de IRN, N > 4, contenant 0, et si u¢ est la
solution de (1) (mise en évidence dans [6]) dans Q. = Q\ B(0,¢)
alors, |Vuel? — SN/264, on g est la mesure de Dirac au point 0,
B(0,€) et S seront définies dans la section 2.

5) Dans [13], O. Rey a montré que si o = 0 et § est un ouvert borné
régulier privé de k boules centrées en z;, 1 < i < k, et de rayon d,
alors pour tout i, 1 < i < k, il existe pour tout d assez petit, une
solution u de (1) qui se concentre autour de z;, i.e. |Vue|? — SN/26I,.
au sens des mesures sur 2.

6) Dans [1], A. Bahri et J.M. Coron ont montré que, dans le cas ou p = 0
et 2 est ouvert tel que le groupe d’homologie Hy, (Q, Z/2Z) # 0 pour
au moins un entier k non nul, I'équation (1) posséde une solution.

7) Dans [11], G. Mancini et R. Musina ont étudié le probléme suivant :
Trouver que v € K tel que [ VuV(v —u) > [uP(v —u), Vv € K,
K est ’ensemble des fonctions u € H&(Q) telles que u > 0 presque
partout dans 2 et u < ¢ dans C ou C est un sous-ensemble fermé
régulier de Q. Dans ce travail on va s’inspirer de la technique utilisée
dans [11].

8) Dans [4], H. Brezis et L. Nirenberg ont montré le théoréme suivant.
Soit © un domaine de IR®. On distingue deux cas :
(i) si 3 < g < 5, alors pour tout g > 0, I’équation (1) posséde une
solution;
(if) si 1 < g < 3, alors pour tout g > 0 assez grand, ’équation (1)
posséde une solution.
De plus si Q est strictement étoilé alors, pour p > 0 assez petit,
I’équation (1) n’a pas de solution.

Le résultat principal de notre travail est le suivant.
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THEOREME 1. — Il eziste A > 1 tel que si Q vérifie la condition suivante :
HwOElRN,HR1>0,3R2>0, tels que :

R2 > /\Rl (2)
{zeRY |Ry<|z—zo| <R} C O (3)
{zeRY ||z —zo| < Ri} ¢ @ (4)

alors pour tout réel u, l’équation (1) a au moins une solution.
p q

2. Rappels et notations

Soit B(a, d) (respectivement B(a,d)) la boule ouverte (respectivement la
boule fermée) de IRY de centre a et de rayon d.

L’espace Hj(f) est muni de la norme ||Vul|; et |u|. désigne la norme
usuelle dans L™ (Q2), pour r > 0.

Considérons

. [1Vul?
S = inf
u€HG (\{0} ([ |u|p+1)2/(P+1)

On sait (cf. [4]) que :
~ S est la meilleure constante pour l'injection de Sobolev de H}(f2) dans
LPt(Q).

- S est indépendante du domaine 2, S n’est jamais atteinte quand § est
borné. En revanche S est atteinte sur RY par la famille de fonctions
définies par

N-2
€ -z

(5)

ety = |

ol cyy est une constante choisie afin que les fonctions Uq,e Soient
solutions de
~Au=uP sur RV,

On sait que ug ¢ se concentre autour de a quand € tend vers 0, et on a :

/ lvua,elz = / Iua,€|p+1 = SN/Z-
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L’outil essentiel est une variante du théoréme d’Ambrosetti-Rabinowitz
(voir par exemple [3]), dont 1’énoncé est le suivant.

THEOREME A.— Soit F une fonction de classe C' définie sur un espace
de Banach X, et soit K un espace métrique compact. On note K* un sous-
ensemble de K non vide, différent de K, et fermé. On fize p* € C(K*; X).

On pose :
P={peC(K;X)|p=p* sur K*}

¢ = inf sup F'{p(t)).
Jnf sup (p(2))

On suppose que pour tout p de P on a
F(p()) > F(p*(1)).
max F (p(t)) > max F(p"(t))
Alors il existe une suite (un) C X telle que F(un) — ¢ et F'(up) — 0.

On considére la fonctionnelle
1 1 6 7 +1
Elu)= - A\v4 2 _Z + _ +\4
=g [17uf -5 [ =25 [
définie sur Hé ().

Rappelons que l'on dit que E satisfait (PS)C sur Hé(Q) si pour toute
suite (up) d’éléments de H}(2) avec E(un) — c et E'(un) — 0, alors on
peut extraire de la suite (u,) une sous-suite convergente. On a alors le
théoréme suivant.

THEOREME B.— Soit (un) une suite sur H3(Q) vérifiant E(un) — ¢
et E'(un) — 0, alors quitte 4 eztraire une sous-suite notée aussi (un),
(un) est faiblement convergente vers une limite u dans H}(Q) et on a
E(un) = E(u) + (k/N)SN/2 4 o(1) pour un certain k € N*.

La preuve de ce théoréme est contenue dans [14]; (voir aussi [5] et [2]).

Remarques

(a) On note que les points critiques non nuls de F correspondent aux
solutions de ’équation (1).

(b) Dans ce qui suit on va supposer que u = 0 est la seule solution de (1)
dans ’ensemble {u € H(Q) | E(u) < (1/N)SN/2}, et on va montrer
que E posséde une valeur critique dans ](1/N)SN/2, (2/N)SN/2[;
sous cette condition et d’apreés le théoréme B on déduit que E vérifie
la condition de (PS)c pour tout ¢ € ](1/N)SN/2 , (2/N)SN/2 [
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3. Démonstration du théoréme 1

Rappelons que le résultat est connu si g > 0 et N > 3 (cf. [4]). Nous
distinguerons alors deux cas :

31lecas N=3et u>0,
32lecas N >3et u<O,

3.1. Lecas N=3 et u >0

Soit B la boule unité de H}(). On sait que B est métrisable pour
la topologie faible. Soit (f,) un sous-emsemble dense dans B. On pose
lu—v] =Y (1/27)(fn | w — v); [-] est une métrique qui définit la topologie
faible sur B. On note Ec = {u € H3(Q) | ||u]| < et [u] < e}

On a besoin des fonctions suivantes :

I':H{(Q) —R, T(u)= /]Vu|2 _ /(u+)6 —u/(u"')'”l

F:H}Q) - R3, F(u):5“3/2/w|vu|2dz.

On a alors, en conséquence du lemme de concentration de P.L. Lions (cf.
[9], [10]), le lemme suivant.

LEMME 1. — Pour tout voisinage V de Q, il eziste € > 0 tel que

1
siu#0, [(u)=0, ue€ Ey, E(u)< 353/24-26 alors F(u) e V.

Preuve. — On raisonne par I’absurde; supposons qu'il existe un voisinage
V de Q tel que, pout tout =, il existe u, # 0 vérifant I'(u,) = 0,
E(un) = (1/3)5%2 +0(1), un € Ey/n et F(un) ¢ V. Le fait que u, converge
faiblement vers 0 dans Hj(Q) entraine que u, tend vers 0 dans Latl(qQ).

Posons . )
E*(u) = E/IV“IZ _ 6/(u+)6.

On a alors 1
E*(un) = 3 $3/2 4 o(1).
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On applique le théoréme 2 de [6], on obtient, quitte & extraire une sous-suite,
il existe zg € Q telle que

qunlz — s3/2 bz (n — ),

ol la convergence est la convergence vague des mesures sur 2 et &5, est
la mesure de Dirac en zg. Par conséquent F(un) — z9 ¢ V, d’ott une
contradiction.

Soit ¢ € C®(IR;[0, 1]) telle que

. 1 .
p(z) =0 sifz| < 7 oust lz| > 2,
1 3
=1 si-<|z|< <
() si 5 < el <5,

et soit, pour tout k > 1, ¢, € C® (|R3; [0, 1]) définie par :
. 1
er(z) = p(kz) silz| < i
T .
or(@)=¢(5) silal>k,
e(z) =1 ailleurs.

On remarque que ¢y, vérifie :

1
=0 si < —
Pr(z) si |z] < i
et si |z| > 2k,
(£)=1 si——<lo|<
r) = s§1 — &£ —_ .
Pk 2k = 17127

On va paramétrer la famille de fonctions définie dans (5) par (t,c) avec
t€[0,1[et ¢ €L, ou T désigne la spheére unité de R3.

Posons alors

3
1-1t 2
o)
ui () = [(1 —)2+jz - ta’iz] :
On voit facilement que ﬁRsquﬂz et ﬁRaluﬂG sont indépendants de ¢ €

[0,1[et o€ X; de plus uf se concentre autour de o quand o tend vers 1.
On a en outre (cf. [6]) :

/IR3|vug]2 =5 (/lR3|ug 6) .
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Solutions positives de I’équation —Au = u? + pu? dans un domaine a trou

On va supposer que Ry < 1/4k0, Ry > 4kg, pour un certain kg qu’'on
fixera ultérieurement. On note alors que piuf € H}(Q). Posons

“‘Pk Uy Hl/2

Tule) = | T (D))

On a
v‘t"k € H&(Q) et T*(v) = /1Vv§”k|2 - /(vzk)e =0.

Pour r > 0, soit

r2 r8 2 ratl +1
o) = Bz = (5 - %) [19otat - n s [ 207

Ona:

rg'(r) = F(rvgk) , g(r) » oo quand r - —o0,
g(0)=0 et g(r) >0 pourr >0petit, g(1)<0.

On en déduit que g atteint son maximum en 7, noté r qui vérifie
I'(rvg,) =0et 0 <r < 1. On pose alors

o _ g
wt,k = Tvt,k .

LEMME 2.~ Les deuz €noncés suivants sont vérifiés :

(¢)V 6>0,3 kg >1 tel que (k> ko) =
(VO'EE E(wfy) < 53/2+6) ;
(b)YVa>0,In>0telque(n<t<l) =

(sz letoce X, E(wg’k) < %53/2 +a et 'F(wgk) ——o" Sa) .

Preuve.— On a:

r2 18 2 p
Bt = (3~ 5) [1Ve6l - 25 [ 10
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et comme 0 < r < 1, on déduit :

w415

quantité qui tend vers (1/ 3)53/ 2 quand k — oo, uniformément par rapport
4t dans [0, 1], d’ou (a). D’autre part, quand t — 1,

/]vvg{k|2 =K;+0(1—1t), avec K; =|VU[2

—

et U(z) = (1+|z/?)" 2

o=

(/(mvi’)e) =Ky +0(1—1), avec K =|U|2.

D’ou
E(w],) < 53/2+0(1 <y Ls¥2 g

dés que t sera assez grand < 1.

Conséquences. — On peut supposer zg = 0. Fixons V un voisinage
compact de © ne contenant pas 0. Soit € > 0 correspondant & V comme
dans le lemme 1, vérifiant o + £ # 0 pour |o| = 1 et |£] < €. D’aprés le
lemme 2, il existe kg > 1 et tg €], 1] tels que :

2
E(vy,) < 35%°—¢, Yoex, vielo.1],
E(v )<lS3/2+e et ‘F(w’ )—a"<e Yocl
tko/ = 3 to.ko ) .

Notons v7, = w{.

On fixe A > 1, assez grand tel que l'on ait E(Aw{) < 0, Vo € %,
Vte [0, 1] En vue d’appliquer le théoréme A, on définit les ensembles K,
K* et la fonction p* par :

K =[0,1]x B(0,1),

*= 9K =[0,1]x 8B(0,1) U {0,1} x B(0,1);
P K — HY(@)
p*(s,to) = Aswi,, .

Pour conclure il reste & montrer le lemme suivant.
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Solutions positives de ’équation —Au = u? + yu? dans un domaine a trou

LEMME 3.— On a :

1
S}I{PE(P) < 553/2+2e, VpeP.

Admettons un instant la conclusion du lemme 3. On a alors

oy _ oy« 2 o3/2
Ing‘E(th)—E(wt)Sss €, YVoeX,Vte[0,1],

m>aacE(rwtao) :E(w‘{o) < %53/2+e, VeecXk,

1 2
Ig%xE(p*) > 553/2 +e et S}l{pE(p*) < 353/2.

D’apres le lemme 3 on a
1 1
sup E(p) > = S%/2 4 2e> = 83/2 4 ¢ > sup E(p*)
K 3 3 oK
et

1 2
— inf Zg3/2 = g3/2[
c 1gsupE(p)€]35 ,35 [

On applique alors les théorémes A et B, on obtient le théoréme 1.

Revenons a la démonstration du lemme 3. En raisonnant par I’absurde,
supposons qu'il existe p € C(K; H}) avec p = p* sur 9K, et

E(p(s,€)) < §s3/2 +2, V(s,6)eK.

Considérons I’application G : K — IR*, définie par

G(s,€) = (s, F(p(s,€))) .

On va montrer :
deg(G, K, (/\_l,a)) =1. (6)

ou deg désigne le degré topologique.
L’application H : [0, 1] x K — R%, définie par

H(t,5,8) =tG(s,€) + (1 —t)(s,€) = (s, tF(p(s,€)) + (1 — 1))
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est une homotopie entre G et Idg. Il suffit de vérifier que (A71,a) ¢
H(t,E)K). Sinon il existe (s,€) € 9K tel que H(t,s, &) = (A1, a), donc
s=Aleta=tF(p(A71,¢8) + (1 - t)¢ = t(F(w{o) —€)+¢& On en

déduit que £ € . Or tF(p(A71,€)) + (1 —t)¢ = t(F(w) — &) + € # a car
‘F(wg’o) | < ¢, d’oll une contradiction.

Considérons les ensembles :

={(s,€) € K | p(s,€) € Ee}
K+—{(s €) € K1 | T(p(s,€))> 0} U {(0,¢)}
‘—‘{(s )EKlll"(p(s, ))< 0}

={(s,€) € K1 | T(p(s,€))=0} .

On vérifie alors facilement

si (s,6) 0K etsi0<s< A} alors (5,6) € KT (7
si(5,6) €K et si A\ < s <1, alors (s,8) € K~ (8)
(A Lo)eK? Veoex. (9)

Pour (s,€) € K% on a

F(p(S,f)) =0, P(Syf) € Eye, p(S,ﬁ) #0
et E(p(s,€)) < %-53/2 + 2.

D’aprés le lemme 1, on déduit que :

F(p(s,{)) ev.

Par conséquent

v (s,€) € KO, F(p(s,{)) +a,

d’od
(Aha) ¢ G(K°) =G (K1 \ (KT UKT)) ,

donc

deg(G, KT, (/\"l,a)) +deg(G, K™, (/\—l,a,)) = deg(G, K, (/\—l,a)) .
(10)

On a alors :

V(s,£) €K, F(p(s,€)) =a = p(s,€)€E.. (11)
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En effet, sinon a = F(p(s,¢)) et p(s,&) ¢ Ee, donc
al = [P (s, )| = 5 p(s.€)|* [ 2,

avec du = IVP(S,f)lz/“p(s,g)Hzd:t. D’aprés le lemme 2, ona [zdp € Q.
On en déduit

la| > cé?

/:cd/,cl > ce? inf |y,
3y
d’oll une contradiction pour |a| assez petit.
Ceci prouve que (A~1,a) ¢ G(K \ K1) et par conséquent
deg(G, K1, (A7}, a)) = deg(G, K, (A1) =1. (12)

On va montrer que :

Il

deg(G, Kt (/\_l,a))

0, (13)
deg(G, K~ (A'l,a)) 0

(14)

It

Preuve de (13) et (14)

Onfixe R> A"}, yeRY, |yl > R=y ¢ G(Ky).

On définit le chemin r(t) par r(t) = (tR+(1—t)A"!, a), pour t € [0, 1].
On va montrer que r(t) ¢ G(8K ™). Sinon 3 (s,€) € KT avec

(Rt+(1-t)A71, a) = (s, F(p(s,8))) .
D’ou
s=tR+(1-t) A1 > 271 et a=F(p(s,8)).

Or V (s,€) € K% on a F(p(s,€)) # a, on en déduit (s,€) ¢ K°. Donc
d’aprés (7) on a (s,£) € 8K N K, ce qui entraine que s < A~! et ceci

contredit s > A~1; d’ott r(t) ¢ G(8K ™), donc deg(G, K+, 7(t)) est bien
défini et ne dépend pas de t. Comme (R,a) ¢ G(K1) on a :

deg(G, KT, (A7',a)) = deg(G, KT, (R,a)) = 0.
L’égalité (14) se démontre de la méme facon en utilisant le chemin

q(t) = (—tR, (1—t)A"!) pourt€[0,1].Ona deg(G, K, (/\_l,q(t))) ne
dépend pas de t, comme (—R,a) ¢ G(K;) on conclut que :

deg(G, K, (/\‘l,a)) :deg(G, K—, (—R,a)) =0.

De (7), (12), (13) et (14), on obtient une contradiction. D’ou le lemme 3.
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3.2. Lecas N>3 et u<0

Sans perdre de généralité on va supposer que zg = 0 et Ry = 1. On pose
8 = Rj. On consideére la fonction définie par

1 2 1 u
s =3 19l = g [l - i )

pour u € H}(Q), et on pose
H5(@)* ={ue H3(Q) |u>0pp}.

On va utiliser un argument de [1] pour vérifier que H}(02)* est invariant
par le flot associé & —%. Il en résulte que les points critiques de 1/)[ H} Q)+
0

correspondent aux solutions de (1).

Le flot associé & — est solution de ’équation :

d , _ _
= ¥ = Bt ot (19)
u(0) = ug.

Si ug € H}(Q)T alors il existe une solution maximale u sur [0, T'[ de
I’équation

-y
u(O) = 1ug.

Si on montre que u > 0, alors u est une solution de (16) et notre assertion
est prouvée. Montrons que » > 0; soit s < T, on multiplie (17) par v~ et
on integre, on en déduit que

3as [ = [19aP,
;fl;f(u“)2 <0

/|u—(s,uo)|2 0,

donc

et par conséquent

d’ou le résultat.
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Solutions positives de l’équation —Au = uP + pu? dans un domaine a trou

Soit ¢, une fonction de “cut-off” définie comme dans (7] par

1+s 3+
1 sit i (2 , 2 )
‘Ps(t) - s1t & {mm 8 2 2 }
0 sit<Oetsit>1.
On pose
Ua,e,s(w) = Cps (lwi)ua,e(w)
va,e(z) = C‘PO(lzl)ua,e(w) y
ou N-2)/2
_ [ Vst
€= N/2
](p"ua’e)p—i-l
On remarque alors que
N
2

Vosuael
¢(va,e,s) = —]1\7 fl $ala, l ] ‘l“/(va,e,s)q+1 .

(S pouaP ™)
Il est facile de prouver les deux lemmes suivants; (cf. [7]).

LEMME 4.— On a :

lim [| Vg e,0 |3 = || Vva,el|3

lim [va.c. 711 = vael[537
Hollvaesl a1 = [racllgis

uniformément par rapport d la| < 3/4 —d (d > 0 assez petit).

LEMME 5.— Ona :

_ 1 oNy2
by i s = 5

uniformément par rapport d |a| < 3/4 —d;
lim, K, | F(va,e.0) = 5 =0
ot F(u)=S—N/2 Jz|Vul’dz;
. 1
P_{% ¢(va,e,3) = N sN/2

uniformément par rapport d |a| = (1+3)/2, s €[0,1—d].
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Preyve. — Compte tenu du lemme 2.5 de [7], pour établir le lemme 5, il
suffit de prouver

611;%/!<P0(:c)ua,e(w)lq+1 dz =0.

Orona:

Jorlroeractal®® < [ et =

ZGN—(q+1)(N—2)/2/ (1+ |yf?) et IW=2)/2 4
B(0,2)/e
quantité qui tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.

LEMME 6. — Si l’équation (1) n’admet pas de solution autre que u = 0
alors ¥, définie en (15), vérifie (PC). sur H}(Q)1 pour tout
c€|(/n)SNZ, (2/w)SN/2].

Utilisant & nouveau le lemme de concentration de P.L. Lions (cf. [9], [10])
on a le lemme 7.

LEMME 7.— Pour tout voisinage V compact de Q, il existe a > 0 tel

que : stu # 0,
= [1vul = [luf*r =0

/1 uf? ‘—/l P < SN/2+a,

F(u)e V.

alors

Fin de la démonstration du cas N >3 et p <0

Soit « une fonction continue de B(0,1) dans B(0, 1) vérifiant

‘a(a)l_1+8, Ya€dB,

‘a(a)‘SZ—d, Ya€B.

D’apres le lemme 2 on peut choisir € et s assez petit tels que

Va€B, ¥(vaa)es) < %sw/z (18)
1
VaeB, ‘F(va(a),e,s) - %‘ < 5 (19)
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Soit V un voisinage compact de Q tel que
B(0,s) ¢V, (20)
on pose
v ={ue HY@)* [uz0, T(u)=0, B*(u) <<}.
D’aprés le lemme 7, il existe a > 0 tel que :
F(¥0y /nysviaa) C V- (21)

D’aprés le lemme 5, on peut choisir € assez petit tel que :

¢(va(a),€,s)<%SN/2+a1 VacdB,Vse[0,1-d]. (22)

Dans la suite, on choisit € et s de telle sorte qu’on ait (18), (19) et (22),
et A > 1 tel que ¢(/\va(a)’€",) <0.

En vue d’appliquer le théoréme A, on définit les ensembles K, K* et la
fonction p* par

p*: K =[0,1] x B — H}(Q)" définie par p*(t,a) = AVg(a),e,s -
1l est clair que, d’aprés (18), on a

1 gny2 2 gN/2
NS <c<NS . (23)

Compte tenu du théoréme A et du théoréme 6, pour conclure il reste a
montrer :

(t’fggK'ﬁ(p (t.a)) < (tfg;ng)(p(t, a)), VpeP. (24)

Pour prouver (24) il suffit de montrer que

1 .N/2
(til)a.écxd)(p(t, a)) > ¥ S+ 2a, VpeP. (25)

Si (25) tombe en défaut, il existe p dans P vérifiant pour tout (¢,a) de K :
1
¥(p(t,a) < 5 SN2 + 200, (26)
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* (p(t, @) < % SN/2 4 94 27)

Soit la fonction T : K — IRV*! définie par (t,a) — (t/z, F(p(t, a))).

On vérifie, de la méme maniére que dans (6), que

deg (T,K, (%0)) =1. (28)

Posons
KT ={(t,a) € K |T(p(t,a)) > 0} U {(0,¢)},
K~ ={(t,a) € K | T(p(t,a)) < 0},
K° = {(t,a) €K | F(p(t,a)) = 0} .
On a

deg(T, K, (A71,0)) +deg(T, K, (A71,0)) = deg(T, K, (A1,0)).
(29)

, 0)) =0, (30)
,0)) =0. (31)

Preuve de (30) et (31).— On fixe R > 0 tel que T(K) C B(0, R), et on
considére le chemin r : [0, 1] — RV *! défini par r(t) = (Rt+A71(1-1), 0).
On a r(t) ¢ T(GK™). Sinon, il existerait (¢,a) € K™ tel que

Nous allons montrer que

deg <T,K+,(

P =

deg (T, K~ (

(Rt+A"1(1-1),0) = (% F(p(t,0))).

Puisque F(p(t,a)) = 0 on déduit de (21) que (¢, @) ¢ K° Comme
OKT COKUK® ona (t,a) € 3K UK ; or puisque t > A/9 et p = p* sur
8K on déduit que I'(p(,a) < 0, ce qui contredit le fait que (¢,a) € K ™.

Alors deg(T, K, (1/x, 0)) est bien défini et ne dépend pas de t, d’ou
(30).

La formule (31) se démontre de la méme fagon en utilisant le chemin
e(t) = (~Rt+A71(1-t), 0). De (28), (30) et (31), on tire une contradiction.
D’ou (24).
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