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Approximations de type Hedberg
dans les espaces W™Llog L(?)
et applications

A. BENKIRANE(})

RESUME. — Nous démontrons deux théorémes d’approximation de type
Hedberg dans ’espace de Sobolev-Orlicz W™ Llog L(§2) ot © est un
ouvert de R2.

Les résultats sont appliqués a certains problémes aux limites elliptiques
fortement non linéaires ainsi qu’au probléme de Brézis-Browder sur I'ac-
tion de certaines distributions du dual.

ABSTRACT.— Two approximation results of the Hedberg type are
proved in the Orlicz-Sobolev Space W™ L log L(€2). When 2 is an open
subset of R2.

Applications to the description of the action of some distributions in
the dual as well as to some strongly non linear elliptic boundary value
problems are mentioned.

KEY-WORDS : Orlicz and Orlicz-Sobolev Spaces — Strongly Non Linear
Boundary Value Problem - Distributions

1. Introduction

Soient m un entier > 0, 1 < p < 400 et u € Wy"P(§2), Q étant un ouvert
de R™. L. Hedberg a montré que ’on peut approcher u dans W(;" P() par
une suite u, € WyP N L®(Q) telle que Jug| < |ul, up -u > 0 p.p. et
supp uj € 2 (voir [10] et [11]).

Ce type d’approximation s’est révélé particulierement utile dans ’étude
de certains problémes aux limites elliptiques fortement non linéaires (voir
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[5] et [14]) et dans la caractérisation de P’action de certaines distributions

du dual W=™P'(Q) (voir [5)).

Récemment, J.P. Gossez et 'auteur ont étudié 'approximation de Hed-
berg et certaines de ses applications dans le cadre des espaces d’Orlicz-
Sobolev W™ L 4(R"™) (voir [4]). Les résultats de [4] ont été obtenus en suppo-
sant la condition Ag A I'infini pour la N-fonction A et sa conjuguée A (voir
aussi [3]).

Cette restriction sur le type de croissance de A & linfini apparait
essentiellement lors de I'utilisation, dans la construction de ’approximation,
du potentiel de Riesz et des intégrales singulieres dans le cadre des espaces
d’Orlicz.

Dans ce travail, nous nous proposons de montrer deux théoremes d’ap-
proximation du type précédent dans W™L 4(Q) et W§*L4(2) respective-
ment, lorsque A est une N-fonction équivalente & tlogt a l'infini et  un
ouvert de R2.

Il est clair que A (resp. A) vérifie (resp. ne vérifie pas) la condition Ay &
’infini, de plus, dans la construction de cette approximation nous ne faisons
aucunement appel au potentiel de Riesz ni aux intégrales singuliéres.

Nous mentionnerons aussi d’autres cas de N-fonctions pour lesquelles la
présente construction peut étre adaptée.

L’auteur tient & exprimer sa reconnaissance & Monsieur le Professeur J.P.
Gossez pour son soutien et ses encouragements, ainsi qu’au referee pour ses
suggestions concernant le théoréme 2.

2. Préliminaires

2.a.— On appelle N-fonction toute fonction A définie sur R paire
continue convexe, vérifiant : A(0) = 0, A(t) > 0sit > 0et A(t)/y — 0
(resp. — +0o0) lorsque t — 0 (resp. t — +00).

Une N-fonction A vérifie la condition Ay (resp. Ag & linfini) s'il existe
k> 0 (resp. k > 0 et tg > 0) tel que A(2t) < kA(t) V>0 (resp. V t > to).

Nous dirons qu’une N-fonction A domine une N-fonction B (resp. a
I'infini) s’il existe K > 0 (resp. K > 0 et tg > 0) tel que B(t) < A(Kt)
V't >0 (resp. V> t9). A et B sont dites équivalentes (resp. équivalentes a
l'infini) si A domine B et B domine A (resp. & I'infini).
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Soit 2 un ouvert de R™ et A une N-fonction. L’espace de Orlicz L 4(Q)
est I'espace des fonctions réelles u mesurables sur (2 telles que :

/A(@) dz < 400 pour un certain A = A(u) > 0.
Q

On munit L4(f) de la norme (de Luxembourg [12]) :

Iullag = luly =int {3 > 0: [ 4(%)az <1}
’ Q

Rappelons que deux N-fonctions équivalentes (resp. équivalentes a I'infini)
définissent le méme espace d’Orlicz pour tout ouvert Q (resp. ouvert de
mesure finie) de R". On désigne par E4(Q) la fermeture dans L4(Q2) de
Pespace des fonctions mesurables bornées a supports bornés dans Q.

E4(R) coincide avec L 4(f2) si et seulement si A vérifie la condition Ag
(au voisinage de I'infini seulement, si {2 est de mesure finie).

Le dual de E4(Q2) s’identifie & L{£2) ol A est la N-fonction conjuguée
de A définie par A(t) = sup{st — A(s) | s > 0} pour t > 0 (voir [12]).

Le lemme suivant constitue une généralisation de I'inégalité de Holder

(voir [13]).

LEMME 1. [13]. — Soit Q un ouvert borné de R™ et A, B, C trois N-
fonctions.

Supposons qu’il eziste tg > 0 et kg > 0 tel que :
ATI®BIt) < kCTi(t) (VE2>tp).
Alors, pour tout f € Ly() et g € Lg(RN), fg € Lc(N)

et Ifslc < &l fllallsls, X =K(4,B,C.9).

2.b.— Soit m un entier > 1, I’espace d’Orlicz-Sobolev W™ L 4(f) (resp.
WME 4(2)) est 'espace des fonctions u € L4(f2) (resp. E4(2)) dont les
dérivées au sens des distributions d’ordre < m sont dans L4(Q) (resp.
E4(€2)). On munit W™L 4(Q) de la norme

”“”m,A,Q= Z ”Dau"A,Q'

je|<m
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En identifiant W™L 4(£2) (resp. WM™E4()) & un sous-espace de [[ L4
(resp. [I E4) (le nombre de copies dans ce produit est égale au nombre
de dérivées d’ordre < m), on désigne par WL 4(Q) (resp. W{"E4(Q)) la
fermeture pour la topologie faible o([] L4, [] E5) (resp. de la norme de
WME4(Q)) de D(2) dans W™L 4(Q) (resp. W™ E4(Q)).

Nous dirons qu’une suite u; de W™L 4(Q) converge au sens modulaire
vers u € WML 4(Q) s’il existe A > 0 tel que :

o, _ Pa
Via|<m, /A(—Iz—uk/\—pu)dm—»o (k — +00).
Q

La convergence en norme implique la convergence modulaire et les deux
types de convergence coincide lorsque A vérifie la condition Ay (a linfini
uniquement, si {2 est de mesure finie).

2.c.— Soit A une N-fonction et supposons que
+oo 4-1
/ (;r ) dr = +00.
1 rita

On désigne par A une N-fonction égale & A au voisinage de 'infini et
vérifiant (voir [2] lemme 4.4) :

1 2—1
/ ;r) dr < +00.
0 Tl+ﬁ

Définissons maintenant une N-fonction A; par :

— t 2-1
4 l(t)=/ 4 4
0 Tl+ﬁ

et désignons enfin par A; une N-fonction égale & A au voisinage de 0 et &
A; au voisinage de l'infini (voir [2] lemme 4.5 pour la construction d’une
telle N-fonction).

Si too .
/ Al (T)/T1+ﬁ dr = 400,
1

on recommence la méme construction, puis on pose A2 = (4;);, etc...

Soit g(A,n) le plus petit entier ¢ > 0 tel que :

/+oo A7Y(r)
1

1
T1+,—.,'

dr < +o00.
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Le résultat d’immersion suivant est dii & Adams [2] (voir aussi [6] pour le
cas d’un ouvert borné).

LEMME 2. [2]. — Soient A une N -fonction et Q un ouvert de R™ vérifiant
la propriété du céne.

Alors W™L4(Q) s’injecte continuement dans L=®(Q) N C(R) si m >
q(A,n), et dans Ly_(Q) si m < g(4,n).

3. Résultats principaux

Dans toute la suite N(t) désigne une N-fonction vérifiant la condition A
sur R et égale & tlogt sur [e, +00[ (N(t) est par exemple une puissance
de t au voisinage de 0). Nous avons le lemme fondamental suivant, pour
toute N-fonction équivalente & N a l'infini.

LEMME 3.— Soit A une N-fonction équivalente ¢ N d linfini.

On a alors :

1) (4, 2) =2;

2) pour tout ouvert Q de R2, si u et v sont d supports compacts dans Q
et appartiennent d L4, () alors le produit u - v € L 5(R).

Démonstration. — Il est clair qu’il suffit de raisonner dans cette démons-
tration avec N a la place de A et avec N; a la place de A;.

1) Un calcul simple permet de voir que :

N7(2) ite et tient 3]0, +oo|
t—»?oo t [lOgt]_l e ot apparhient & el
A e _dt d
insi, i , N,2)=¢q(4,2)> 1.
1nsi, comme : \/Z log iverge, ¢( ) q( ) =

D’autre part, le comportement pour ¢ tendant vers +oo de l'intégrale

t N-l t r
/ ——1—(—1T—) dr  est le méme que celui de / dTI / du ,
e lt3 e ;1435 Je Vulogu

ona:
/t dr /" du __2/t du Z/t du
e 143 Je Vulogu "/, ulogu & J. ulogu
= 2log(logt) — A\
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B_/t__.d."_ <2 [fdu
VtlJe Vulogu = Vit Je Vu =

avec 0< )\ = 4.

Dot :

400 -1
/ ——L—(—Tld‘r=+oo et g(N,2)=4q(4,2)=2.
€

1
1'1+?

2) D’apres le lemme 1 il suffit de montrer qu’il existe tg > 0 et k > 0 tels
que :

[N < V> to

kt
logt’

c’est-a-dire :

t du log t e% t %
- = CAdr<k|—
/e Vu logu /1 T dr < k[logt] pour ¢ grand

ou encore :

u e% e%
/ — dr € k—= pour u grand.
1

- TS

Or, nous avons :

leZ eZ(1—r-1 T
el Se a-r )=[_e ] Vr>2,
4 7T 2r T
1 [¥e? 3
d'on : -/ Car<& vux2.0
4 2 T '\/‘!7

Les théorémes suivants constituent des résultats d’approximation de
type “Hedberg” dans les espaces d’Orlicz-Sobolev construits a partir de
Llog L(R) lorsque © est un ouvert de R2.

THEOREME 1. — Sotent m un entier > 1, A une N-fonction équivalente
i N & Uinfini, Q un ouvert de R? vérifiant la propriété du cone et u €
WmL 4(Q).

Alors, il eziste up, € W™L4(Q) N L®(Q) & supports compacts dans
telle que :

() luel <lu| et up-u>0p.p.

(i) u converge vers u au sens modulaire.

Démonstration. — D’apres le lemme 3, ¢(A4,2) = 2. Nous sommes donc
conduits a distinguer deux cas.
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Premier cas : m > 2

Soit 7 € D(R?) telle que 0 <15 < 1, n = 0 en dehors de la boule unité et
7 = 1 dans un voisinage de 0.

Posons ny(z) =n(T/¢) et ug = uny (z € R? et £ € N*).

D’apres le lemme 2, uy € L°°(Q2). D’autre part, on vérifie sans difficulté
que uyp € WML 4(R) et que uy converge vers u(£ — +00) au sens modulaire
dans W™ L 4(Q) (voir [4] et [8]).

uy satisfait clairement les autres conditions du théoréme.

Deuziéme cas : m < 2

Le cas m = 1 est traité dans [9], et peut étre aisément tiré des calculs
qui suivent.

Supposons donc m = 2 et considérons la suite u, construite ci-dessus.

Soit H une fonction de D(R) égale a 1 au voisinage de 0, telle que
suppH C]—1,+1[et 0 < H < 1. Posons :

upo(z) = H (“‘,(c’“") ) ug(z), z€QetkeN*.

Nous utiliserons dans la suite les notations suivantes :
0 0 "

D;j=-— e Dji=—— =1, 2.
YT O € Y Oz;0z;’ b J 2

Il est clair que |ug ¢| < k, ug o] < |u| et que :

ugg—ug (k— +o00) dans Ly(Q).

. — 1 I ul . Ut .
De plus, comme D;uy o = p H (?) Dijug-upg+ H (7) Djuy,
donc : D;ug g — Diuy p.p.dans Q@ (k— +00)
et | Diup g| < C|Djuy.

D’ou :
D;uk’( € Ly(Q) et Diuk,t —+ Dijug dans Ly(R2) (k — +00).
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D’ :
autre part nous avons :

1 u 2 u
D juke = ﬁH" (',f) Djug - Djug-ug + EHI (f) Djug - Djuy

+ %H' (%) D,‘jut cug+ H (L;—t) Dijut .

Ce qui implique, d’une part que :
Djjuy ¢ — Djjuy p.p. dans Q (k- +00)
et d’autre part que :
|Dijurel <€ (IDiug- Djuel +|Dijuel) p-p.
ce qui montre, d’aprés les lemmes 2 et 3, que Djjug ¢ € Ly(£2), et que :
Djjuk ¢ — Djjug (k— 400) dans Ly(f2) (N étant Ag).

D’ou en définitive, ug ¢ — ug (k — +00) en norme dans W2Ln(Q).

Cette derniére convergence, ainsi que la convergence de uy vers u au sens
modulaire impliquent I’existence d’une suite extraite de uy ¢ qui converge
au sens modulaire vers u dans W2L 4(£2), (voir la démonstration du théo-
réme 4.1 de [4]). O

THEOREME 2. — Soient m un entier > 1, A une N-fonction équivalente
¢ N 4 infini, Q un ouvert de R? vérifiant la propriété du segment et
u € WIPL (). Alors, il eziste up, € WL 4(Q)NL>®(R) d support compact
dans Q telle que :

(i) lugl <|u] et up-uw>0p.p.

- (3) up, converge vers u au sens modulaire.

Démonstration. — n, ny et H sont définis comme dans la démonstration
du théoréme 1.

On distingue la encore deux cas.

Premier cas : m > 2 =¢(A,2)

On voit de méme que la suite uy = u - 7y vérifiant les conditions du
théoreme 2.
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Deuziéme cas : m < 2= ¢(A,2)
Nous considérons uniquement le cas m = 2 (pour m = 1 voir [9]). Posons :

~ y_Ju(z) sizeQ
"(w)_{o sizel’

ug=u-n et upe(z)=H (@) “uy(z).

Puisque u € WZL 4(Q), donc & € W2L4(R2).

De plus des calculs identiques a ceux de la démonstration du théoréme 1,
montrent que ug ¢ € W2L 4(R2) et qu'il existe une suite extraite de Uk ¢ qui
converge au sens modulaire vers & dans W2L 4(R?).

Il est clair qu'il suffit pour conclure de vérifier que u 4 € W02L 4(Q), pour
tout k,¢ dans N. Les autres conditions du théoréme 2 étant évidemment
toutes vérifiées.

En effet, on pose pour simplifier v = Uk g-

Par définition de la propriété du segment, il existe un recouvrement
ouvert localement fini {(’)5} de O et une suite correspondante de vecteurs,
{yi} tels que pour tout z € TN O; et tout ¢ € 10,1], z + ty; € Q.

Si le support K de v, qui est compact, est inclus dans €, alors une simple
régularisation de v permet d’obtenir le résultat (voir [7] lemme 1.6).

Sinon, K rencontre 9 et en utilisant une partition de 'unité on est
ramené au cas ou K C O; pour un certain .

Posons alors dans ce cas vi(z) = v(z —ty;), t € ]0, 1].
D’apreés la propriété du segment le support de v; est inclus dans Q.

Ainsi, comme v; € W2L4(R?), alors en régularisant, on voit que v; €
WgL A(R). 1l suffit maintenant pour conclure d’utiliser le fait que v — v
(t — 0) dans W2L 4() pour la topologie faible o([[ L4, ] L~) (d’ailleurs
vt — v pour une convergence plus forte : la convergence modulaire [8]). O

4. Remarques

Remarque 4.1.— On peut voir sans difficultés que la méme méthode
de démonstration permet d’obtenir des théorémes analogues pour toute N-
fonction équivalente & l'infini & tlog”¢ (y > 0), tlog(logt). ..
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Remarque 4.2. — Notre construction de I'approximation de type Hed-

berg s’applique aussi au cas limite u € W™P(2) avec :

n=mp, p > 1et Q un ouvert de R™ vérifiant la propriété du cone.

En effet, soient 1y et H les fonctions définies dans la démonstration du

théoréme 1. Posons
w=u-n (L€N)

upe(z)=H (ut(a:)> ug(z), z€N, keN*
Nous avons pour tout |a| < m :
Dauk’t = z Cg . Dﬂ [H(% ul)] Da_ﬂut + H(% ut)Daut
0<fB<La
et

2 [ (}u)] = £ 5 1 (o D
A

ot la somme dans (2) porte sur des indices A € N tels que :

A
1<AS|Bl et Y lwl=18l
i=1
(voir [3] pour une démonstration par récurrence de (2)).

Ce qui montre en particulier que D*uy ¢ — D%uy p.p. dans {2
D> Py, e wmlalHBl.r(Q) et DYiuy € wm=hil.pqy,
D'on : D* Puye LI(N) et DYiuy € LPi avec:

1_1 m—Jo+]8l , 1_1_m=hil
q p n Di p n

Ce qui implique d’aprés (1), (2), 'inégalité de Holder et le fait que

A
m—|al 1 1
_ =_+§ —
n ¢ Dpi’

’ﬁl'—‘
"Ul'-‘

D%y € LP(Q) et ugg—uy (k— +oo) dans W™P(Q).0
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5. Applications

Les approximations décrites dans les théoréemes 1 et 2 permettent de
résoudre des problémes aux limites associées aux équations fortement non-
linéaires de la forme :

Y. (CD)FDa(w, Yy, , V™) +g(z,u) = f (z€9Q)  (3)

le]<m

) étant un ouvert de R2, avec des coefficients A, ayant une croissance
logarithmique en u et ses dérivées, et une fonction g sur laquelle on ne
suppose aucune hypothése de croissance, mais seulement une condition de
signe (voir [4] et [5]).

Les théoremes permettent aussi de résoudre le probléme (étroitement
lié a (3)) de Brézis-Browder sur l'action de certaines distributions de
W=mLH), A étant une N-fonction équivalente & tlogt & l'infini et Q
un ouvert de R? (voir [4] et [5]).
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