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Majoration en norme holderienne
de la résolvante du laplacien
dans un ouvert avec coins

MouaMED Naimi(l)

RESUME. — Dans le cadre des espaces de Holder, on considere I’opéra-
teur de Laplace avec conditions de Dirichlet dans un ouvert plan polygo-
nal. Utilisant les techniques des espaces de Morrey-Campanato, on établit
une majoration de sa résolvante.

ABSTRACT. — In the framework of Holder spaces, we consider the
Laplace operator with Dirichlet conditions on a polygonal domain. Using
Morrey-Campanato spaces technic, we prove an estimate of its resolvent.

1. Probleme

Soit © un ouvert borné de R? dont la frontiére T est la réunion d’un
nombre fini de segments de droites I‘_,-, 1 <j £ N,oulj est un segment
ouvert. On note S; . 'extrémité commune a I; et I si elle existe. On désigne
par wj i la mesure de I’angle fait par I; et I, en S; ¢ vers l'intérieur de §
lorsque T; N Tj; # 0. On pose w = sup{wj; | [j N T # 0}. On suppose que
0 < w < 27 et dans toute la suite v désigne 7/,.

Apreés rotation et translation, on place le sommet correspondaht al’angle
de mesure w & 'origine de telle sorte que I'un des c6tés, Iy, soit porté par
Paxe des z (voir fig. 1).

Le but essentiel de ce travail est de démontrer que la résolvante du lapla-
cien admet, dans ’espace de Holder Cg‘(ﬁ), 0 < a < v, un comportement
en |A|~! pour R\ > 0.

(1) Mohamed Najmi, I.M.S.P. Parc Valrose (Math.), 06034 Nice Cedex (France)
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Les espaces utilisés sont les suivants :
a) C%(Q), noté C(R), est l'espace des restrictions & © des fonctions
continues sur R2. Muni de la norme :
w s oo = sup{lu(a)], = € T,
C(%Q) est un espace de Banach;
b) CA(), 0 < B < 1, est le sous-espace des u € C(N) telles que :
[v] 55 = sup{lu(z) — u()llz —y| ™ ; 2,y € R, 2 #y} < o0.
Muni de la norme u — “"”Cﬂ(ﬁ) = "““ooﬁ + [u]ﬂ 00 CA(Q2) est un
espace de Banach.
On rappelle que la norme u — “"”ﬂﬁ = ”u”LZ(Q) + [u]ﬂﬁ est
équivalente a ||u|| Ch(@)

c) CO@) ={ueCP@), u=0sur T}.

Le résultat fondamental est donné par le théoréme suivant.

THEOREME 1.1. — Il existe une constante C telle que pour tout A € C
avec RA > 0 et u solution du probléme de Dirichlet :

u€HG(Q) et —Autdu=g avec g€C§Q),0<a<v.
Alors :
— -1 _
lelleg @) < CX lgllog @ - (1.1)

Plusieurs auteurs se sont intéréssés & ce genre de probléme pour des
opérateurs elliptiques, dans des ouverts réguliers et dans différents espaces.
Agmon [3] et Sobolevski [15] dans les LP(2), Tanabé [18] dans les espaces
de Sobolev, Stewart [17] et Acquistapace-Terrini [2] dans les espaces de
fonctions continues C(§2), Campanato [7], [8] et von Wahl [19], [20] dans les
espaces de Holder. Dans les polygones, ce résultat est étudié par Adeyeye
[1] dans les LP(R?), Grisvard [11] dans les W™P(Q), p < co et Grisvard [12]
dans C(Q).

Lorsque la donnée n’est plus nulle sur le bord, von Wahl [19] & démontré,
pour des ouverts trés réguliers et des opérateurs fortement elliptiques d’ordre
2m, m > 1, & coefficients C2™#, 0 < 8 < 1, en utilisant les méthodes
d’Agmon [3] et d’Agmon-Douglis-Nirenberg [4], une inégalité du type :

B -
I+llos + I ¥l < O {lolong + W ¥lsllom} 12
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Par un contre-exemple dans [20], I'auteur montre que le laplacien ne
génére pas de semi-groupe analytique dans CP(Q). Récemment, dans [5],
Bolley, Camus et Pham The Lai ont prolongé le résultat de Campanato en
montrant comment intervient la trace de la donnée holdérienne sur le bord
de €2 lorsque ce dernier est assez régulier.

2. La technique

La technique qu’on se propose d’utiliser ici est celle des espaces de
Morrey-Campanato comme dans [7]-[8], ot pour des ouverts de classe C2
et des opérateurs fortement elliptiques d’ordre 2 a coefficients continus,
Campanato établit I'inégalité (1.1) dans Cg (), 0 < B < 1, en se basant sur
Iisomorphisme entre £2:2+28(Q) et CA(1QY), les inégalités variationnelles,
celles de Caccioppoli et quelques lemmes algébriques.

Espaces de Morrey-Campanato

a) On désigne par |z| la norme de z dans R" et soit :
B(zg,r) = {z €R"; |z —zo| < r}.
Si G est un ouvert de R", on pose :
G(z9,7) = B(zg,r)NG et Gr=B(0,r)NG.

b) Soit G un ouvert de R™ de mesure positive notée |G| et u : G — C.

On note ug la moyenne de u sur G définie par :

ug 1= IGI'ILu(x)dz,

Uzo,r la moyenne de u sur G(zg,r) et u, cette moyenne lorsque
zg =0.

c) DEFINITION. — Soit G un ouvert borné de R™ de diamétre dg. On
désigne par L2H(G), 0 < p < n+2, Pespace des u de L(G), vérifiant :

[u] iz,n(a) =

=sup{r"“/ Iu—uzo,,.|2d:c,moeG,0<r<dg}<oo.El
G

($0>")
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On a le résultat suivant.

LEMME 2.1. (cf.[6]). — i G a la propriété du cine et 0 < 8 < 1, alors :
ue L2M(G) 5 ueCP@) et [u], 5 < Clu] g2.240(g)- 0 (21)

Remarque. — On verra en appendice que ce lemme reste valable dans le
cas de certains ouverts fissurés.

3. Quelques rappels

i) Une majoration variationnelle classique

On a le lemme 3.1.
LEMME 3.1.— Soit V une sous-espace de H(G) tel que :
H§(G) CV C HY(G) muni de la norme induite.

Soit g € L*(G) et A € C tel que R\ > 0. Alors la solution u du probléme :

uevV, /Vquz+/\/u5dx=/gvdx, VveV (3.1)
G G G
vérifie inégalité a priori :
-1
||“||c2(a) < K| ”g”U(G)
ot K ne dépend pas de .
i1) Une inégalité de type Caccioppoli (cf. [7]-[9])

On donne cette inégalité dans le cas ou 'ouvert G est ,.
Soit V; = {u € HY(Q,) ; u =0 sur |z| =r}.
LEMME 3.2. — Il eziste une constante C telle que pour tout A € C avec

R >0 et v e HY(Q,) solution du probléme :

Vo Vudz +/ vudr =0 pour tout u € V.,
Q, r
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alors, pour tous lesp et o tels que 0 < p<o <r,ona:

2
/ |Vo|2de < 0(3) (0 —p)2 / o — vo|? dz. (3.2)
Q, ' p Q

-4

Démonstration. — On adapte ici la démonstration donnée par exemple
dans [8] pour un ouvert régulier.

Soit § € C®(R2?),0 <6< 1,80
V8| <C(o—p)"L,0<p<o<r.

Soit a(v, ¢) = / Vv Vepdzr + A/ v@ dz, pour tout ¢ dans V.
Qr Qr

1 sur Qp, § = 0 sur R? \ Q, et

fl

On pose : M(r)/ 0%de et vg,:M(r)"l/ 6%v dz.
Qr "

Par un calcul direct on obtient :

a) || < M(o), pour tout p < o;

b) / 02v(v —vgo)dz = / 6%|v — Ua,a|2 dz.
Qo Qo

—vg |2 dz o)1 2 v(x) —v
O [ b-veltaz< [ M) [ ) - oiw)

< 19, |M(0)"! /Q 12| /Q lo(z) - vo(y)[* dy da

2
dz

<CI0IM(@) " [ [o(a) = vo[* da

< C(%)2L0|v(z) - v,|2dx.

Majoration de pr |Vv|? dz

On pose ¢ = 62(v — vg 5 ). Alors ¢ € V. Comme a(v,$) =0, 0n a :

/ 6%|Vo|? dz + ,\/ 62l — vg o | dz = -2/ 8- Vv Vé(v - vg,)da.

Qo Qo QU
Pour € > 0, il existe une constante C(¢) telle que :

/ 62|Vl dz + §R/\/ 62 — ’09’0|2 dr <
Qo Q.
< e/ 62|Vo|% dz + C(e)(o — p)_2/ v — 'vg’,,l2 de.
Qo Qo
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Pour € assez petit et RX > 0, on déduit que :

4

/ |Vv|*dz < C(o — p)~2 / lv—vgol*de.
Q, Q
Ce qui achéve la démonstration du lemme 3.2 grace a c).

i) Un lemme algébrique (cf. [6])

LEMME 3.3. — Soient ¢ et ® des fonctions positives définies sur |0, d],
® croissante, et sotent A, v, B des constantes positives avec [ < 7.
Supposons que pour tout t dans |0, 1[ et tout r dans |0, d], on a :

é(tr) < At’%(r} +rP&(r).

Alors pour tout e € |0, v — B[, pour tout t dans |0, 1| et pour tout r dans
10,d[ :
$(tr) < AtTS(r) + K (tr)P(r).

ot K ne dépend ni de v ni de t.

i) Une inégalité de Poincaré (cf. [10], [14])

1l existe une constante C telle que pour tout ouvert G de R™ borné non
nécessairement convexe et tout v € H1(G) :

”v - vG“Iﬂ(G) < C(n) dG"VU”L7(G) :

4. Majoration préliminaire de la résolvante du laplacien
dans des espaces de Sobolev relatifs & L?

THEOREME 4.1. — Soit Q ouvert polygonal décrit au paragraphe 1. Soit
w € H}(Q) solution du probléme

—Aw+dlw=fo+0:f1+ 6yf2 . (4.1)

Il existe p avec :

2 <
<p"’1—1/

tel que st f; € LP(Q), 1 =0,1,2, alors w € Wl”’(Q).

(4.2)
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De plus pour A € C tel que R\ >0, on a :

1
A lwll go gy + IMZ (V]| gy <

1 (4.3)
< C{”fl)”m(a) +A12 ("flnf,r(n) + ||f2"Lr(ﬂ))} '
(Oz est la dérivée partielle par rapport é z).
Démonstration. — On se restreint pour la démonstration a Q; de la

figure 1 ci-dessous.
- L’existence et 'unicité d’une solution sont démontrées dans [13].
- Lorsque f; et fo sont nulles, la majoration 4.3 est donnée dans [11].

— Les variables = et y étant interchangeables, on va supposer que
fo = f2 =0, on note f = f; et on montre que :

1
2wl gy + IVell oy < ClFll ooy - (44)

La méthode de dualité de Sobolevskii appliquée & ’équation en w permet
d’avoir le comportement en A de la norme de w dans LP mais pas celui de
son gradient.

Pour cela, on compare w & 9zv ol v est solution du probléme
—Av+ v = fdans IP(Q), v=0sur}, Ov=0suwrI'\Ik. (4.5)

Dans le cas ou p vérifie (4.2), d’aprés [13], ce probléme admet une solution
unique v € W2P(Q) vérifiant :
i) Ozv = w;

ii) il existe une constante C telle que :

lollwes < € {l1avll oy + 1ol oy } =

(4.6)
=C {"f - ’\”"Lr(n) + ”””Lr(n)} .

Il suffit donc de majorer "v” L7(Q) et par interpolation on aura celle pour

le gradient.
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Majoration de ||v"L,,(Q)

On multiplie ’équation (4.5) par la fonction de dualité v* = |v[P~27 et
on intégre ensuite par parties. Comme v € W1P(Q) alors v* € W294(Q),
Yp+1l/g=1v"=0sur }.

Vo' =2 o2V + (2 - 1) pPr~t?Vo.
Ona:

L(—Av+kv)-v"‘dX=Lf-v*dX

- /9 Vo Vo*rdX — /F (9nv) - v* ds + A||v[[ 75
/ Vo - Vo* dX =
Q

_P / VoPop-2ax + (2 -1) / P45 (Vo)2 dX
2Ja 2 Q

Onv est la dérivée normale vers l'extérieur de v et Jrv est la dérivée
tangentielle de v. On pose : '

R= / (Vol2jp]P-2dX et Z= / P~ 452(Vo)2 dX .
Q Q

Ona:
|Z| <R etdonc R+RZ>0.

Puisque 9,v = y9,v—adrv = 0sur I. Alors 9pv = fOrvsurTou g = ay~ L.

Comme v = 0 sur I; alors ;v =0sur [3. On a:

/(3,.v)v* ds = ﬂ/ (Orv)v*ds = / [v|P~%5(8rv)ds.
r T\I}; I\

R (/ [v|P~25(8rv) ds) = l/ (0r|v|P)ds =0
'\ p I\I:

v étant nulle aux deux bouts de I \ I}.

Pour A >0ona:
Rt (2-1) RR+2) + Mol ey = §R/Qf-v*dX <
o [ [ e
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D’ou :
”””Lr(n) < ’\—lllf"LP(Q) . (4.7)

L’inégalité (4.7) est vérifiée pour tout A > 0 et avec une constante égale & 1.
Par conséquent elle ’est aussi pour tout A tel que ®A > 0.

Comme conclusion de (4.6) et (4.7) :

"”"W?m(n) <c¥||f "LP(Q)

et alors 1
IV0ll oy < CINT 2151l 1o () -

D’ot le résultat annoncé.

5. Une majoration au voisinage de I’origine
On se rameéne ici au cas de 'ouvert
Y ={z=pe?, 0<p<1,0<b<w}
et on va établir la proposition suivante.

PROPOSITION 5.1.— 1l existe une constante C telle que pour tout t dans
10, 1[ et u solution du probléme de Dirichlet :

u € Hj(1), —Au+iu=geCYO).
Ona:

% lu - uell g,y < O gl (5.1)

Démonstration. — On sera amené & poser dans Qr, r < 1, u = v+ w, ol
w vérifie le probléme :

weH (), -Aw+lw=g

et ou v vérifie : :
v € HA(Q), —Av+iv=0. (5.2)
Avec HY(Q) = {v € HY(Q,), v=0sur I} et b}.

La majoration de la contribution de v & 5.1 utilise la proposition 5.2.
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PROPOSITION 5.2. — Il eziste une constante C telle que pour toutr < 1,
pour tout t € 10, 1[ etv e WIP(Q)),2<p< 2/(1 - v), solution de (5.2)
ona:

_2
Vol 2y < Clp)t' ™7 Vel L2 (g, -

Démonstration. — Par homothétie, il suffit de démontrer la proposition
pour r = 1/9,

o Soit t < 1/9 et § € C®(R?), 6 = 1 sur B(0; t/2), & = 0 en dehors de
B(0;1/2), V6] < C et |A8] < C ot C ne dépend pas de t. On pose
h=6v.0na:

h=8v € WoP(Q2)
—Ah + A = vA6 — 2D, (vD;8) — 2Dy (vDy8) € LP(Qy ) -

3 1—2
Par Holder : [|Vol| 2, ) < C1t' P[|Vo]| (g, )

2
<Cit P ”Vh"LP(Q]/z) )

Par le théoréme 4.1 et pour R\ > 0 et |\| > ¢, € > 0 trés petit :

”Vh“LP(Ql/z) <G {"”VGHLP(Qm) + ””Aenu(nl,,)}
< s {llollzn(q ) }

Par Sobolev et Poincaré :

”v“LP(Ql/z) <Cy {”V”"m(nl,z)}

1-2
et donc : ”V””Lz(ﬂ,/z) <Ct PHVUHLz(Ql/z) .

Ot les constantes C; et C' ne dépendent pas de t. C’est le résultat
annoncé pour ¢ < 1/9.

1+

—14+2 -2
ePourt>1/20na:t P <2'7F et alors :

1-2 1-2
||V”||L2(n,,,)52 Pt ”“V”"Lz(nl,,)

1-2
<t Bl -
La proposition est donc démontrée pour r = 1/9.
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e Pour r dans ]0, 1], on va I’étabir par homothétie.

On pose k(y) = v(2ry) avec y € Q9 et donc z = 2ry € Q.
—Ak = (2r)2{-Av(2ry) + Mv(2ry) — Mv(2ry)} = —(2r)2)k(y).
On a donc —Ak + 4r2)\k = 0 dans /2 et k=0sur I} . Dot :

l——
"Vk"L’(ﬂ,/,) "Vk"Lz(ﬂl/z)

Or pour tout ¢ : ||Vk”p(g‘/2) = "V”"L’(Q")

_ 1——
Donc : Ilvv"p(g") "V”"Iﬂ(ﬂ )*

Démonstration de 5.1.— En ce qui concerne la contribution de v, on a
I'inégalité de Poincaré :

l[v = va,,, "L’(ﬂ:m) = Cllvv"”(ﬂxrlz) '

Par la proposition 5.2 : ”Vv"L,(Q"“) < Ctl—_ "V""L’(Q 1)

Par Caccioppoli : "Vv” 2@
Au total :

- 2) S CT 1“1} — er”L’(Qr) .

92
v - va,,, "52(9,,,,) SCtTP o= vl 2,y -

Par la majoration habituelle de la solution d’un probléme variationnel,
la contribution de w est donnée par :

lw = werll 2 gy < Cllwll 2y < CNT 9l 220y -

Revenant & u, on obtient :
lle = werll 2,y < o = veell 2@y, + o = wirll 2y,

2__
<o {f o= ol + o~ w3 }

2-3 ,
c{f Hlu = wrllaay + £l — wrll g,y + o =l o, |

22
O = wll g,y + oo = wrllaca,y |

AN

IA
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car de maniere générale, si B est un ensemble de mesure positive et B C A
ona:

flu~ "B”L2(B) < lu~ “A“LZ(A) . (5.4)
e On conclut que :

922
=l < O {2l = el gy + o = wrl o )

92 . _
<C {t p“u - Ur”Lz(Qr) + Al lllg”Lz(er)}
_2
<cth [lu — u"'le(Qr) +OrreAT [9]a,ﬂ_r’

car ¢g(0) = 0.

e A ce point, on applique le lemme 3.3 avec : v = 2 — 2/p, B=1+a,
o(r)=|u- u""L’(Qr) et ®(r) = C|A|7! [-‘7]a,9_,' On obtient :

_2
[lw = wirl| 2,y < Ct* P ||u— trl| 2,y + )TN d], o
Doupour a < v :
)+ u—ute| g, < OO+ fu— | g, +KCNT [g],, -

En particulier si 7 = 1, on obtient (5.1). 0

6. La démonstration du théoréme 1.1

Elle consiste surtout en la majoration de la semi-norme [u] £2,242a(Q)
Clest-a-dire de p~# fﬂ(to,p)lu - u,o,p|2dz, avec r9 € 2 quelconque et
0 < p<dgq. '

Pour ce faire on se raméne au cas de l’ouvert :

Ql={z=peio,0<p<1,0<0<w}.
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Il y a quatre cas possibles (voir figure 1, ci-dessous) :
a) B(zg,p) C N et donc Q(zg, p) = B(xo, p)-

b) zg # 0 et 0 & B(zog, p).

c) g # 0 et 0 € B(xo, p).

d) z9 =0.

Fig. 1

Les cas a) et b) ont été étudiés par Campanato [7], [8]. Le cas c) se raméne
au cas d) en utilisant (5.4). Enfin le cas d) a été étudié au paragraghe 5.

Au total, on obtient :

—2(14a)
9(30 rp)

4 Iu(y) - uzo,Plz dy < CI'\I-2"9"2C¢:(91) pour zg € {2y .

Le lemme 2.1 implique alors la majoration (1.1) O

Remarque 6.1.— Dans son article [12], Grisvard a montré le résultat
suivant.

THEOREME 6.2. — Pour § > 0, il existe une constante K telle que la
solution u de :

u€ HY(Q), —Au+Iu=g dans C()
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vérifie la majoration :

1
INZ||Vug|l o + M [furll, + N Elel < K]lg]|,

pour tout X tel que |arg \| < m — 6. ¢ étant la constante intervenant dans la
décomposition de u en partie réguliére up et en partie singuliére (cf. [12).

Comme corollaire & ce théoréme, on a :
COROLLAIRE 6.3.— Pour tout f < v, tout § > 0 et tout \ tel que
|arg A| < 7 — &, il existe C telle :

Il g < O 2 ol -

Comme conséquence du théoréme 1.1 et du corollaire 6.3, on obtient par
interpolation linéaire le théoréme suivant :

THEOREME 6.4. — Il eziste une constante C telle que pour tout A € C
avec R\ > 0 et u solution du probléme de Dirichlet :

u€HQ) e —Aut+du=g, avecge C&Q),0<ax<v.
Alors :
-
< O o]

“"”cg(ﬁ) -

En d’autres termes, le comportement en |\| de la résolvante du laplacien,

e) oy —Q
en tant qu'opérateur de C§(2) dans C{,’(Q) est de 1'ordre de |A|‘1+%—, O

7. Appendice sur les ouverts fissurés

La propriété du cone n’est plus vérifiée dans le cas ou G est le disque
unité de R? avec fissure (w = 27) (cf. [10]). On a : .

G ={(z,9), $2+y2$1,z<0siy=0},

DEFINITION 1.7.— CP(G) est Uespace des fonctions continues sur G
vérifiant : il eziste une constante C telle que :

|u(z) - u(y)| < Cdg(z,y)?
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pour tous = et y dans G. dg est la distance géodésique dans G ; c’est-d-dire
que dg(z,y) est le plus court chemin qui joint ¢ d y en restant dans G. O

On pose :
4 G1={z=r‘e"o,0<r<1,0<0<37f/2}
Gy={z=re?, 0<r<1,7/y<0<2r}
et G = G1 U Gy; et chacun des deux a la propriété du cone. On a :

wueClG) & wu;eCP(G)),i=1,2etui(z,0)=uyz,0), z<0.

LEMME 7.1.— Si G est le disque unité de R? avec fissure, alors :

ue L2(G) 5 ueC?(G) et |ullpg < Clu] ppasang)-

Démonstration. — Soit u dans L2#(G), alors la restriction de u & G; est
dans L2#(G;). En effet, il existe K telle que pour tout z dans G et tout r
dans |0, 1]

/ |u(y)—uz,,.|2 dy < Kr¥.
G(z,r)

Montrons pour la méme constante K, pour tout z dans G; et tout r dans
]0,1[ quona:

/ Ju(y) — uG,-(z,,.)lz dy <4Kr#.
Gi(z,r)

On pose A4 = G(z,r) et B; = Gi(z,r)-i =1,2. On a A D B;. Sachant que :

(u—uA)B,- =up; —uj,

Il vient :

|« — us, ”Lz(.B;) <lu- “A||L2(B,~) + “ (u— “A)B.v L*(B))
1
< llu—wall gy + | (u = wa) g, | 18312
1
< (Kr#)2 + flu— “A||L2(B.~)
1
< 2(K1"‘)2 .
D’ou ung € L2#(G;) qui est inclus dans C%—I(G_,-) et donc
Yot i(e)}
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