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Majoration de la norme des facteurs
d’un polynome

PHILIPPE GLESSER())

RESUME. — Le but de cet article est de donner une nouvelle majoration
de la norme des facteurs d’un polynéme i coefficients complexes. Outre
son intérét théorique, une telle majoration est utile pour les algorithmes de
factorisation des polynémes.

ABSTRACT. — The object of this paper is to give a new upper bound for
the norm of factors of a polynomial with complex coefficients. Besides its
theoretical interest, this kind of bound is useful in algorithms for polynomial
factorisation.

1. Introduction
Dans cet article on utilise les définitions suivantes :
Soit F un polynéme a coefficients complexes, F = "7 a;X i on note :

H(F) = max |ag;], la hauteur de F,
i=0,1

=Vu,1,...,

n
L(F) = Z |ai], la longueur de F,

i=0
1
n 2
et ||F|l2 = (Z |ag|2) ,la norme de F.
i=0

Dans la suite on considére deux polynémes P et @ & coefficients complexes,
P=amX™+am1X™ '+ +ag,
Q=5 X" +ba1 X" 14+ b,

P étant un diviseur de Q.

(1) Ph. Glesser, Université Louis-Pasteur, 7, rue René-Descartes 67084 Strasbourg
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Le but de cet article est de majorer la longueur, la norme et la hauteur

de P, en fonction de la norme de Q. On utilisera pour cela un lemme di 3
A. Granville.

2. Résultats intermédiaires

Cette partie comprend 1’énoncé et la démonstration de deux lemmes et
de deux corollaires nécessaires & la démonstration du résultat principal de
cet article qui se trouve, sous forme de théoréme, dans la troisitme partie
du papier.

LEMME 1.— Soit P un polynéme d coefficients dans C :

PX)=ay+a1 X +---+a,X™.

Or pose : (X+a)P(X)=bo+b1 X + -+ b1 X™H,
et (@X +1)P(X)=co+c1X ++ + Cppr X™HL,
Alors : [(X 4+ a)P(X)l2 = [|(@X +1)P(X)|l2,

et de plus si |a| < 1, alors :

k k
Ml > |2 (0<k<m).

=0 =0

Preuve.— Ayant poséa_; =0et a1 =0,0na:

b =a;_1 +aa; et ¢; =qa;—1 +a;, pour0<i<m+1.

k k
Donc: Y |eil* =) (@ai_1 +a;)(adi1 + @)
i=0 i=0
k
= (lof? |ai-1? + T@ma;_1 + ;@7 + |a;[?) .
i=0
k k
Tandis que : Y _ [5;[% = ) (lai—1|? + aa; &7 + @@rai—1 + |of? |ai]?) .
i=0 =0
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k k

Ainsi : Soleil? = 3 1bif? = lagl? — lof? |ag[?

1=0 =0
= (1 - |af)lax/?.

Ceci démontre la premiére assertion en faisant £ = m + 1, et la seconde
pour 0 < k < m, lorsque |a| < 1.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du lemme 1.

COROLLAIRE 1. — Soit P un polyrnéme d coefficients dans C :

PX)=am(X+e1)...(X+am)=ao+a1X +---+amX™.

On pose : ﬁ(X) = am H(a_,-X +1) H(X +a;), ot S est un sous-ensemble
S -

S
de {1,2,...,m} tel que sii € S, |a;| < 1, S étant son complémentaire dans

{1,2,...,m}.
_ k k
Alors:  [Pla=IFlz et S f@P2Y e, ©<k<m)
i=0 1=0
(les @; sont les coefficients de P).

LEMME 2 (A. Granville). — Soit P et Q deuz polynimes 4 coefficients
complezes :

P=anp(X+a1)...(X+am)=amX™+---+ay.
Q=bn(X+(11)...(X+Oln)=ann+...+b0’ n>m, by #0

(autrement dit P divise Q).
On suppose que |a;| > 1 (m+1<1:<n). Alors :

j ..
J—t+n—m-—1)\lag .
| < . — <1< .
ol < Sl (P ) ] 0<ism)
Preuwve.— Ona: P =20 1 1 Q.

bn (X +ame1) (X +an)
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Or 1 _ ! -1 1_£+(£)2+..
X +a; ai(X/a,-'*'l) T a; o; a; ’

ce qui entraine que :

1 2, y3
€ (1 + X+ X2+ X34 ...
X +o; Iail( * * )
(5i U = ¥, 50unX™ est une série formelle & coefficients complexes et
V = 3 ,.5>0vnX" une série formelle & coefficients réels positifs ou nuls,
on dit que V majore U et on note U <« V, si [un| < v, pour tout n positif
ou nul). Donc :

ag
ce qui entraine que :

(Z ("“'"f“"" 1) X") (Ibol + -+ + [ba]X™),

i>0

P (14X + X2+ X34 ™([bg| + - -« + [ba| X ™),

a9

Pk %

et par conséquent que :

> (}ilbil (" 1)) X3,

>0 \i=0

a9

P
bo

d’ou I'on déduit finalement que :

j .
ag n-m+j—1-—1
i| <= b; ST .
o) < o] Sopwl (")
=0
COROLLAIRE 2. — Soient P et Q deuz polynomes d coefficients com-

plezes :

P=an(X +a1)...( X +am)=amX™+--- +ap
QZ-' n(X+a1)...(X+an):an”+...+b0’ n>m, bo#O.

Alors : laj] < 2

(“';"")uouz 0<j<m).
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Preuve. — Soit :

Q=b [ X+a) [ @X+1).

lei|>1 Jei|<1
ou et
i<m >m
. ag —1 4+n— -1
D’aprés le lemme 2 : |aj| < [= Zolbl( j—i )’
=

ol les b; sont les coefficients de Q.

On vérifie que |bg| < |Zo|, d’ot1 ’'on déduit que :

RIECTTEY).

i=0

j+n— m) ~
Donc : < 2
wi<|2| (P )i
et par conséquent :
j4+n— )
a;| <
st <[5 (777 1l

d’aprés le corollaire 1.

3. Enoncé et démonstration du théoréme

THEOREME . — Soient P et Q deuz polyndmes & coefficients complezes :

P=am(X+a1)...(X+am)=ame+...+a0’
Q=bn(X+Oll)...(X+an)=ann+...+b0, an,bo#O

Alors :
ag ~1)/2
L(P)s(,,0 4 [m )( ] ])llQllz,
1
2 [([m/2] 2
I1Pllz < ‘;;: ( ” T )) IQll2

et H(P)Sma.x{ Z—o

ez} ("" [[(Z,; )/2]) Il

bn
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Preuve. — D’apres le corollaire 2 :
al/j+n—-m .
st <32 (7*T™ ) M, pou0 < <mal

En regardant les polynémes réciproques de P et @, c’est-a-dire respective-
ment apX™ 4 -+ + am et bgX™ + - -+ + by, on constate de méme que :

fomesl < |32 (7F 7Y Qe pour 0% < .
m a0 am [m/2] jtn—m
pone: 1(7)= Yokl < (|82 +[22) X (P 1k,
=0 " =0
d’ott 'on déduit : L(P)s(:.—? + fbf) ("_mf,,fg]/ﬂ“)llc)llz.

Les deux autres inégalités se démontrent de la méme maniere.
Ce théoréme a, pour le cas particuliérement intéressant des polynomes a

coefficients entiers, la conséquence immédiate suivante.

COROLLAIRE 3. — Soient P et Q deuz polyndmes d coefficients entiers
tels que P divise Q (m = degré de P et n = degré de Q, n > m), alors :

L(P)<2 ("‘ [(m~ 1)/2]) 1Qll2,
[m/2]
1

[m/2] jtn—m)? 2
iPR< (2 (PFTTY ) ek,

§=0

e »H("P)S(n_‘[(mfl)/z])"Q"z-
[m/2]

COROLLAIRE 4. — Soient P et Q deuz polynémes d coefficients com-

plezes :
P=anpX™+---+ay,

Q=bX"+---+b.
On suppose que P divise Q et que |ag| < |bo| et |am| < |bn|, alors :

L(P) < 22"/3||Q||2 , lorsque n est assez grand.
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Preuve.— 1) On suppose que m > 2n/3.

D’aprés le théoréme : L(P) <2 (n B [(m - 1)/2] ) 1Qll2 -

[m/2]
2n
Or comme m > 237-5 : L(P)<2 ( n//33_:'12) el .
2n/3 + 2) 8 2n s
Enfin : 2 ~———_9*"/3 , lorsque n tend vers 'infini.
("/3+1 /(3 F 1) d

2) On suppose que m < 27/3 : La majoration classique L(P) < 2™||Q|l2
montre que :

L(P) < 22"/3)|Qll,.

4. Conclusion

L’intérét du théoréme est de fournir une bonne majoration de la taille du
facteur P de degré m d’un polynéme @ de degré m + k, lorsque le rapport
du degré de P par le degré de Q est proche de 1.

Une telle majoration peut étre utile pour comparer la mesure et la
hauteur d’un polynéme donné (cf. [3] et [6]). La majoration utilisée dans [3]

était la suivante : Tk
m+ k)™
o 1@ %

(remarque : d’autres inégalités de ce type sont données dans [1], [2] et [5]).

H(P) <

Comparons-la avec la majoration induite par le théoréme dans le cas o
lao| < [bo| et lam| < [bmyk :
[m/2] + k)
H(P) < L(Q). 2

On suppose que k = O(mz/ 3) en l'infini. On montre que :

)

(m+k)m+k emnk k2
mmkk ~ (_k-> e¥m

alors que :

[m/2]+k ~ 1 (E [T] )ke2 ":'22 lorsque m tend vers l'infini
[m/a] Vork \k 12 a '

Donc, lorsque m est assez grand, 1'inégalité (2) est meilleure que 'inéga-
lité (1).
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Exemples numériques

En testant différentes valeurs de m et de k, on obtient les tableaux
suivants :

Q1 10 20 30 50 100
1 25,8 53,0 80,2 1345 2705
449,7 4695 17197 84827 710850
202255 3,31.10° 9,28 - 107 7,19 - 10°
10 1,96 - 10° 7,35 - 1010 1,31 10
@110} 20 30 50 100
5 10 15 25 50
20| 165 560 2600 20825
6 1716 | 18564 | 376740 2,296 - 107
10 184756 3,005 - 107 2,29 - 1010
m+k
Le premier tableau donne les valeurs de : %,
le second donne les valeurs de : ([m/Z] + k) .
[m/2]
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