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Résumé : Or donne une méthode générale, indépendante de la dimension de €2, pour estimer dans

C1 (S_Z) les solutions d’équations d’évolution semi-linéaires de la forme

ou .
a—-—Au =f(t,x,u(t,x)) , t=0 , xXEQ.
t

Cette méthode est également applicable a certains systémes de réaction-diffusion et permet alors

d’étudier simplement le comportement des solutions lorsque t = + oo,

Summary : We lay down a general method, independant of the dimension of €2, to estimate the

C1 -norm of u(t,"), where u satisfies a semilinear evolution equation of the form
ou
a—— Au=f(t,xu(tx)) , t=0 , xEQ.
t

The same principle can be applied to some reaction-diffusion systems, then allowing a simple

treatment of asymptotics of solutions as t = + oo,
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INTRODUCTION

Dans toute la suite, £ désignera un ouvert borné de IR, 2 frontiére I' = 39 de classe

C2, et A I'opérateur Laplacien dans 2.

Il est bien connu que les équations semi-linéaires de la forme
ou
5——Au =f(t,u(t,x)) , t=0 , xEQ
t

avec divers types de conditions aux limites, possédent un effet régularisant sur la donnée initiale,

qui en général persiste jusqu’a I’explosion éventuelle de la solution lorsque t > Tmax.

Si la solution est globale (dans C(£2) par exemple), il peut néanmoins étre délicat du
point de vue technique de démontrer que la solution reste trés réguliére pour t > 0, et encore plus

d’obtenir des estimations uniformes dans Cr(ﬁ) pour t > +oo,

Si on se limite aux méthodes faisant intervenir les espaces de Hilbert HT(), lorsque
n est grand on n’arrive a estimer la solution dans c! (S—Z) qu’au prix de complications techniques

considérables, et aussi (ce qui est plus grave) d’hypothéses de régularité supplémentaires sur I et f.

Dans ce travail, nous élaborons une méthode INDEPENDANTE DE LA DIMENSION

pour estimer la solution dans les classes C(2) et c! Q).

Les seules hypothéses de régularité nécessaires sur f sont celles qui assurent I’existence

locale d’une solution dans C(£2).

On montre alors que si u(t) est bornée pour t = 0 dans C(£2) alors u est bornée :

[1,+ oo > c! (S—l) etdonc | { u(t) } est précompact dans CO(S—Z).
t=0

Dans la pratique, le bornage de u(t) dans C(S2) peut s'obtenir par I'utilisation combi-
née de propriétés particuliéres de f, et d’'un procédé itératif dont I'ingrédient de base est exposé

dans la section 2 (Théoréme 2.1).

Le champ d’application naturel de ces méthodes est celui des systémes paraboliques

du type réaction-diffusion qu’on rencontre en Chimie ou en Biologie.

Dans la derniére partie de ce travail, nous examinons en détail un systéme de deux
équations paraboliques couplées qui généralise en dimension > 1 un modéle de propagation des
épidémies traité dans [23] par G.F. Webb.

Grice au résultat de bornage des trajectoires dans c! Q) X c! (Q), le comportement
a l'infini des solutions peut étre analysé par une application é/émentaire du «principe d’invariance»
de La Salle.

Bien que I'inégalité de base (Théoréme 1.1) repose sur la théorie des semi-groupes ana-
Iytiques dans LP(£2) et les inégalités de Nirenberg-Gagliardo, nous pensons que la méthode, relati-
vement simple sur le plan conceptuel, devrait s’appliquer a la plupart des systémes paraboliques

usuels.
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0. - QUELQUES NOTATIONS ET RAPPELS

Soit £ comme dans I'introduction, et A un opérateur linéaire positif, supposé maximal

monotone, dans Lz(ﬂ).

Pour p € [1,+°o[ , on définit un opérateur A _ dans LP(§2) par son graphe G(A ) dans

LP(Q) X LP(R)

p p)

fermeture du graphe de A dans LP(Q) X LP(Q)sip<2
GA)N[LP(Q) X LP(Q)] sip=>2

On dira (par abus de langage) que A est m-accrétif dans tous les LP (pour p € [1,+oo[ ) si Ap est
m-accrétif dans LP pour 1 < p < +oo.

On peut alors vérifier que pour tout p=1,0na
=G(A7) N[LP(Q) X LP(Q)].

On définit les sous-espaces vectoriels suivants de L1 ()

1<p<+o

Dans toute la suite, on supposera que A est tel que
DplA) SW2P(Q), Vpe[24e] (0,1)
Dans ce cas, il est clair que D, (A) C cl (), ceci quelle que soit la dimension de £2. On pose

X = fermeture de D__(A) dans C(£2)

Y = fermeture de D_(A) dans c! Q)
Les espaces X et Y, respectivement fermés dans C(S2) et c! (€2) seront munis de la norme-trace qui
en font des espaces de Banach réel. On utilisera de plus les notations suivantes
-Siu € LP(), la norme-de u dans LP est notée Il u | p Pour p € [1,Feof

-Siu € W™P(Q), la norme de u dans W™P est notée Il u | m,p POUr p € [1,+0] et
m € IN.
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- Les normes dans C() et c! (Q) seront notées I Il et Il I, _ respectivement.

1,00

Si Z est un espace de Banach quelconque et a € IR, on notera par CB([a,+°°[ ,Z) I’espace des fonc-

tions continues ¢ : [a,+ oo = Z telles que y(t) reste bornée dans Z pour t = a.

Enfin, une fonction mesurable f : IRT > Z est dite appartenir a la classe Sp(lR+,Z)(avec

. +
1<p<+o)sifeLf (R",Z)et Sup Ifll <+
P ) focR™2) ¢ ;;) LP(t,t+1;2)

oo,

1. - UNE ESTIMATION LINEAIRE INDEPENDANTE DE LA DIMENSION

Soit A comme dans la section 0, un opérateur m-accrétif dans tous les LP(S), et

etAle semi-groupe de contractions engendré par — A dans Lz(Q).

THEOREME 1.1. On suppose que A vérifie (0.1) et que et Aestun semi-groupe analytique dans
LP(2) pour tout p € [2,+°9 .

—tA

Alors, pour tout u, € L°°(Q) ettoutt>0,onae u, € Y, et les estimations sui-

vantes sont satisfaites

(1.1) Ve>0, 3C() IR telle que
n

et Au, l,<Cle)t " u I, VtE]o]

—+e
2

1
[en dimension 1, il faut supposer € = ) ]

1
(1.2) veelo,~[, 3 D(e) € IR telle que

1
———€

letAy I, < 2
e U, Lw\D(e)t Tu, I, VtE10,1]
Démonstration. || est classique que e ¢ A U, € Dy, (A) pour tout t > 0. Pour démontrer les esti-

mations, on remarque d’abord que pour tout p=>2,0na

— C
IAST Aug Iy <@ lug I, , Vt>0
et comme Dp(A) C. W2P(Q), il en résulte
LA C](P)
(1.3) It Ay Iy, < —— lug I, , Viep]
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D’autre part, rappelons une version récente (cf. [14], p. 37) des inégalités de Nirenberg-Gagliardo.
Soit mE IN et p, r deux réels = 1.

Si u € W™P(Q), on a u € C¥(Q) pour tous les » € IN tels que » < m - n/p. En outre, si § €[0,1]

est tel que
v<8(m—n/p)—(1-9)n/r, ona
(1.4) lull, < €O Tulf hun™
n . n
Appliquons d’abord cette formule avecv =0, m=2,p=r :;+ €. Si on pose 0 = —-+— , alors
n+e
0 < 0(m-n/p) — (1=8)n/r = 26 — nfr =~ — 22
v= m—n/p) — nfr=20 —nfr=— — .
P nte n+2e

-t A

En combinant (1.3) et (1.4) appliquée a u = e u, , puisque Tull < lug Il onobtient

immédiatement (1.1).

Si on prend d’autre part v = 1, m = 2, les conditions d’application de (1.4) se réduisent a p > n,

et dés que <6 <1, on peut trouver r € RT pour lequel (1.4) est satisfaite.

2-n/p

En combinant (1.3) et (1.4) comme précédemment, on obtient cette fois

_ hu 1 o
letAu I o< K(p6) lu, 117? [__9_2] <Lt lu i,
) t )

1
pour tout § € [——,1 ett€]0,1].
2-n/p

Il suffit donc de choisir p assez grand pour obtenir (1.2) avec € arbitrairement petit.

2. - EQUATIONS LINEAIRES AVEC SECOND MEMBRE

—tA

Le résultat le plus remarquable de la section 1 est que le semi-groupe e envoie X

dans Y pour tout t > 0, avec une norme dans £(X,Y) qui est INTEGRABLE au voisinage de t =0.

Ce résultat, indépendant de la dimension n de £2, va nous permettre de démontrer des estimations

dans la classe C! (£2) pour certaines équations d’évolution semi-linéaires du type «diffusion».

Un deuxiéme outil fondamental pour établir ce type de résultats est I'obtention d’un résultat pour

les équations linéaires avec second membre.
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Dans cette section, on désigne par E et F deux espaces de Banach réels, munis de normes respecti-

vement représentées par les symboles | let | |, et tels que
F G E.

On considére un opérateur linéaire L dans E, qui engendre un semi-groupe T(t) fortement continu

dans E tel que

-Pour toutt>0, T(t) E CF.

- Il existe @, 0 < a <1 tel que
(2.1) Vte]0,1], VxE€E, IT{txI<Ct®Ixl
THEOREME 2.1. Soitp>1/1_, fe Sp(|R+,E) et u une solution (faible) sur IR de
du
(2.2) —= L u(t) +f(t)
dt
Alors, si u est bornée : [0,+°°[ = E, on a en fait u(t) € F pour tout t >0, et
u€e CB(6,+°°;F) pour tout & > 0.

Démonstration. De I'inégalité (2.1) et de la propriété de semi-groupe linéaire de T(t), on déduit

aisément que pour tout ¢ € E, T(t) ¢ € C(]0,+°[ ;F).

D’autre part, quitte 2 remplacer t par 8t et (2.2) par une équation analogue, il suffit de

vérifier que u(t) EF pourt=>T1etu € CB(1 ,40;F). Pour tout t = 0, on peut écrire

1
(2.3) u(t+1) =T(1) u(t) +[ T(o) f(t+1-0)dg,
0

I'intégrale étant absolument convergente dans E. La démonstration du théoréme 2.1 s’appuie sur

un lemme.
LEMME 2.2. Pour ¢ €E et g € LP(0,1;E), posons

1
7(<p,g)=T(1)tp+j T(o) g(1-0)do
(o]

Alors :
V [pg] €E XLP(0,1;E), 7 (p,8) EF.

De plus .7 : E X LP(0,1;E) > F est continue.
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Démonstration du lemme 2.2.

- Si g est en escaliers sur [0,1] avec g = 0 sur [1n,1] et n >0, il est clair que la fonc-
tion : [0,1] = F définie par ¢ > T(o) g(1—o0) est fortement mesurable et, presque partout sur

[0,1]on a

I T(o) g(1-0) ISCo ®lg(1-0)l.

La fonction o = T(o) g(1-0) est donc intégrable sur ]0,1] comme fonction vectorielle & valeurs

dans F. On en déduit que dans ce cas .7~ (¢,g) €F, avec

1
I 7 (g8 I<Clpl+C j o % lg(1-0)ldo
o
d’ous finalement puisque 0 * € LP/p1 (0,1),

2.4 I ,8) ISC lpl+Cq ligl
(2:4) T (e:8) el Crlel poig

- Dans le cas général, il suffit d’approcher g dans Lp(0,1 ;E) par une suite de fonctions

en escaliers

gn:[O,l]—>E telles que gn=0 sur[1—1/n,1].

Comme .7~ dépend linéairement de y et g, grace a (2.4), on obtient

g («p,gn) Y(«p,gm) II\C1 I 8 8m I LPO,1E)
Donc lorsque n > +,  F~ (w,gn) converge dans F vers un certain y € F. D’autre part il est clair
que 7 :EX L! (0,1;E) = E est continue.

Donc lorsque n > +o0, 7 (w,gn) convergne dans E vers .7 (p,8). Puisque F C, E,onen
déduitque J (p,g) =y €EF.

Finalement, I'estimation (2.4) reste valable pour g quelconque dans LP(0,1;E), et puisque .7~ est

linéaire, on en déduit que .7~ :E X LP(0,1;E) > F est continue.

Fin de la démonstration du théoréme 2.1. La formule (2.3) et le lemme 2.2 appliqué avec ¢ = u(t)
et g(o) = f(t+0) montrent que u(t) € F pour tout t > 1.

Siue L°°(IR+,E) etfe Sp(IR+,E), p> 1/1»—1): I’estimation (2.4) montre de plus que u(t) est borné
dans F pourt>1.

Finalement, I'application 7 — f(., + 7 ) étant continue : IR —>Sp(IR+,E) dés que fESp(IR+,E)
et p > 1, on déduit facilement la continuité de I’application u(t) : [1,4°°[ = F de celles de
u(t) : [0,+[>Eet .7 :EX LP(0,1;E) > F.
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3. - APPLICATION A CERTAINS PROBLEMES PARABOLIQUES SEMI-LINEAIRES

n 2
a
-Soitc>0etL=cA=c Z —— avec pour domaine dans L2(Q), soit
i=1 0x;
i

D2(L) = H2(Sl) N H(l)(.Q) (condition de Dirichlet)

ou bien

au
D2(L) ={u € H2(Q),—a—= Osur '} (condition de Neumann)
n

Il est connu (cf. [4] , [6]) que dans les deux cas — L est m-accrétif dans LP(2) pour 1 < p < +eo,
et et L est analytique dans LP(2) pour 1 < p < oo,

De plus, la restriction de — L a X est un opérateur m-accrétif. On a
{u €C(Q), u=0sur } dans le Ter cas
C(Q) dans le 2&me cas

- Considérons d’autre part une fonction f continue :

RTYX QX IR=> IR telle que
(3.1) L£(t,x,u) — f(t,x,v)| < k(t) C(lul, Ivl) luvl

pour tous [t,x;u,v] € RT X Q X IR2, ol C est bornée sur les bornées de IRT X IR+, et
1 +

ke Lloc(lR ).

Il est alors bien connu que pour tout u € X, I’équation

ou
(3.2) E)_t-: L u + f(t,x,u(t,x))

admet une (unique) solution locale u € C([0,3] ; X) telle que u(0,x) = u (x), qui vérifie I'équation

en un sens classique pour 0 <t < § et les conditions aux limites choisies sur ]0,6[ X I".

- Le but de cette section est d’établir que, moyennant des hypothéses simples sur f, la

solution u(t,x) reste bornée dans c! (€) pour t =1 (par exemple).

Pour établir ce résultat, on utilisera uniquement les théorémes 1.1 et 2.1 en conjonction avec des

méthodes standard en théorie des problémes paraboliques.



Estimations C ! pour les problémes paraboliques 273

THEOREME 3.1. Supposons que f vérifie les conditions

35>0, 32€ SZPO(RY), v (txu) ERT X TX IR, If(t,xu)l<2(t) C(lul)

(3.3)
IceRT, lul>C>V [tx]€IRT X O, f(t,x,u)u<0

Alors, pour tout 5 >0 on a u(t) € CB(6,+°<>,C1 Q).
Démonstration. Vérifions d’abord que u est solution globale dans X et u € CB(O,+°°,5().

Pour cela, posons M = I U, I, et D=Sup fC,M}.

Si ﬁ+(u) =(u-D)Tetue D,(L), on sait que

f Lu-gH(u)dx <0
Q

D’autre part, d’aprés la théorie hilbertienne, il est bien connu que u(t,) € D2(L) pour presque
tout t € ]0,Tmax[ . En multipliant (3.2) par 6+(u) et intégrant sur £2, on voit donc que pour
presque tout t € ]0,Tmax| ,

1d 2 —p)*
Ciy (/;2[(u D) ]dx)>< Af(t,x,u) (u—D)"dx.

Or la condition (3.3) implique en particulier
Vt>0, V[xul€QXIR, f(txu) (u-D)T <0.

On voit donc que la fonction t > / | (u(t,x)—D)+| 24 est décroissante au sens large. Comme
Q
(par construction) on a (u(O,x)—D)+ =0, on en déduit

u(t,x) <D, V t€]0,Tmax|
En répétant ce raisonnement avec (u+D)™ = ™ (u), on conclut que

Vte]o,Tmax[, lu(t)l_<D

oo
= Tmax =+e et llu(t) I . <D pourt=>0.

On applique ensuite les théorémes 1.1 et 2.1 avec E = X, F =Y et
f(t)(x) = f(t,x,u(t,x) €S2 (IR E).

Ceci termine la démonstration du théoréme 3.1.
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Remarque 3.2. Le théoréme 3.1 est commode dans les applications car il montre que |J {u(t) }
t=0
est précompact dans X, sous des hypothéses de régularité trés raisonnables sur f. Ces hypothéses

pourraient d’ailleurs étre encore affaiblies, notamment en ce qui concerne la dépendance en t.

La proposition suivante, dans le méme esprit que le théoréme 3.1, nous sera utile dans la section 4.
PROPOSITION 3.3. Au lieu de (3.3), on suppose

(3.4) JcelRY, V[txul€ERTX QX IR, If(txu)l<C(1+lul)

Si u est une solution globale de (3.2) telle que

u€ L°°(|R+,L1 (82)), alors en fait

ue CB(IR+,X) N Cp(1,+e,cT(Q)).

Démonstration. |l suffit de vérifier que u € CB(IR+,X), car alors la propriété (3.4) et les théorémes
1.1 et 2.1 permettent de conclure comme pour la démonstration du théoréme 3.1. On sait d’autre
part (cf. [4] ) que pour tous (p,q) telsque 1 <p<q<+eo,etp € LP(Q),onaet L e € LIQ)

pour tout t>0, et

_nha -
L _ 2<m /a)
(3.5) le' =l <Clpa)t lol,

inégalité valable V t €10,1] .
Pour la suite de la démonstration, distinguons deux cas

Jer cas : n = 1. Il suffit d’appliquer le théoréme 2.1 avec E = L! (Q), F=Xet
f(t)(x) = flt,x,u(t,x) € L°RT,L1(Q)).
. . 1 -
En effet, 'inégalité (1.1) appliquée avec € =-2— montre que (2.1) est vérifiée avec = 2/3.

On obtient donc u € CB(1,+°°,X), et puisque la solution u(t) est globale dans X, u € CB(IR+,X).

'2e‘me cas : n = 2. On définit la suite finie {qr } 0<r<n-1Par

n
Q=1 qr=n—_; si 1<r<n-1.

Par applications successives du théoréme 2.1 avec

q
E= Lqr(Q) , F=L™1Q) pourre {0,1 yeer,N—2 }
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et f(t)(x) = f(t,x,u(t,x)), on obtient au bout de n—1 itérations que u € CB(IR+,Ln(Q)).

[Grace a (3.5), a chaque pas (2.1) est vérifiée avec a = 1/2, et grice a (3.4) on a
f(t,x,u(t,x) € L°(RTE)].
n
Ensuite, griace a I'estimation (1.1) appliquée avec € = 5 , on peut utiliser une derniére fois le
théoréme 2.1 avec E = LN(R), F = X et f(t)(x) = f(t,xu(t,x)) € L= (IRT,LN(R)). (ici a = 2/3).

On en conclut que u € CB(IR+,X), ce qui achéve la preuve.

Remarque 3.4. La technique ci-dessus pourrait également étre utilisée pour démontrer /’existence
globale de solutions (respectivement, de solutions réguliéres) pour certains problémes paraboliques

semi-linéaires.

Des idées analogues a la proposition 3.3 sont développées dans [2] dans un cadre plus général.

4. - ETUDE D’UN SYSTEME PARABOLIQUE INTERVENANT EN BIOLOGIE

Soit £ comme précédemment et h € c! (IR,IR+), A > 0: Le systéme d’équations aux

dérivées partielles

au +
a——aAu+uvh(u)=O sur RT X Q
t

ov

(4.1) a——bAv—uvh(u)+)\v=O sur RT x Q
t
Ju ov
— == =0 surlR+XF
on  on

ol a, b > 0 sont des coefficients de diffusion, généralise entre autres un modéle proposé dans [23]
pour I’étude de la propagation des épidémies.

Il est tout-a-fait classique de vérifier, par des méthodes standard, que pour toutes u ° =0,v ° =0
données initiales dans X = C(Q2), le systtme (4.1) posséde une solution globale unique
u(t) € C(IR+,X), v(t) € C(IR+,X) telle que u(t,x) = 0, v(t,x) =0, et que la solution vérifie les

conditions aux limites pour t > 0.

Deux questions naturelles, et dont la résolution en dimension = 2 demande davantage d’effort,
sont I’existence d’estimations uniformes dans C(ﬁ) pour t 2 0, et le comportement des solutions

lorsque t > + oo,
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Ces deux questions sont résolues par le théoréme suivant.

THEOREME 4.1. Pour tous [uo,vo] € X X X tels que u =0, Yo = 0, /'unique solution [u,v] de
(4.1) telle que u(0) = u et v(0) =v,, est telle que

(4.2) u€Cp(8,+o; c! () pourtout  §>0
(4.3) vVE Cg(8,+o c'@) pourtour 5>0
(4.4) lim  lvig) I, =0

t - +oo

De plus, il existe une constante u =0 telle que
(4.5) lim  lu(tx)-ull =0
t > +oo

etsiuo¢0,onaﬁ>0.

Démonstration. Pour x € § et t = 0, posons f(t,x,u) =—u v(t,x) h(u), V u € IR. Il est clair que f
vérifie (3.1) et (3.3) avec C=0.

D’aprés la premiére partie de la démonstration du théoréme 3.1, on a donc
u€Cy(IR* X)

En intégrant la premiére équation de (4.1) sur £, on voit aussi que la fonction :t%f u(t,x)dx

est décroissante, et tend donc vers une limite lorsque t > + oo : Q2

(4.6) lim —_ u(tx)dx =u
t>+4 |Ql JQ

De méme, en additionnant les deux équations de (4.1) et en tenant compte des conditions aux

limites, aprés intégration sur §2 on obtient :

(4.6bis) -(1- <f (u+v)dx>+7\f vdx=0
' dt Q Q

On en déduit que t > / (u+v)(t,x)dx étant décroissante, tend également vers une limite lorsque
Q

t = +oo. En combinant ce résultat avec (4.6), on obtient

(4.7) lim / v(t,x)dx =220
t > +oo Q
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En intégrant (4.6bis) sur [0,t], on trouve

(4.8) ff tx)dxdt</ (uo+v0)d Vt=0

De (4.7) et (4.8) on déduit =0, donc

(4.9) lim [ v(t,x)dx =0
t—> 40 JQ

Puisque u € CB(IR+,X) etve L°°(IR+,L] (2)), on peut appliquer la proposition 3.3 i la deuxiéme
équation de (4.1). On en déduit

vECR(IRY,X) N Cp(1,4+e0,C1(Q)) = u € Cy(1,+e0,CT (@)

En particulier, U { v(t) l est précompact dans X, et en combinant avec (4.9), puisque v = 0
t=0

on en déduit

t > +oo

Puisque U { u(t)} est précompact dans X, soit T, = +°° une suite telle que
t=0

(4.11) lim u(r )=u* dans c(Q)
n - +oo :

En désignant par T(t) le semi-groupe engendré par L = a A avec conditions aux limites de Neumann

dans X = C(£2), on peut écrire pour tout t =0

Fu(r,+t) - T(thu* Il < Ilu('rn)—u* I+t Sup lu(s)h(u(s)) I, Sup | V(Tn+0) I
s=0 O<o<t

En tenant compte de (4.10) et (4.11), on en déduit :

(4.12) Vt=0 , lim  u(r +t) =T(t)u* dans X
n - +oo

D’autre part, grace a I'effet régularisant, on peut multiplier la 1ére équation par u(t) pour t > 0, et

on obtient que t > ll u(t) | ; est décroissant. En combinant avec (4.12), il vient

(4.13) V>0 , IT@u*12=lim  lu(r) ug

7> +o0

Pour t >0, la fonction T(t)u* = ¢(t,x) vérifie
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09

—=alyp sur IRV X Q
ot

(4.14)
0
2o sur IRV X T
on

et

olt) € w]’2 (10, ; L2(R)) N C(10,+<[ ,Y)
oC

En multipliant (4.14) par ¢(t,x) et en intégrant sur Ja,8[ X £ avec 0 <a <p, on obtient :

8 1
af 1V¢ 13 dt == [Ho(e) 13~ I 13]
P 2
ce qui, en combinant avec (4.13), donne
Vo=0=> Ap=0 et —=0

Finalement, on conclut ¢(t,x) = T(t)u* = u*, indépendant de x. En comparant avec (4.12) et

(4.6), on voit alors que u* =T.

D’aprés (4.11), cela signifie que pour toute suite T, > +°, on a

lim u(r))=u fortement dans Cc(Q)
n —> +oo

et ceci achéve la démonstration de (4.5).
Montrons enfin que si Uy # 0, alors U > 0. En effet, siu =0, il existe t, € RT tel que
A
t=>t, = luh(u) I < —2—
En utilisant la 2éme équation, on en déduit facilement
A

—(t-t )5
VD) lo<e ~ ©21lv(t,) I pourt>t,.

Doncve L] (IR+,X), et comme u € L°°(IR+,X) la 1ére équation montre alors que

d
— (f u(t,x)dx>> —C llv(t) ||°°f u(t,x)dx  pourt=0
dt Q Q
. o
= G>[ u(0,x)dx exp <—Cj lhv(t) I mdt)
Q o

Doncu=0 =>j;2 u,dx=0=u =0.
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