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SOUS-GROUPES DE IR LIES A LA REPARTITION
MODULO 1 DE SUITES

Jean-Pierre Borel (1)

(1) Département de Mathématiques, U.E.R. des Sciences, 123 avenue Albert Thomas,
87060 Limoges Cédex - France.

Résumé : Nous étudions les sous-groupes additifs @& de IR tels qu'il existe une suite A = f)xn }
de nombres réels telle que & soit I'ensemble des nombres réels x tels que Il x A, Il tende vers 0
(resp. Il x A, Il tende vers O en moyenne), ot Il y Il désigne la distance de y & I’entier le plus proche.
Nous montrons qu’une telle suite A existe dés que & est dénombrable, ce qui donne une récipro-

que a un ancien résultat de Eggleston, [4] . Quelques autres résultats et exemples sont exposés.

Summary : Let & be an additive subgroup of IR. What can be said on % , if there exists a
sequence A = f A, 2 of real numbers such that & is the set of real numbers x such that Il x A, I
tends to zero (respectively such that the sequence *x }‘n }has an asymptotic distribution modulo
one following the Dirac-measure at zero). We prove that such a sequence A exists if < is nume-
rable. This is a converse to an old result due to Eggleston, [4] . Some others results and examples

are given.

1. - INTRODUCTION

Si x est un nombre réel, e(x) = e2™X et Ix I= inf Ix—nl.
nezZ
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1.1 - Soit A = ()\n)n e |N une suite de modules réels. Etudier la distribution modulo 1 de la suite

Acrevient a étudier le comportement asymptotique des quantités :

A(LN,A) =1§ 2 (D
n<N

ol | est un sous-intervalle de [0,1] identifié a TT=IR [ ZZ et X la fonction caractéristique de . Si
U est une mesure positive sur T, on dit que A est répartie modulo 1 suivant u si la suite de mesures

positives — Z 67\ converge étroitement vers u, ce qui signifie que les deux pro-
n<N T"/NeN

priétés équivalentes suivantes sont vérifiées :
- pour tout sous intervalle | de [0,1] : u(d1) =0= lim A(I,N,A) = u(l)
N —> oo
- toute fonction f : TT = @ continue vérifie :
1
(*) im — 2 f(a )= fau
No>oo N h<N

I est facile de montrer que A est répartie modulo 1 suivant u si et seulement si (*) est vérifiée pour

les fonctions f(x) = e(n x), n décrivant IN*. C’est le critére de Weyl, voir par exemple [7], p. 8.

1.2 - Le cas le plus fréquemment étudié est celui oli 4 = m, mesure de Lebesgue. On parle alors
d’équirépartition modulo 1. Je vais étudier ici les cas de trés mauvaise répartition modulo 1, ¢’est-

a-dire u=4 j mesure de Dirac a lorigine.

Nous poserons :

G*(A) ={x € IR / xA est répartie modulo 1 suivant 8, }
GA)={x€IR/ lim IxA I=0}.
n—>oo

Enfin, j'utiliserais la notion de dimension de Hausdorff. Le lecteur en trouvera la défi-
nition dans [2] , p. 136. Un certain nombre de méthodes de calcul de cette dimension se trouvent
dans [4] et [9].

2. - QUELQUES RESULTATS SIMPLES

2.1 - 1l est facile de voir que A est répartie modulo 1 suivant § si et seulement si f(x) = e(x)

vérifie (*). Cela provient du résultat suivant :
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PROPOSITION 1. Soit E un espace vectoriel (sur IR), C un convexe fermé de E et v un point

extrémal de C.Si " = (7n)n € IN €St une suite a valeurs dans C, il y a équivalence entre :

(i) il existe une partie A de IN de densité asymptotique dA = 1 telle que

lim W=7
n—> o
n€EA
1
() tm — Dy =7
N-oo N <N

si A=(a est décrit dans I'ordre croissant, la densité asymptotique de A est la limite
n‘n € IN

1
dA= lim — . 1, sielle existe).
n>e Na <N

LEMME. Soit (Am)m € |N UYne suite de parties de IN, décroissante (i.e. Am+1 C A, pour tout
m) et telle que dA, =1 pour tout m. Alors il existe une partie A de IN de densité asymptotique

dA =1 et telle que :
(**) vVmeIN Ivpy,EN (AN Vel < (A, N [Vt o[).

A se définit par blocs, 2 I'aide de [Vm—l ,vm[ NA= [Vm—l ,vm[ NnA ou la suite

m-1’
(vm) =V est une suite croissante d’entiers. La condition (**) est alors automatiquement vérifiée.

Il reste a choisir V pour que I'on ait bien dA = 1.

Pour cela, on prend Vi = O,etsim=>2,
. 1
Vm=inf{n>v 4, Vk>n {card p<k,p€Am_2}>(l —;)k

Vi existe bien car dAm_2 =1.

Soitk € [vm__1 ,Vm[ .On aalors :

card { ps<k,pEA } = card { p<k,p€ Amn-1 ! car [O,vm[ N A contient [O,Vm[ N Am—l

-

=>(1-—)k car k=>v 4,

ce qui entraine bien dA =1. L

(La condition (Am) décroissante -n’est pas utile, car il suffit alors de remplacer Ay par

m
A= N A
k=1
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Démonstration de la proposition 1. L'implication (i) = (ii) est immédiate. Réciproquement, soit
Un la boule ouverte B(y , _1_ ), et An la suite des entiers n tels que v, € Bm. Alors dA =1.En
effet, soit d¥ la densité srtTpérieure de IN — A, densité supérieure atteinte pour une suite
(NidieN-

v est extrémal dans C, donc il existe un hyperplan H tel que {'y ‘ = C N H. Soit
E =H®F, et 7 la projection sur F parallélement a H. n(Bm) est donc un voisinage ouvert de
(v), point extrémal du convexe m(C). Mais, comme 7y est extrémal dans C, il existe un voisinage

ouvert B, de w(y) dans F tel que :
BECetBE Bmﬁn(ﬁ)qs B, -

En identifiant F et IR, on peut se ramener a la situation suivante : a(y) =1;7w(C) C ]—,1];
J1-¢€,1+e[ € By, avec € >0.0On adonc :

1=lim sup 1r(Ni—1 2 7)) = lim sup Ni—1 Z mly,) < dta —e)+1—dJr =1-edt
doudt=0.

On peut donc utiliser le lemme, d’ol la suite A du (i). L]

La proposition 1 entraine immédiatement que, si A= ()\n)n € N st une suite de

nombres réels, il y a équivalence entre :

- il existe une partic A de IN de densité asymptotique dA = 1 telle que

lim 1A, 1=0
n—> oo
neEA 1
Clim — 2, e(A)=1
N n
N —> o0 n<N

et donc A est répartie module 1 suivant 8 si et seulement si f(x) = e(x) vérifie (*).
Donc :
X EG*(A) < f(y) =e(xy) vérifie (*)

< 3JACIN,dA=Tet lim lIxA,I=0.

n —> oo

nEA
Cette derniére propriété entraine que G*(A) est un sous-groupe de IR (Pintersection
de deux suites de densité asymptotique 1 est encore de densité asymptotique 1), tandis que la
premiére entraine que G*(A) est un F 05 (intersection dénombrable de réunion dénombrable de

fermés). Donc il est mesurable et, s’il est distinct de IR, il est de mesure nulle.
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De méme, G(A) est un F 5, et c’est un sous-groupe de G*(A).

Ces groupes étant de mesure nulle, I’estimation de leur «taille» nécessite un instrument
plus précis que la mesure de Lebesgue. C’est le cas de la dimension de Hausdorff, qui vérifie les

propriétés suivantes :

Soit E C IR. Alors : 0<dimE<1; m(E)>0=dim(E)=1
E CE'=dimE<dimE’

dim U E; = sup (dimE;) (I dénombrable ou fini)
i€l i€l

Si E dénombrable, dim E =0.

2.2 - Dans toute la suite, U = (un)n €N désignera toujours une suite strictement croissante

N _ T .
d’entiers naturels, et V = (vn)n e [N une suite d’entiers relatifs.

PROPOSITION 2. Soit & un sous-groupe de IR, distinct de { 0 %et de IR. Il y a équivalence entre :
- il existe une suite A telle que G =G(A)

- il existe un nombre réel v et une suite U tels que y & =G(U).
SoityE & ,y#0, et Z =G(A). Onadonc:

77\n:u;1+6n avec u;IEZ et lim 6n=0.

n-—>oo

Cela entraine donc :

XxEG(A) = x\,=m +e, avec mEZ et lim €, =0
n->oo

x ’+ —
<=>?(un éSn)—mn+en

X
<:—€G(U,) 0':] U,:(u;_‘ nEIN .
Y
D’autre part, si u;1 prend une infinité de fois la valeur k, G(U’) est contenu dans
K1 Z, donc G(U’) = k™1 Z ot K’ est un diviseur de k. On aalors G(U’) =G(U), o1 U est la suite

des multiples de k.

Dans le cas contraire, on peut sans changer G(U’) supprimer les répétitions d’une
méme valeur dans U’, changer le signe des u;] et réordonner U’, ce qui permet de se ramener i une
suite U.

L. . 1
Réciproquement, si v & = G(U), alors y # 0 car 1 € G(U), et @ =G(—U). L]
Y
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PROPOSITION 2'. Soit % un sous-groupe de IR distinct de { 0 } et de IR. I y a alors équivalence
entre :

- il existe une suite A telle que & = G*(A)
- il existe un nombre réel v et une suite V tels que vy = G*(V).
La démonstration est analogue a la précédente. Je n’étudierai donc dans la suite que

les ensembles G(U) et G*(V). Le fait que v,, puisse prendre une infinité de fois la méme valeur k

joue un role important. En particulier :

PROPOSITION 3. Soit U = (un)n €N donné, et soit V la suite définie par Vi = U,
M <k < 2" Alors G*(V) = G(U).

Ce résultat est immédiat. Je montrerai plus loin que sa réciproque est fausse, et qu’il

existe des ensembles G*(V) qui ne sont pas de la forme G(U).
2.3 - Soit A une partie de IR. Dans ce qui suit, je désignerai par A, «adhérence de A», I’ensemble :
A=NG(U)

intersection prise sur toutes les suites U telles que A C G(U).

3. - CAS DES SOUS-GROUPES DENOMBRABLES DE IR

Esssentiellement deux résultats ont déja été obtenus :

Si up4q / u, tend vers + o, dim G(U) =1, et donc dim G*(U) = 1. On sait

aussi que, dans ce cas, ces ensembles sont de mesure nulle.

Si Uyt / u,, est borné, G(U) est dénombrable. Ce résultat a été obtenu par
Eggleston, [4] , et amélioré par Erdds et Taylor, [5] : si (ozn)n € N st une suite quelconque de

nombres réels, I'ensemble des x tel que | x u, —a, Il tend vers O est au plus dénombrable.

.Lorsque Tim Up / u, = + o et ILrn_ Un+ / uy < + oo il est bien plus diffi-
n = oo n —> o

cile d’évaluer G(U). Par exemple, G(U) ne dépend pas que de la croissance de la suite lJ, comme

le montre I’exemple suivant :

Soit U = (un)n e N telle que ug 4 [ ug croit vers + e . Alors G(U) est gros
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(dim G(U) = 1). Soit A une partie infinie de IN, aussi petite que I'on veut (par exemple d A = 0),
et U’ la réunion de tous les entiers up, 0 € 1IN, et u, + 1, n € A et ordonnée de maniére croissante.
Alors G(U’) = Z, bien que u;1+1 / u;1 tende vers I'infini, lorsque n décrit une partie de IN de den-

sité asymptotique 1.

J’ai obtenu les résultats suivants :

THEOREME. (Réciproque du résultat d’Eggleston). Soit @ un sous-groupe de IR, dénombrable
et tel que 1 € @ . Alors il existe une suite U = (un)n € N Strictement croissante d’entiers natu-

rels telle que :
¢ =G(U)

lim un+1/un=1.
n -> oo

La démonstration de ce résultat utilise le lemme suivant :
LEMME. Soit A C IR dénombrable. Alors A = Ag , groupe additif engendré par A U { 1 ;

* Soit A tel que Az admette une base (en tant que Z-module) de la forme Loy o
Soit g € IN*. Montrons quel—ﬁEK.

q
D’apres le théoréme de Kronecker, pour tout N > 0, il existe n > N tel que :

1
Ilain—ai/q||<ﬁ 1<i<p.

La suite des (n q—1) vérifie bien Il (n g—1 )ozi I'tend vers 0 (1 <i<p),et Il (nq-1)/q I ne tend pas

vers 0.

* Montrons le lemme lorsque Az admet une base de la forme 1,a1,...,ap. Il suffit de

montrer que, si b £A, il existe une suite U telle que o €G(U), 1<i<p,etb ¢ G(U).

- si 1,a1,...,ap, b sont @ L.i., le théoréme de Kronecker entraine que pour tout N >0,
il existe n > N tel que :

Ilain||<1/N 1<i<p
I6 n=1/2 I<1/N

d’ol la suite U des valeurs de n.
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r p
o i
- sinon, B, s'écrit = — + 2 — o, avec (r;,q;) =1 etq; #1 pour unindice i,
. . 0
% i=1 9
au moins. Si g, # 1, et d’aprés ce qui précéde, — n’appartient pas a K’, ol A’ est le Z-module

q
a a 0

libre de base 1,— ,...,—p. Donc B & K’, et comme A’ contient A, B¢ A.
Supposons maintenant q, = 1. D’aprés le théoréme de Kronecker, pour tout N > 0
il existe n > N tel que :

Il(ai/qi)n I<1/N  1<i<p i#i,

e /g )n=1/gq; I<1/N
o o )
La suite U des valeurs de n vérifie bien o; € G(U), 1<i<p,et B& G(U).

+ Soit A fini ; AZ est donc de type fini, donc est libre. Comme Z est un sous-module
de A, il existe une base de Az de la forme l.,cvz],...,ap. D’apres le résultat précédent, on a donc
A= Az si A’ =q A. Soit b & Ag. Alors, si%’ =qb, b’ & AZ. Il existe donc V = (vn) telle que
v, b’ I ne tend pas vers O, et | vn(q O‘i) I tend vers 0, 1 < i < p. La suite U=q V vérifie alors
A C G(U) etb & G(U).

+ Soit A dénombrable infini, A = (ai)i e N Soit b §EAZ. Pour tout entier n, il existe

donc une suite uln) telle que :a; € G(U(n)) 0 <i<netb¢ G(U(")).
Donc £ = lim Ib ul((n) > 0. La suite U(n) de tous les entiers m ul((n), k décrivant IN et
k = oo

1 <m < 1+1/4% vérifie donc :

im 134 1=0 0<i<n
k 4
k = o0

— ~ 1
im 1T b 1>—
4

k = o0

En enlevant les premiers termes de cette suite, on obtient une suite notée encore U(") qui vérifie

de plus :

1
sup sup I u'(<n) a; I1<—.
kEIN 0<i<n n

. . . _ I
On construit alors par récurrence une suite (mn)n e N avec my 1et Mo+ > m, tel qu’il existe

k’ tel que :
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~(n+1

mn<uk, )<mn+1

a1 1> 178,

U est alors la suite de tous les Tfl((nﬂ) tels que m, <Tfk(m+1) SMpgq- Onabien A C G(U) et

b & G(U). n

Démonstration du théoréme.

Ter pas : Si A est une partie dénombrable de IR, il existe U= Gn)n €N telle que :

A CG(U) et lim Uypq/un=1.

n —> o

* Si A est contenue dans le Z-module ayant pour base 1,0:1 yees@py €O résultat est vrai.

En effet, soit € > 0 donné. D’aprés le théoréme de Kronecker, et pour tout élément

n . . . . . . n+1
(01 ,02,...,an)€ { -1,1 } , il existe n+1 entiers m; ¢ o 0 <i < n (ou un point entier Pe,a de IR"™1)
tels que
| AP <i<
mi’e,a—mo,e,oai—ai ; \5— 1<i<n.

ce qui entraine :

N
A
=3

.=g. 1

I'm; - a 1<e n(m. - .
m m <e€ et sg (mI,G,O mo,e,oal) i

i,6,0 0,60

On construit ainsi 2" points entiers de IRNH1 .

). On construit alors par récurrence une suite V(€) = (vl((e) eNn

Soit M, = sup (mo,e,o
o

de la maniére suivante :

ollog= (01’02""’0n) est déterminé par :
0i=—sgn<v’((€)ai>, 1<i<n
ol <x > =x—m, métant I'entier le plus proche de m, est défini si Il x | % 1/2. La suite v(e) véri-
fie donc :
VkEIN ViE 1,20 Iv{a l<e

VkeEIN Vk+1_vk<Me'
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Il suffit alors de prendre poura la suite croissante de tous les v|(<1/ j), (j,k) décrivant IN2 avec la

contrainte v(k1_/{) < M1/1+] .

* Si A est fini, comme dans la démonstration du lemme, il existe un entier q tel que

g A est contenu dans un Z-module ayant une base 1,a] yeeesly - Il existe donc une suite U’ associée
a q A, et la suite g U’ convient.

« Soit A = : : ite O0) = () i

Soit A = (a )n e N+ On sait construire une suite UM/ = (ﬁ'k )k € |N Croissante

d’entiers telle que :

n

a6y o<i<n
im a() /T =1,
k > o

Donc il existe k(n) tel que :
k=>k(n)=VYi€ 0,1,..,n , llaiil(:‘) I<1/n.

Il suffit donc de choisir pour U la suite croissante de tous les u|(<"), ot (k,n) décrit IN2 avec les

contraintes :

k=>«k(n)

k>k(n)= G'f("_)1 <Ef‘"(:l)1 )

2éme pas : Si A est une partie dénombrable de IR, il existe U = (un)n cIN telle que
A=G(U) et Ilim un+1/un=1
n—> oo

A= n G(V) est contenu dans G(G), o1 U est la suite construite précédemment. Donc,
AC G(V)

d’aprés le résultat d’Eggleston, A est dénombrable ainsi que G(G) —~A=B.SoitA= (an)n e IN €t

B={bpnhe N
‘Soit n € IN donné. b, n’appartient pas a A, donc il existe une suite U(n) telle que :
A <o) et b, & cu).

En enlevant les premiers termes de U(n), on obtient une nouvelle suite, notée encore U("), telle

que :
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lim 1uMa =0 (€N

k = oo
1
sup sup i u}(n) g I<—
ke€IN 0<i<n n
I ul((n) b, I netend pas vers 0 quand k tend vers + co.

Soit U la suite croissante de tous les entiers Tfk, k décrivant IN, et ul(("), (k,n) décrivant IN2. Alors

A C G(U), d’ol1 A C G(U). Dautre part :
G(U) € G(U) n( N G(U("))) =A.
n€IN

D’oll le second pas. Le théoréme se déduit alors du fait que, d’aprés le lemme, si & est un sous-

groupe dénombrable de IR, @ = & . n

COROLLAIRE. Soit @ un sous-groupe de IR, dénombrable et tel que 1 € G . Alors il existe une

suite V d'entiers telle que :

<G =G(V)=G*(V)
V strictement croissante.

On a déja vu que, quelle que soit la suite d’entiers U, il existe une suite V telle que
G(U) = G*(V). Le fait que la valeur u, soit prise par Vi Pour un grand nombre d’indices k joue
un role essentiel. Le probléme se complique lorsque I’on cherche des solutions V strictement crois-

santes.

LEMME. Soit K € IN*, p et 6 deux nombres complexes de modulo 1. Alors :

K
p 10
—. -11<e = lp-11<6¢/3e.
K 1-6 P 6\/—
p 1-6K 1 K ‘
Soit en effet a =—, —— =— Z p0™. On a alors :0= Z Re(a— p%).
K16 K <k k<K

Partageons alors I’ensemble f 0,1,...,K-1 1 en | U J, suivant que Re(p&k) > 1-3€ ou non. Alors :
0=2. Re(apsX)+ > Re(apoK)<e Card | —2¢Card |
kEI =

d’ou Card | > 2 Card J, ce qui entraine Card | > 2K/3.

Si 0 €1, Re(p) > 1-3e, ce qui entraine | p—11< 2¢/3¢ (en effet, si cos ¢ = 1-3¢, I'i-
dentité cos ¢ = cosz¢/2 - sin2¢/2 entraine sin ¢/2 <+/3e¢. Or lel®—11= 2 sin ¢/2).
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Sinon, soit k, € | minimal, et soit I’ =1 — ko I et I’ ont donc un élément commun

k1 = k’1 —ko, avec k'1 €1.0nadonc:
k k k k? k
lo—11<1p=p8 ©l+1p8 ©=1I=1pf 1 —p8 i+ 1p6 ©—1I
k k’ k
<l1p6 V=114 108 M1+ 1p0 ©=1]

<3.24/3¢
puisque ko,k1 et k’] appartiennent a |. u

Démonstration du corollaire. Soit & = (a,), e €t U = (u), e |\ une suite vérifiant les

conclusions du théoréeme. La suite V est construite a I'aide de blocs successifs VorViraVpe -
Vo = {uo }

Supposons VO,V1,...,Vn_1 construits, et soit M, le plus grand élément de Vn—] .

D’aprés la définition de U, il existe deux entiers k =k et p = P, tels que :
| 1< ! <i<
u>mp_q et le(ua;) -1 < 0<i<n

le(uy —q) —1I<—.

P n2"

V,, est alors I'ensemble de tous les entiers uy + ru et u tu,t+r Ups 0<r<2". D'l lasuite

p

strictement croissante V. Nous noterons W, = J  V;.
i=0

Supposons a € G*(V). Alors, en particulier, on a :

lim Z e(av) / Card w,=1.
n>eo veEW,
Or les entiers de la forme uy +r Up 0 < r < 2P, représentent au moins 1/3 des éléments de Wo-
Cela entraine donc :
elau) 12" up)

lim =1.
Card W, 1—e(a up)

n—>oo

D’aprés le lemme, cela entraine lim e(a uk) = 1. De la méme maniere, on obtient

lim e(afu +u,))=1.Du: n=ee

n~>oo

a€EG*(V)=2a€G(U)= @ .
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Réciproquement, soit a un élément de & . Donc a = a;, et pour n = i, on a pour

tout élément v de Vn :

si v est de la forme up +ru @ le(av) - 1I< Ie(auk)—1|+rIe(aup)—1|<2/n

p
si v estde Iaformeuk+un+rup:Ie(av)—1|< le(au,) =11+ 2/n.

On a donc bien a € G(V) et a € G*(V). L]

4. - EXEMPLES LIES AU DEVELOPPEMENT EN SERIES DE CANTOR

Si u,=Tl,etuy 4= a,u,, pour tout entier n, a, étant un entier > 2, on sait alors que :

oo €
n
- tout nombre réel x s’écrit x = [x] + Z —,0< €, < 2, de maniére unique en général ;
n=1 n
N
- tout nombre entier m s’écrit m = Z PpYpy 0 <pn < a,, de maniére unique.
n=0

Les résultats qui suivent, et qui se placent dans le cas particulier u, = (n+1)!, pour-

raient étre adaptés dans ce cadre plus général : c’est le cas en particulier pour la proposition 5.

4.1 - PROPOSITION 4. Soit 6 € [0,1]. Alors il existe une suite strictement croissante d’entiers
U telle que dim G(U) =6.

En effet, si U est la suite de tous les entiers m n!, ol 1 < m < nl—o et n décrit IN,

> ¢
n
etsix=[x]+ Z —,avec0< €, <n, €, entier, il est facile de voir que :
n=2 n!
= (nd N —: _
XEG(U) = Y, =o(n”) ot ¥, =inf(e,n en)
et, d’apreés un résultat d’Erdos et Volkmann, [6] , dim G(U) = 4. .

4.2. Cette démonstration permet de construire une suite U explicite telle que G(U) =Q : c’est
la suite de tous les entiers m . n!, (m,n) décrivant IN? avec la contrainte 1 < m < n. Par contre,

déterminer une suite U telle que G(U) = Q semble bien plus difficile.

4.3. Une propriété trés commode des ensembles G(U) est que, si U’ est une sous-suite infinie
extraite de U, on a G(U) C G(U’). C’est cette idée qui est a la base du résultat suivant, ainsi que

de la proposition 6.
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PROPOSITION 5. Soit & = G((n!), e IN*)' Alors G(U) contient & _ si et seulement si il exis-
te une suite bornée d’entiers (pn)n e N » et pour chaque n des entiers k1 n < k2,n <..< kpn,n ,

tels que :

lim k],n=+°9'
n'—)OO

Il est immédiat que la propriété énoncée est suffisante.

Pour montrer qu’elle est nécessaire, il suffit de montrer que si u, s'écrit
M(n) __ M(n)

u, = Z ry(n) m!, dans la base (M), e N » avee rM(n)(n) #0,etsi lim Z rm(n) =+ oo
m=1 n—>com=1

alors il existe un élément x € &  tel que Ix u, I'ne tend pas vers 0.

On peut remplacer U par une sous-suite infinie (que je noterai encore U par abus).
Cela permet donc de supposer que, pour tout entier n, rm(n) > 0 ait au moins n solutions mi(n),

1<i<ntelles que:
N(n=1) +3<mq(n) <my(n) <..<mp(n) < N(n).

. Soit sup {inf (rmi(n), m; — rmi(n)) . mi—] }:Sn’ atteint en i =j (en fait, m; = m.(n) et

j=j(n)). Il est alors nécessaire de séparer deux cas :

.Si lim Sy = 2e > 0, on peut encore extraire une sous-suite de telle sorte que
n > o
lim Sy = 2€. Je poserai alors :
n —>o°
n a 0 a
_ q _ q

a=1 (mjq)la)+1)! a=1(mjq)la)+1)!
avec ag € ;0,1 } Donc x€ @ o D’autre part,ona :

I =1 + ik Y

Xn Ur| = Xn__-l Un_1 —m;?- +0n (;J’) |

1 €
Le terme On(—) est plus petit que Zpour n assez grand, et donc si on choisit :
m.
)
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€

a = 1 si I Xp—1Yn—1 I < -2—

€

o, =0 si Fx,—1un—1 > ?

€
on obtient Il x u, I >4 pour n assez grand. Alors :
oo o

i € (M(n)+1)!
I I=1lIxu +u > —--—
Xtn npnoon Z (m:+1)! 4 (M(n)+3)!

g=n+1 j

car mj(n+1 ) = M(n) + 3 et donc ne tend pas vers 0. D’ol1 le résultat dans ce cas.

.Si lim S =0, je poserai :

n-—>oo
Z Z )+1)I Z |Z1 q)+1

=1 i=1
ol les coefficients o; o sont définis de proche en proche de la maniére suivante : le début est arbi-

1,9 1
traire, et si € > 0 est fixé arbitraire, avec € <-4—:

E .
si Ixp—1 n1">5 , =0 (1<i<n)
il L I<s 2¢ Mt 1 <i<N=N(n) = inf(n,——)
si I x - | o — our i =N(n) = inf(n,—
n— 1 2 LN N (n) P ;
i n
(m; = m;(n)
ai,n:O sinon
On adonc :

)aln n 1
IIxu II= "x—1n1+Z m+1 +0 Z —)H.

=1 m?
Le O étant absolu, et provenant de ce que deux a non nuls consécutifs sont séparés par au moins

o » . 2’ 6
deux coefficients nuls. Ce terme tend vers 0, et donc est majoré par I pour n assez grand.

€ €
Silx,_qu._4 ==, 0onadonc le u_ I>~. Dans l'autre cas, on a :
n—1"n—1 2 n 4

0 ol

-2 I<N Sh SVs,  quitend vers 0.

n r_(na
m;*%i,n
Donc pour n assez grand, | E

i=1  mt

€
I > ¢, d’oti encore |l XaUp I >z. Et on a encore :
i

@, e M)

leunll=||xun+u > ,
m>N(n)+3 (ML 4 (M(n)+3)!

et donc Il x u, I ne tend pas vers 0.
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Q-

Il reste 2 montrer que X € & (, ce qui est immédiat car tend vers 0 quand mi(q) tend vers

+ oo (en effet, rm_(n) > 1 et N tend vers I'infini). L]
i

COROLLAIRE. I n’existe pas de suite U telle que G(U) contienne Gy Y t A }, ou

(o]
[on]
A= Z — avec p irrationnel.
n=1 M
Pn
En effet, sinon, u,= Z (ki n)! d’apres la proposition 5. Mais d’autre part,
i=1
Pn [olk; n+1 )
im I\ l=0 = lim I3 ————1=0
lim n
n—>o° n—>o i=1 | n
Pn ok n+1)
= lim | Z " —— =0 car p,, est borné et les ki,n
n>eo i=1 Kin? tendent vers + o avec n.
< lim lp, p I=0ceaquiestimpossible car les p, p pren-
n =0 nent un nombre fini de valeurs
non entiéres. L
® €
En fait, si x = Z - avec 0 < e, <n, on peut par la méme méthode obtenir :
n=2 M
n
Si la suite (—) cIN a un nombre fini de points d’accumulations, tous rationnels, le sous-groupe
nn

engendré par & et x est de la forme G(U) ; si au contraire ce nombre est infini, ou si un de ces
points d’accumulation est irrationnel, le sous-groupe engendré par & etx n’est contenu dans

aucun G(U).

Il existe donc des sous-groupes de IR, .(91 et G, , qui différent par un nombre

dénombrable, tels que I'un est un G(U) et I'autre non.

5. EXEMPLE D’UN GROUPE G*(V) QUI N’EST PAS UN G(U)

PROPOSITiON 6. Soit A= (ozn)n e IN une suite de nombres réels, décroissante vers 0, et f une

application de N dans IR. Soit A I'ensemble des sommes des séries convergentes Zm,a ,ou
P f g n-n

mnEZ,mn=O(1)

Card {n <N, m,#0} = off(N)).
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Alors Ag est un sous-groupe additif de IR, et :

As CG(U) = [ lim

I u, o I=0 wuniformément en k]= lim ozn/a
n—>oo

nt1 =+

n—> o

Il est immédiat que Ag est un sous-groupe additif de IR. La premiére implication se montre par
I’absurde : supposons qu’il existe € > 0 et une suite (nk) infinie telle que :

VKEIN, | u"k o I>e

Il existe une suite ] C IN telle que Z oy converge. On peut alors construire une sous-suite
n €]
I CJ, de proche en proche, telle que I’on ait simultanément :

Car {n<N,n€1}=0(f(N))

€
VKEL D a <
nel " 3u
ng
n>k

On construit alors de proche en proche une suite M = (mk)k = d’éléments de {0,1} , de la maniére
suivante :

r
My (1) = Oetsi M (1)r--Mi(r) sont connus, soit Xp = Z mk(i)o‘k(i)

On prend alors :

Mg(r+1) =

Alors, si Xpg41 =X, + mk(r+1 )ak(r+1 pona:

Il x

N ao

u
r+1 nk(r+‘l)

Soity = lim X, = Z mk(i)ak(i)‘

r —>oo i=1
y existe, et d’aprés la construction de |, y € Af. Mais de plus, on a :

I I
Y u"|<(r+1)

€ €

=lx_, u +u my oy 1 =>———

PHUTn(e1) T k() 2 TRO%6) 1TSS
Donc y & G(U), et la contradiction cherchée.
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La seconde implication est plus immédiate : € > 0 étant donné, il existe n tel que :
Yk, n>n = ||unozk I<e

1
Soit k fixé quelconque. Il existe donc n > n tel que Un oy > 5 On fixe alors cet n. Il existe k’

maximal tel que u oy >%, car o tend vers 0. On a donc k’ >k, et :

Up 0y >1-¢€ o 1—e
= —_— ]
ak»+1 €
U1 <e
oo :
Exemple. Soit U = (2n)n e IN- Alors si x = [x] + Z en2—n, (e,=0ou 1),ona:
n=1

G(U) = { x [ €,=0 pour n assez grand l

G*(U)={x/ lim N7'Card{n<N/e,#¢,,1} =0}
N —> oo
Donc G(U) est dénombrable, tandis que G*(U) = A, en prenant ) = 2 M et f(n) = 1. Donc d’aprés
le résultat précédent, G*(U) n’est contenu dans aucun sous-groupe G(U’). D’autre part, d’aprés un
résultat de Bésicovitch [1], dim G*(U) = 0.

6. - QUELQUES PROBLEMES OUVERTS

Le probléme qui est a la base de ce travail, c’est-a-dire donner une caractérisation
des sous-groupes de IR qui sont de la forme G(U) (resp. G*(U)), n’est bien entendu pas résolu. Ils
peuvent &tre caractérisés d’une maniére un peu analogue aux ensembles normaux (cf. Rauzy, [8]),
3 Iaide de suites de fonctions définies positives (une telle caractérisation se trouve dans [3]), mais

c’est une caractérisation qui ne présente guére d’intérét.

Est-il possible, par exemple, de trouver un groupe G(U) et un élément X tel que
G(U) U { A f n’engendre pas un groupe de la forme G(U’), mais soit contenu dans un tel groupe ?
Cela suppose bien entendu G(U) non dénombrable. Ce résultat permettrait de préciser, avec le

théoréme 1 et le corollaire de la proposition 5, le role des parties dénombrables.
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(2]
3]

(4]

(5]

(6]

(7]

(8]

9]
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