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FORMULE DE TROTTER POUR L’OPERATEUR
-A +q+—q_+ iq’

Antonio de Bivar-Weinholtz (1) et Rémi Piraux (2)

(1) C.M.A.F., 2 av. Gama Pinto, 1699 Lisboa Codex - Portugal.
(2) 102, Bd Kellermann, 75013 Paris - France.

Résumé : On démontre la convergence de la formule de Trotter pour (e )t > 0 , ol A est une
réalisation dans Lz(ﬂ) de I'opérateur de Schrodinger (—A—q ) + (qt +iq) @, g7, q, fonc-
tions réelles définies dans €2, q+, g = 0). On montre simultanément que A est fermable et Am-

accrétif. Dans § 2 on suppose que g7, g’ € Lloc(Q) q € L™(Q) ; dans § 3, que q € Lloc(Q)

— _ o N .
qg ELT(Q)+ LPQ) (p =3, siN=>3,p>1siN=1,2)etq € L}:Ce (€2), € > 0 arbitraire.

Summary : We prove the convergence of the Trotter product formula for (e“t A)t >0 A being

a realization in L2(2) of the Schrodinger operator (-A—q ) + (@7 +iq’) (a*, q, q’ real valued

functions definied on £, q+, q = 0). We simultaneously show that A is closable and A m-

accretive. In § 2 we suppose q+, q € Lloc(ﬂ) g €EL7(Q);in § 3, q+ € Lloc(ﬂ),
— N

qg EL”(Q)+ LP(Q) (p =?, ifN>3,p>1ifN=1,2)andq’ € LH'e (22), € > 0 arbitrarily

small.

1. - INTRODUCTION. RAPPEL DE QUELQUES RESULTATS

Soit £ un ouvert (non vide) de IRN, VvV € Lloc(ﬂ) On définit une réalisation dans
L2(Q) de I'opérateur de Schrédinger — A + V par :

D(A) ={ueH) (@) :vueLl (@),-au+vuel?@)]
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Vu€ED(A), Au=—Au+Vu
On note :
a=Re(V), ¢ =Im(V), " = max(q,0), g = max(- q,0),

et on fait les hypothéses suivantes :

(1) .q eLQ)+LP(Q) ou p>1 si N=2

2) . SiN>2oubienq € Ll te (©2), ou bien g € L2 (2) (pour un € > 0 arbitraire).
loc

Le résultat suivant est alors connu (Théoréme 3.1 de [3]) :

THEOREME 1.1. (Brézis-Kato) : A est fermable dans L2(Q.) et il existe Ay > O tel que A+ M
soit m-accrétif. En plus si u € D(A), alors u € HL(Q), qlul 2! (Q)et:

Re(Au,u) = f IDul? + [ q lul2,
Q Q ‘
Si on fait I’hypothése supplémentaire :
(3) . Igx)I< Mq+(x) + h(x) p.p.dans QouM=>0et:

2N

hELIrOC(Q) avec { r>1 si N=2

alors A est fermé dans LZ(Q), c’est-a-dire, A= A. En particulier, si q’ =0 alors A est auto-adjoint.

Dans le cas olq=>0etV € Llroc(Q.) (r défini dans (3)) Kato (Théoréme 1l de [6] )

démontre la convergence de la formule de Trotter :

t t n
_ ta -ty
(4) VueLl?(@Q), vT>0 e Au=lim (" e " ) u,

uniformément en t € [0,T] .
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Dans le § 2 on détaille la démonstration du résultat présenté en [1], c’est-a-dire,
on généralise le résultat de Kato en démontrant la formule de Trotter sous les hypotheéses plus
faibles q(x) = a € IR, V € L}oc(ﬂ), et simultanément on obtient une nouvelle démonstration,
dans ce cas particulier, du résultat de Brézis et Kato (Théoréme 1 ci-dessus).

Dans le § 3 on démontre un résultat similaire dans le cas ou q # O vérifie I’hypo-

thése (1) et q’' € L]I;_ce (22) (¢ > 0 arbitraire) : on obtient dans ce cas la formule (4) avec A rem-

placé par A+ q .

2.-CAS D’UN POTENTIEL A PARTIE REELLE BORNEE INFERIEUREMENT

On suppose que q(x) = —a € IR p.p. dans Q (V € L}OC(SZ) vérifie donc (1) et (2),
carq € L(R2)). On a alors le :

THEOREME 2.1. A est fermable et A + a est m-accrétif. Le semi-groupe fortement continu

(e_tA)t > o engendré par A est donné par la formule de Trotter :

- tA-Ly "
(5) vuel?@),vT>0,e Au=lim(E" ¢ " ) u

).

uniformément en t € [0,T] (pour Il . |
[0,T] (p L2(q)

Démonstration du Théoréme 2.1. On peut supposer q = 0 ; on s’y ramene en appliquant leThéo-

rémeaq + a.

Premiére étape. A est accrétif. On suit [3] : on considére u € D(A) et on pose T=V u.

Alors :
Ten @) nL! (@)
. loc
. Re(Ta)=q lul2>0;

donc, d’aprés le résultat de [2], q lul 2¢ ! (Q)et:

f q |u12=Re<T,u>=Re<Au + Au,u >
Q

Re(Au,u)=f IDul2+] qlul?>o.
Q Q

d’ol :
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Deuxiéme étape. Si A>0, Im(\ + A) D L2(R) N L™(R2) et pour u € L2(2) N L(Q) :
(6) t(1 — tAN) V) 5 (A+A) 1 u dans L2(Q).
e uo_
t->0"

On pose :

—v, 1 _
Wt,7\=t(1 —etldN) tV) RO A);

d’aprés le Théoréme spectral et(A—x) admet un inverse (non borné) qu’on note etO\_A). On dé-

montre facilement le .

LEMME 2.1. Soient ( (Vt) des familles d’opérateurs bornés définis sur un espace

u
t)t >0’ Yi>o0
de Banach X, tels que Ut admette un opérateur inverse (non borné) U;] et que l'on ait :

U I<e ™, v, i<,
Alors (U_1 -v,) ! estun opérateur défini sur X.On a :
t t
— =1 _ (4 _ -1
(Ut - Vt) - (1 Ut Vt) Ut .

Side plus lim Ut X =X, alors :
t>0t

lim_ (¢(1 - U, VT =ty - v x=o.
t—>0

t(A - >\)’ V, = otV

Alors si on applique le Lemme 1 a Ut =e ,ona:

- _v. 1
wt,)\ — t(et()‘ A) —e tV)

) ey T
lim_ (t(1 =@ NeV) " —w u=0
t—>0 ’

donc, pour montrer (6) il suffit de montrer :

(7) : Woou — A udans L2(Q).
" t>0

Dans la suite on utilisera le :

LEMME 2.2.q) SivE LQ(Q) alors W, 5 v € HL(Q) et il existe C, > 0 tel que :

2
vveL2@Q) Iw vl <c, vl
g N LAQ)

o)
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b) VveL2(@) IW, , vI<tet®B) - 1) vl pp. dans .

1
2 o .
VvELAQ)NLT(Q) IW, vl <= lvl si s=2,%°
AN (@) @) tAT T A L

(@) (@)
(Démonstration a la fin du § 2).
On vérifie que pour montrer (7) il suffit d’avoir la convergence dans Lﬁ)c(ﬂ). En

effet pour tout compact K de 2 :

.IIWt,)\u—()\+A)_1u||L2(Q < IWu-+ATul

) L“(K)
-1
+ +IW, 5 ul ,
FIOAAT U 50 F W 20
et d’aprés le Lemme 2.b) :
-1

I, < Heet®=8) —q) " full .
IWerult 26\ < THe bl 261

Donc, comme :

-1 -1
t(et()‘ —-4) _ 1) lul — (A—=4) luldans L2(Q)
t>ot

2

] oc(Q) entraine :

la convergence de W, 5 u vers A+ A)"1 udans L

lim sup IW, yu—(A+A) Tyl <Ia+A) Tyl +
ot B (A+A) L2(Q) (A+A) L2(2\K)
+ 1= 1ull
(A-=2) L2(2\K)
pour tout compact K de £2. On peut donc conclure :
lim sup IW,,u—(A+A)Tul =0,
t > 0+ t,A LZ(Q)

d’ol (7). D’aprés le Théoréme de Rellich il suffit donc de montrer qu’on a :
(8) Weau —>  (A+A) 7 u dans HL () faible.
" tsot

Soit u € L2(SZ) N L= (Q) ; d’aprés le Lemme 2.a), si t, — 0+, on peut extraire
n
une sous-suite w, de w,, =W,  u telle que :
tn tn tn,)\

9) w; —> wdans HL(Q) faible et p.p. dans Q.
nn
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On va montrer quew=(}\+A)—1 u.Ona:
tl1-e" e " )w, =e u,

donc, pour tout ¢ € 2 (L), si on note (., .) le produit scalaire dans L2(Q) :

-tV t (A=A
1 D 1—en( ) -tV t (A—N)
(10) W o) H|—— e h we ¢ =(en u,¢)
tn n tn n
d’aprés (9) :
-t V
1-e M — -
\Z ¢—> Vwo p.p.dans
t n n
n
d’autre part :
-tV
‘H S F|<aT o VIl
_—W ~ u =) ’
t, ' L=(Q)

d’apreés le Lemme 2.c). Etant donné que V € L} OC(Q), le Théoréme de Lebesgue donne :
-t \Y%

-t_V
- 1-e 1-e N _ —
(1) vwoeL (Q)et| —— w; ,9 )= —_— W $— Vwa.
tn n Q tn n n Q

De plus :

— t (A=)
-t .V 1-e n 2
e " —  —— ¢ —> (A\—A)¢pdans L“(Q) :
tn n
donc, puisque w; —> w dans LZ(Q) faible :
nn
t (A=A — t (A-
1-e nl ) —t, V -t V 1-e n(=9)
(12) (e ™, )= (woe M g ) — wr-2))
t n n t n
n n
Finalement :
t (A—A)
(]3) . (e n u)¢) _ITI—) (U,¢)
On obtient alors de (10) - (13), Vw € L}OC(Q) et:
. <Vw+ A-A)w,p> =<u,g>
@ ) X_@ ] Xa@

Donc, dans 2’(R2) :

~Aw+Vw=u-AweLYQ);
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par conséquent w € D(A) et :
w=QA+ A)_1 u.
w étant indépendant de la sous-suite t, , on déduit (8) de (9), ce qui termine la deuxiéme étape.

Troisiéme étape. D(A) est dense dans L2(Q). Soitu € L2(S2) NL™(Q) et t, une suite

de réels positifs vérifiant :

1

1
u—-(n+A Il < —.
(h+A) Ty L2@) 2

(14) nt, —> 0" et IW

n tn’n

D’aprés le Lemme 2.c),ona:

Inw, _ull < flull ,
t T 12(Q) L2(Q)
donc, pour une sous-suite, on a :

Up=n Wy pu—>f dans L2(Q) faible.

n)

On va montrer que f = u, ce qui, d’aprés (14) prouvera la densité de D(A) dans LZ(Q).
D’apres la défjnition de Wt *on a pour tout ¢ € D (Q) :
n’

n
-t V — t (A—n
1f1-e N -t V l—e"( ) t (A—n)
(1) ————us)+(ue " ————— )= " "ug)
n t n nt
n n
mais du Lemme 2.c) on déduit que :
Ilunll o, S lull o
L () L ()
donc :
-t V

1{1-e M 1
(16) “\T )| S — IVIigllull o, —>0

n t, n Jg L (2) n
d’autre part :

t (A—n t t t A

1—e"( ) 1—e_n" e—n"1—e"

(17) =" ¢+ o — ¢,
ntn ntn n tn n
dans L2(Q), et évidemment :
t (A—n)

(18) " u,¢) - (u,9)
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de (15) - (18) on déduit donc que :

Vo ED(Q) <fp> =<u,d> ,d’ot f=u.
PED(Q)<f¢ D xD u,0 2'xD ol f=u

Quatriéme étape. Conclusion. D’aprés les étapes 2 et 3 et le Théoreme 3.4 de [5]
A est fermable et A m-accrétif. La démonstration de (5) repose alors sur un Lemme de Chernoff

(Théoréme 1.1 de [4] ), d’aprés lequel il suffit de montrer que :

-1

(*) vuelZ@) 1 - e™) Ty —, 1+ A7 wdans L2(@)
9
Or:
_‘l n
Be(1 —etATetVy :”tz: wm—n;w)l <
2 113, 1)
t
<t 2 M= — 5o
n=0 1 —-e——t t—>0+

Les opérateurs du premier membre de (6) sont donc uniformément bornés en norme pour
t->ot ; L2(Q) N L™ (R) étant dense dans L2(Q), la deuxiéme étape permet alors de déduire

(*).m
Démonstration du Lemme 2.
a) Soitv € L2(Q), alors :
Wy v = 1t =8) _ V)L e pet®=8)) ¢ imEetd) ¢ pa) © Hl (@)

et:

par conséquent :

et =24) 1-e
—t_ Wt,)\ v, Wt,)\ v)+ ¢ Wt,)\ v, Wt,)\ V)= (V’Wt,)\ V).

Or, d’aprés le Théoréme spectral et puisque Wi vE D(A) :

(t:t(A—A)_1

t

2
Wt,)\ v, Wt,)\ v> > (A — A)Wt,)\ v, Wt,)\ v) = Cy I Wt,)\ vl yl @) ;
0
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d’autre part, de Re V = 0 on déduit :

Il en résulte :

1wy vl <G v,

H! (@) (@)
b)Ona:

Wav=t(l - etA-1) e_tV)_1 ANy =y 30 (A )\)e—tV)" RIGEDVE
n=0

(série convergente dans L2(Q)) ;or:

vieL2(Q): le2fl<e!® [l p.p. dans Q,

donc :
_ N B
WISt 2 e FIHATN) 1y =g - otAN) T A=A |y
t>0
=t A2 gy,
c)Sive LZ(Q) NL™(Q)etp=2,,0na:
ety 1 <lvl
LP(Q) LP(Q)
donc :
W vl <t I (etA N tV) A=)y
t,>\ XX € € v x
LP(Q) n=>0 LP()
—tA
_ t
<t Y, 1y y b =1V
n>0 LP(@) .t LP@)
<— vl .

A LP)"
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3.-CAS D'UN POTENTIEL A PARTIE REELLE NON BORNEE INFERIEUREMENT

. . N 2 . -_— oo
On examine maintenant un cas oll on n'a pas nécessairement q € L~ (£2). On suppo-

seraque N> 2, q vérifiant I'hypothése (1), c’est-a-dire :

N iN=3
== 5l Z
P 2
(1) .q €L7(Q)+LP(Q) ou
p>1 siN=2,

et qu’il existe € > 0 tel que :
(2) -qeLl*e (),

le Théoréme 1.1 est donc applicable a I'opérateur de Schrédinger avec un tel potentiel. Cepen-

tV

dant, si ¢ € L™ () I'opérateur de multiplication par e ¥ n’est pas borné dans L2(SZ) ce qui

exclut la validité de la formule (4) pour cet opérateur. Ceci nous améne 2 scinder le potentiel,

en posant :
. B=—A-q ,l'opérateur AavecV=gq ,
.V'= q+ +iq’
On peut maintenant espérer que soit valable une formule de Trotter :

- -lg -tv\n
VuELz(Q)e_tAu=Iim e el u
n

On démontrera cette formule, tout en présentant, comme dans le § 2, une nouvelle

démonstration du Théoreme 1.1, dans ce cas particulier.
On commence par rappeler le résultat suivant de [3] qui caractérise la constante )\]

du Théoréme 1.1 et qui repose sur I'inégalité de Sobolev dans HE)(Q) :

PROPOSITION 3.1. Pour tout € > 0 il existe )\E >0 tel que :

VuEH})(Q):f q_|u|2<ef |Dul2+)\ef lul2
Q Q Q

On en déduit alors, pour I'opérateur B, la conclusion du Théoréme 1.1 qui admet

dans ce cas une formulation plus précise.
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PROPOSITION 3.2. B + Aq est / ’ope’rateur auto-adjoint positif dans L2(Q) qui est associé a la

forme sesquilinéaire a domaine H1

a(uy) = f DuDv—] q uv+j A uv,

laquelle est un produit scalaire sur Hz) équivalent au produit scalaire usuel.

etonale:

B est donc le générateur d’un semi-groupe fortement continue (e_tB)t>
=

THEOREME 3.1. A est fermable et A + )\1 est m-accretif. Le semi-groupe fortement continu en-

gendré par A est donné par la formule de Trotter :

t ty\
tg -ty
(19) vueL?(Q), vT>0, e Au=lim <e n en ) u,
n

uniformément en t € [0,T] (pour Il . | .
[0,T] (b L2@) )

Démonstration du Théoréme 3.1. La démonstration suit le schéma de celle du Théoréme 2.1.

Premiére étape. A est accrétif. On procéde comme dans le cas du § 2 ; on utilise le

résultat de [2] , avec, cette fois-Ci :
f=-q Tul2eL(Q) (pourueD(A) C H}(Q)),
d’apreés la proposition 3.1.

Deuxiéme étape. |l existe N, tel que si A > A, alors Im(A + A) D L2(Q) N L™ ()
et pour u € LQ(Q) NLT(Q):

_ v 1 _
(20) t(1—e t(B + 7\)e tV) u — (A+A) 14 dans L2(Q).
t—>0

On pose :

— s )_1 —
Wt,)\=t(1—e tB+2), tV'y e t(B+)\);

d’aprés le Théoréme spectral e_t(B + )

ot(B+ 1)

admet un opérateur inverse (non borné) qu’on note

—t(B + ) V, = -tV’

. On peut donc appliquer te Lemma 2.1 a U =e e , ce qui donne :

)

- )_1
Wt,)\: t(et(B + )\) —e tV )
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et pour montrer (2) il suffit de montrer :
(21) Wiou — A+ A"V u dans L2(9).
" tsot

Afin d’établir des estimations sur W, ) U on commence par montrer quelques propriétés de I'opé-
)
rateur B. On rappelle, en le précisant, un résultat de [3] (Théoréme 2.3) ; dans la suite on suppo-

sera toujours que A > )\1 .

PROPOSITION 3.3. Pour chaque s € [2, + <[ il existe o, > 0 tel que si g € L2(.Q) NLY(Q) et ¥
est ['unique solution dans H})(Q) de:

—A¥-q Y+AV=g dans Q2 (A\>N);

alors :
1. si g est réelle, ¥ est réelle ; si g =0 p.p.dans , ¥ =0 p.p. dans 2.
2. VEL¥(Q)etsin>a:
22 A <—— gl
22) SQ) A-a, ° L5(Q)

Démonstration de la Proposftion 3.3

1. De I'unicité on déduit que si g est réelle, alors ¥ est réelle. Si g = 0, on procéde

comme dans [3] ; en multipliant ’équation par — ¥, on obtient :

le\rﬂ—f q”qul2+>\f v712<0,
Q Q Q

donc, si A> A, cela implique v =0.

2. On peut toujours supposer que g = 0 p.p. dans £ ; en effet, si W est la solution

correspondante a Iglona :
WIS ¥ p.p. dans Q

(il suffit de remarquer que pour tout n € R Re(ein ¥) est la solution correspondante 2 Re(ein g)
car si on note ¢77» +0 P les solutions respectivement correspondantes 4 Re(e'” g)+, Re(e g)~
ona ¢T),+ , ¢7?,—> 0 p.p.et:

I ¥(x)l= sup IRe(ein\I'(x))|= sup |¢n,+(x)—¢ x)<

nER nER L

< sup (¢ () o, (X)) < W
n €R ’ )
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puisque ¢'fl, 4+t ¢17,— est la solution correspondante a | Re(e" g)I1< |gl, et d’aprés 1.).

On reprend alors la méthode suivie dans [3] . Pour chaque k € IN; on note :
-, =min (q k)
et on résout dans HL(Q) :
(23) —A\Ilk—qE\Ilk+)\\Ilk=g>0 p.p.;
Alors ‘Ilk 20 p.p.. Pour simplifier on note ¥ = \Ifk et on pose maintenant :
. ¢, = min (¥,n), pourn € N;.

On multiplie (23) par ¢:]_1 (2 <r<s) et on intégre par parties :

r

4(r-1) 2.2 (& r=1
5 fﬂ |D(¢§)| +>f?\p<n]<ugnﬂu¢nuu+

(24) r
n r r
te I D(¢n) I L2+>\e Il¢n "Lr+ kf\ll
[¥>n]
. . . . - 4(r-1) o .
(ot on s’est servi de la Proposition 3.1) ; si on choisit € > 0,e< on en déduit, d’apres
I’inégalité de Sobolev (si N=>3) : r

2 r r r
ll¢nll r_2_=,=<Cr IIgIILr+II\IIIILr +kf\ll

L2 [¥>n]
1 1
(ol 5; :5_}:1- ), donc si on suppose ¥ € L"(2) on peut passer 2 la limite en n ce qui donne :
2
P—
velL 2%Q)

2*
s =
en itérant ce processus a partir de r = 2 on obtient \Ilk eL 2 (€2), donc a fortiori \Ifk e L3(Q).

s oap : 1 r
SiN=2ona¥, eHl(@) ¢ N L.
k 0 r=2
# oo

. . 4(r-1)
On revient maintenant & (24) ; si on choisit maintenant € =

, on en déduit
r

s—1
S r
xf <lgh glg, 1 42l ||L5+qu, .
[¥<n] [¥ >n]

(pourr=s) :



28 A. de Bivar-Weinholtz et R. Piraux

Comme ¥ € L5(£2), on obtient, en passant 2 la limite en n :

s s—1 s
)\jﬂ '3 <||g||LS H\IIIILS +7\e II\IIIILS

donc, si on pose :

on obtient :

Ay < gl

L5Q)  A-e,  LYQ)

mais en multipliant (23) par \Ilk on montre facilement d’aprés la Proposition 3.1 que :

HY ()
v, — ¥
k
donc
(RA < lgl ..
L3(Q)  \-a 8 L5(2)

COROLLAIRE. g) Pour tout vE L2(Q) 1¢ B yi<etB |yl

b) Pour tout s € [2,+°[ ,v E L2(.Q) NL™(Q) ona e tBye L5(Q) et -

(25) e tBy <els |y | )

L5(Q) Q)

Démonstration du Corollaire. |l suffit d’appliquer la formule exponentielle :

—t(B+« 1 _
e ( S)v= lim (1+—(B+ as)) Ny dans LZ(Q) ;
n

d’aprés ce qu’on a vu dans la démonstration de la Proposition 3.3-2, on a :

1 M 1 N

[(1+—(B +as)) vi< (1 +—(B+as)) Ivl p.p.dans Q

n n

ce qui montre a). En utilisant (22) on obtient :
oo 1 _
VEL2@)NLZ(@) = (1 +=(B+a)) "veELYQ) VsE[2,+
n

et

1 _ N
(1 +;(B +a)) vl L5() < vl L5(Q) doub). =
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On se servira dans la suite du :
LEMME 3. a)Sive L2(SZ), alors W, ) € H})(Q) et il existe Cy > 0 tel que :
2
VveL(Q)IW, 5 vl <G vl

b)Sive L2(Q):

1-etV' 2 22
Re —_— W, vl CE v
f q 1 tA viiag

-1
¢)Vve L2(Q), W, VIS t(et(B+>‘) -1) lvlp.p.dans Q.
d) Si's € [2, 4o et A >, alors ¥ v E L2(Q) N L™(Q) :

WiAVE L3(R)

AW vl g0 < Iv i

() A-q L3()

Démonstration du Lemme 3.1. a),b).SivE L2(Q) ona:

W v=tet® T BV epeth + B cimeB) cpe) cHl(@)

d’aprés la Proposition 3.2) ; on peut donc reproduire la démonstration du Lemme 2.3-1) et obte-

nir (en utilisant la Proposition 3.2) :

et(B +2)

) 2 —' ]
G WIQ\ v ol ) <((W+ B)Wt,7\ v, Wt,)\ v) < (——————-. Wt,)\ v, Wt,)\ v,Wt,)\v>

t

—tV’
1-e

W, vIi?2,  +Re —_— W,y vIZ<Re(vW, , v) <

MWy fQ - £ WWeav)

<lvl fw, vl
L2 WA T Hl(@)
ce qui permet de conclure.

c) En utilisant a) du corollaire précédent il suffit de reproduire la démonstration
du lemme 2.3-b).
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d)Ona:

_ VTN
Wt)\V:t Z (e t(B+)\)etV) et(B+)\)v
’ n=>0

(convergence dans L2(Q))
alors si v € L2(2) N L™(Q) et s € [2,+o[ , d’apres (25) :

| BNtV t(B ), | <ot DNy
L

donc, siA>a onabien W, vE L3(Q) et :
(azS -\t

te 1
Iw, vl < — v il < vl .
AT 15(Q) 1_6(0‘5 e Y LQ) Ao LS(2)

On revient maintenant a la démonstration de (21) ; comme dans la démonstration

du Théoréme 2.1, en utilisant maintenant le Lemme 3.1-a), ¢) on se raméne a vérifier que si :

wtn = th‘)\u T» w dans HL(Q) faible et p.p.

. + , .
pour une suite t, —> 0" et pour A assez grand, alors nécessairement :
n .

w=(A+ A)_1 u.

On a évidemment une formule analogue a (10) ; c’est-a-dire, pour tout ¢ € 2 (Q) :

-t V’ -t (B+ )
1-e D 1-e D -t V' —t (B + )
(26) - wt )¢ + —_ ¢ n wt ;¢ = (e n U,¢)
tn n tn n
Or:
+ +
_ ’ -t -t
1-e tV 1-e NI cos(t,q’) _ e N sin(t,a’) _
— 0 W% 01 = Wi o+i —_ W, 1)
t, n Q t, n Q t, w 'n
mais :

—tnq+ sin (t,a’)

e — 7| < Iqllglel’g)

¢ — q'¢ p.p.dans
n
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donc le théoreme de Lebesgue donne :

—tnq+ sin(tnq’)
.e

3 — q'ddans L1FE(Q)
n

th

1

d’autre part si on pose s = (1+€)’ =1 + — = 2 (on peut supposer € < 1), on a d’aprés le Lemme
€

3.1-d), quesiA> A =a :

Tw, I < lull
@) a-x, L5()

donc, au moins pour une sous-suite :

. w,—> wdans LI¥)(@) faible

n n
ceci implique que :
) ~t,q’ sin(t,q’) -
i | e — W, ¢=
Q th n
(27)
o _tnq+ sin(tnq’) . .
=i<e ,W. )
t, th L]+€(Q) X L(] +€) (9))

—;]—» i <q'ow> L1 +€(Q) « L(] +5)'(Q) =i ﬁ) q'wo

D’autre part on a, par Lebesgue :

1
-t v 1o

1-e¢ N
. (Re —Y ) Y q+ dans Lﬁ)c(ﬂ) fort ;
n

on en déduit d’abord, d’aprés le Lemme 3.1 b), puisque Wy — W dans Lz(ﬂ) faible, avec
n

lw, I ,<C:
t, L2\

R 1-e D
.[Re ——— w
t, t

au moins pour une sous-suite. Ensuite, on a donc :

Vot w dans L2(Q) faible,

+ 1
. q wELIOC(Q.)

1-e nV /2
=LAty

(JFW,Jq_*¢)=f atwe
Q
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De (27) et (28) on déduit finalement que V'w € Ll () et:

loc
-tV
(29) Tre p VwE=<VWE>
—————————— N w = 3
tn wtn —n-) Q c@ ’ Xc@

On a évidemment :

(30) (e—tn(B+>\)

U,¢) -—> (U,¢),
n

et il ne nous reste qu’a examiner un des termes de (26) :

—-t_(B+A —t_(B+A
T—e (BN -t V' ~t V' 1-e (B
———e"wt,q):wt,e —_—9;
tn n n tn
N
siN>4onaq €L2 Q)+ L7(Q) C Lﬁ)c(ﬂ), donc 2 () C D(B)et:
—_ -t _(B+A
—th’ 1-e n( ) 2
e —— ¢ —> (B+A)¢ dans L<(Q).
t n
n
Commeona:
2 .
w, —> w dans L%(Q) faible,
n n
et d’apres le Lemme 3.1 les | Wi I 5 . sontbornées, ona:
n L°(Q)
-t _(B+A
¢ (BN —t V'
61), (— e w, ,8) —  (w(BHNg)=
tn n n

=<-Aw-q w+Aw,$> |
D' XD

Dans les cas N = 2,3 on n’a pas nécessairement q € Lﬁm ; pour obtenir I’analogue de (31 )a on se

sert alors du Lemme suivant :

LEMME 3.2. Pour chaque r € { p,2,p’; il existe u. > 0 et un opérateur B, dans LV (Q) tels que :
r r q

1. B, + u_est maccrétif dans L' (Q).

2. 32 =B. . 5

3 SiueL3(Q)NLT(Q) dorse Bu=e Tuvizo.
4. D(Q) C DB, etVPED(Q), Byp=—1p—qp.

(Démonstration & la fin de I-3).
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On adonc :
—-t_(B+A —t _(B..+A)
-tV 1-e nl )__ -tV 1-e n®p — —
e " ————f=e " ——— 3 — (B,
tn tn n

dans LP(Q). D’autre part, d’aprés le Lemme 3.1-d), en augmentant au besoin Ao On a pour

A>A I Wy Il p’ < C, donc au moins pour une sous-suite :
n L

—> w dans Lp’(Q) faible,

w
th n
puisque p<2 = p’> 2. Alors :
—t_(B+2) -t _(B+))
_ n . ) — ] _ n
Gl (= eV o =<wt,eth e~ 5
b t, th n t, LP x LP

—;» <w’(Bp+)\)¢>Lp’pr=’/;2 w(-A—q +A)p=<(-A—q +)\)w,¢>‘@’x

En passant (26) a la limite en n, on obtient alors d’aprés (29) - (31) :

(9)

) 1
. V'we Lloc

L<—Aw—q w+V'w+Awe> =<up>
D'xD D' xP’

donc, dans 2°(R2) :
-Aw+ Vw=u-awE L2(©),
d’ol : w € D(A), (A+A)w =u, ce qui termine la deuxiéme étape.

Troisiéme étape. D(A) est dense dans L2(Q). On reproduit la troisiéme étape de la

démonstration du Théoréme 2.1 en remplagant (14) par :

+
.nt, — 0" et | th,n+a5u

. —(n+A+aS)_]ull 2 < —

L“(2) 2

et en se servant de I'estimation du Lemme 3.1-d) :

InW, . ul <lul
tpntag = s() L

)

5(2)

1
avec s = (1+€)’ =1 +—, pour démontrer I'étape correspondante 2 (16).
€
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Dans ce qui correspond a (17), on se sert des Lemmes 3.2, 3.1 quand N = 2,3, en

augmentant au besoin Q.

Quatriéme étape. On conclut comme dans la démonstration du Théoréme 2.1. On

remarquera qu'il suffit de montrer (19) avec B remplacé par B + A e

Démonstration du Lemme 3.2. On pose par définition :
. B2=B, [12:>\-| .
Si r = p’ on pose M = Q. D’apreés la Proposition 3.3, si on considére la résolvante de 82 + [T
1 -1
R = (=B, + i) +1)

on a (estimation (22)) :

IRPut <l VueL2(@)n L Q).
X L) S L@ @)nLi(Q)
R(2) se prolonge donc en une contraction Rgr) de L"(2) qui en est la fermeture.

A L2(Q) N L"(Q)

D’autre part B / R(z) est fermable dans L"(Q) ; en effet si dans ce
X .

(L2(Q) N L7())
domaine uy, — 0, Bu, —> fdans L"(R), alors :
n n

. —Au, —> 0 dans 2°(Q)
n

- qu, T 0 dans 2'(Q) (puisquer =p’etq € Lﬂ,c(ﬂ))
donc :

Bu,=-Au,—qu, —n—* 0 dans 2°(Q)

ce qui implique f = 0. On note B, la fermeture de cet opérateur ; alors R§\r) est évidemment la
résolvante de B, + u, et cet opérateur est donc bien m-accrétif dans LP (Q). D’autre part la formu-

le exponentielle et la définition de Rg\p’) garantissent que :
’ —tB ) —
VuELz(Q)ﬂLp(.Q):e Pu=¢tBy,

Maintenant, la théorie de la dualité dans les semi-groupes donne :

. B; + Ky est m-accrétif dans LP(2).
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on pose alors :

= * = )
.Bp Bp., up yp

(ici * désigne I'opérateur transposé dans la dualité < Lp,Lp, > ). Maissiu € LZ(Q) N LP(Q), on
a, pour tout v € Lp’(Q) N L2(Q) (D 2(Q)):

<e Pyyv> =<u,e Pvy> =<ue Z2v>
L L L

=f u(e_tB2 v) =f (e—tB2 u)v,
Q Q

tB —tB —tB
e 2yctPQ)ete Pu=e u.

LPxLP

donc :

Montrons finalement que 2 () C D(Bp). Comme B _ = B;,, par définition de Bp,

p
on a a fortiori :

B,= < B, >*
R (LP'(@2) N L2())

maissip € D (Q),veE R§\2) (Lp’(Q) N L2(Q)), ona:

< ¢,Bv> )= o(—Av—q v)=
B> o fQ( av)

=/;2 v (-Ad-q 9) =<—A¢—q"¢,V>LpXLp’

€ LP

.¢ED®&
. Bp¢:~Aq)~q"¢. =

Remarques. 1) Dans le cas N = 1 si on suppose q € L! (22) + L*°(£2) avec les hypothéses supplé-

mentaires q , q' € L: +e (22) (pour un € > 0), la démonstration précédente est évidemment valable.
oc
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2) Il serait aussi intéressant d’analyser le cas oli on suppose seulement q’ € L}OC(SZ)

et en plus de I'hypothése (1) 'autre alternative de I’hypothése (2), c’est-a-dire, si N> 2 :
N
—+e
q € L2Ioc (82)  (pour un certain € > 0) ;

nos méthodes ne s’adaptent pas directement i ce cas la.
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