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Résumé : On s’intéresse a la régularité jusqu’au bord 92 de la solution u de I'équation non linéaire
dans Q CR":

—div ( Igrad u |p—2 grad u) =f dans Q, u=gsur 02

ol 3%, f et g sont réguliers,etp > 1.

On donne un résultat de régularité dans les directions tangentielles 2 32 (d’ol la régu-
larité a Iintérieur de § dans toutes les directions) qui est optimal. On en déduit un résultat de

régularité dans toutes les directions, d’ordre moins élevé, dont on ne sait pas s'il est optimal.
On adapte pour celd la méthode des translations de Nirenberg.

Summary : This paper is concerned with the regularity up to the boundary 92 of the solution u

of the following non linear equation in @ CR" :
—div (Igrad u 1P72 gradu)=f inQ, u=gon aQ,

where 952, f and g are smooth, and p > 1.

We give a result of regularity in tangential directions (whence follows interior regulari-
ty in any direction) which is optimal. Then we obtain a regularity result in any direction, with

lower order, of which optimality is unknown.

This relies on an adaption of Nirenberg’s translation method.
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INTRODUCTION

On s’intéresse 2 la solution u du probléme aux limites
(1) —div (d lgrad u |p—2 grad u) =f dans Q ouvert de RN,
(2) u=g sur le bord 92,

ol p>1, ot f, d et g sont des fonctions données respectivement sur Q et sur 052, et ol
) 0 ] ] ]
div=—+ ..+ — etgrad=(—, ..., —).
aX1 be bx1 aXN
Ce probléme admet une solution unique moyennant des hypothéses convenables sur

les données, et on s'intéresse dans ce travail 2 la régularité de u quand les données sont réguliéres.

On suppose donc que 952, f, d et g sont réguliers et on montre d’abord que u est régu-

liere tangentiellement. Quand 2 = { X |xN > 0} on dit que u est réguliére tangentiellement si
au au ou

—_— e, et xy — sont réguliers. On étend cette notion a un ouvert a bord régulier
0x ax ax
1 N-1 N
au ou
par changement de cartes ; c’est équivalent a la régularité de a_e= Ei Oi g— pour tout champ de
x.

vecteur 6 tangent a 9%2. !

On montre ensuite que, sous les mémes hypothéses, toute solution u de (1) qui est

réguliére tangentiellement est réguliere au sens usuel.

L’ordre de dérivabilité tangentielle de u obtenu ici est optimal ; I'ordre de dérivabilité

usuelle est moins élevé (quand p # 2) et on ne sait pas s'il est optimal.

Ces résultats ont été annoncés dans SIMON [1] . Les premiers résultats, pour une
équation voisine de (1), sont diis & VISIK [1], cf. également LIONS [1], mais ce sont des résul-
tats dﬁ régularité avec poids et non explicites (ce sont des propriétés de régularité de
du (2~ 1 du

a— a—- D’autres résultats de ce type sont donnés dans JAKOLEV [1].
X: X:
i i

La régularité de u a P'intérieur de 2 est démontrée dans SIMON [4], et les résultats
sont optimaux pour les hypothéses faites. Dans le cas oli f =0 et d =1, la continuité Holdérienne
de u a Iintérieur de 2 est établie dans UHLENBECK [1] .

Des résultats de régularité pour des équations non linéaires plus générales sont donnés
dans DE THELIN [1]et [2].

Pour I’Analyse numérique du probléme on renvoie a3 GLOWINSKI-MARROCCO [1]

et a sa bibliographie.
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1.-POSITION DU PROBLEME ET RESULTATS DE REGULARITE USUELLE

1.1. - Espaces de Sobolev et de Besov

Soit © un ouvert borné de RN dont le bord d<2 est de classe C1, de point générique
X = (x1,...,xN). Etant donné B = ({3],...,{3N) un multi-entier positif on note | 8 | = By + .. BN

o B o B
Dﬁ= ( 1 o (_) N et D(O,...,O)

—_— o.. = |dentité.
ax1 axN
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On note 2 (£2) I'espace des fonctions C”surQa support compact dans 2. Pour m
entier positif on note WT(Q) ={v I DBy e LF(9), I8 l<m }, Wm’rSQ) I'adhérence de 2 (Q2)
dans W™ (Q), et W™F(Q) ot 1 < r < oo le dual de W™ () oli—+— =1 ; on désigne par
[, 1lecrochet de dualité. P

On définit par interpolation pour o non entier, n < ¢ < n+1, n entier, 1<r < o
et1 < q < o

’

n (1)
BT(€2) =W 11(@), W(Q)] 414 4
1.2. - Existence d’une solution

Soitp tel que 1 < p < oo et soit d vérifiant

(1.1) deEL®(Q) et Infessd(x) > 0.
XEN

— p 2
On définit alors un opérateur A de w! P(Q) dans W 1’p*(Q) (car p* =——1-) par 2
p—

A(v) =—div(d I grad v |2 grad v).

_ -L 3
Etant donnés f €W 1,p*(m etg€ wh P p(bﬂ) B) il existe une solution unique u de

uew!P(Q),
(1.2) A(u)=f dans Q,
u=g sur 0£2.

(M On note, cf. PEETRE [1],
[E1Eqly o ={e € Eq+E, Ih PK(h,e) € LI(0,00; ih'l) } ot

Khe) =Inf{lle; Ig +h e, | £, ety =e 6 €E

|
p2
(2) ie. Alv)=—2. _a_<d( S 32 av>

i=1.N %\ =N 9% 0x;

(3) On définit les espaces de Sobolev sur 082 a partir de espaces sur RN_1, par cartes

locales.
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Rappelons brigvement la démonstration de LIONS [1], ch. 2.2 : il existe un reléve-
ment G € W/ P(Q) de g, et 'opérateur v > A(v+G) est borné, hémicontinu, coercif et monotone

de W! P(Q) dans w! ’p*(ﬂ), donc il existe une solution du probléme homogene

uewhP(Q),
(1.3)
A(U+G) =f,

et u=U+G est solution de (1.2).

L’unicité résulte trivialement de la propriété (2.12) ci-dessous.

1.3. - Résultats de régularité usuelle

THEOREME 1.1. On suppose que

(1.4) 392 est de classe C3 ,
’ 1
% 2 -,p
(1.5) dewlh™@Q), feLP* () e gew P (09).
Alors
1+ p
_1\2°
B, P (q quand p > 2,
(1.6) ue W2’2(Q) quandp = 2,
_1\2
Bl°+ (P=1)%,p (2) quand p <2. n

Quand p =2 on retrouve un résultat de NIRENBERG [1] .

On démontrera ce théoréme en deux étapes :
i) Régularité tangentielle de u au ch. 2, théoréme 2.1.

ii)  Régularité usuelle des solutions de Iéquation (sans condition aux limites)

qui sont régulieres tangentiellement au ch. 4, théoreme 4.1.

Remarque 1.1. Régularité dans les espaces de Sobolev.

Les espaces de Sobolev d’ordre o non entier étant définis de fagon usuelle on a d’aprés LIONS-
MAGENES [1], WO f(Q) = Bf’r(ﬂ), donc (1.6) entraine pour toute > 0,
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T+ —5-¢p
w (1) (L) quandp > 2,

ue

—1)2 -
w!+ (1) &P (Q) quandp < 2. =

Remarque 1.2. Optimalité du théoréme 1.1.

Le cas p > 2. On ne sait en général pas si I'ordre 1 + de «dérivabilité» de u

. . (p-1)2
obtenu au théoréme 1.1. est optimal. P

Dans le cas particulier oli 'équation (1.2) est prolongeable avec données réguliéres on peut amélio-

rer ce résultat. On suppose donc que

il existe des prolongements u’, f’ et d’ deu, f etd tels que

(1.7) Alw)=f dansQ’, ' ouvert, Q'D Q,
P e LP* (@), d ewh=(@). :
1+—,p
Alors les résultats de régularité locale de SIMON [4] montrent que u’ €B p-1 (§’) donc que
1 +—1-, p

ueB, P71 (Q)

résultat qui est meilleur que (1.6).

L’hypothese (1.7) est vérifiée si £ est un pavé de RN (borné ou non) et si g est constant (on pro-

longe alors u—g par antisymétrie) ; elle est donc toujours vérifiée en dimension N =1.

Mais en général on ne sait pas si (1.7) est vérifié, ni si (1.6) est optimal.
Le casp < 2. On peut de méme montrer, en supposant (1.7) vérifié, que
ueBL PP (Q);
mais en général on ne sait pas non plus si (1.6) est optimal.
Par contre on peut affaiblir (1.5) en le remplagant, cf. (2.21) et (4.?2), par

p——P
deBPT1(Q), fEBPI2PY(Q) et gEB, P (3Q). =
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2. -REGULARITE TANGENTIELLE

2.1.- Espaces asymétriques
On suppose donc que 952 est de classe C3, i.e. que

V x € Q il existe un voisinage ouvert V de x, un ouvert W de RN et un C3-
(2.1 difféomorphisme T de V sur W tel que
T@nv)=RNnw

ol  désigne la fermeture de £, ol R[: a pour générique y = (y1s-YN) €t ol R’j_=3y lyy > Og.

‘ Etant donnée v une fonction sur £2, on note Ty= vVian V) oT Ve transporté (sur
Rriﬂ W de la restriction 2 & N V) de v par T.

N

On définit des espaces de fonctions régulieres «tangentiellement a aQ2» pour
0<o0<2etl <r < ocopar

T T .
0 o'v _
= Y YN T€ wo 1’r(li"i N W) VT défini

WOl (@) =ivity, —,.,
- ™

tang
(2.2) par (2.1) ¢,

BOF (@) =whhr (@) , WM (Q)] L., pourn < g < n+1, n entier.
qtang n+1-0,q

2.2. - Résultats

. THEOREME 2.1. On suppase que (1.4) et (1.5) sont vérifiés. Alors la solution u de (1.2) vérifie

1
Pl (1)
B P“:ang @ quand p > 2,
2,2 _
(2.3) u€e W tang () quand p = 2,
BP:! tang () quandp < 2. m

Remarque 2.1. Optimalité.

1
Quand p = 2 «l’ordre de dérivabilité» de u obtenu ici (1 + — ) est optimal. En effet
p—

1
(1) Notonsque 1 + ; =p*.

* point
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d’aprés SIMON [4] c’est I'ordre maximum (pour 'hypothése (1.5)) de dérivabilité de u & I'intérieur
de 2.

Quand p < 2 on peut remplacer (1.5) par I’hypothése plus faible (2.21) et I'ordre de

dérivabilité obtenu (p) est alors optimal. =

Principe de démonstration du théoréme 2.1. (p > 2). On se raménera au probléme homogéne

(11.3) avec un relévement G régulier, et on verra que 'application f - U est Holdérienne d’ordre
— deW LP*(Q) dans W HP(Q).
p—

D’aprés SIMON [3], (1.5) entraine que Il f - ehd — ¢ | w < ch pour

-1,p* Q
ho (@)

0 < h <1 (et des propriétés analogues de d et G), ot1 lese'* sont des difféomorphismes conve-

nables de 2.
1

On en déduira1que lu-eh -y w! < ¢ WPl , ce qui entraine d’aprés

rpQ
1+—p @)

SIMON [3]queUEB P liang (). m

Avant d’effectuer cette démonstration, rappelons quelques résultats.

2.3. - Caractérisation des espaces asymétriques
Soit 8 un champ de vecteur de classe C2 tangent a 0%, i.e.

(2.4) pe2@N e D n6:=0 surdQ,
_1 N 171
=l...

ol n = (nq,...,ny) est une normale a 3Q. Etant donné x € Q on définit ehe(x) erN pourh = 0

par
hé
de ™ (x
de =0(e"(x)) Vh >0,
dh
ehe(x) =X pourh=0;

ho

pour h fixé e est un C2-difféomorphisme de Q.

D’aprés SIMON [3], comme 9£2 est de classe C3, onapourm=0,1, 0 <s<tletl < r<eg

1
+1r _ m,r hé

(2.5) WITLIQ) ={veWw™ Q) | Sup — llvee —v I < o
tang 0< h <] h Wm,r(Q)

V 0 vérifiant (2.4) ¢,
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(26)  BMiM(Q)=

1
VEWm’r(Q) ’ Sup — ||V°eh0—V I mr < oo
0<h<1 h’ W)

V 0 vérifiant (2.4) ¢ ;

depluspourm=-1,1ou2et1 <r <o (r<o sim=-1)ona

hé m,r
(2.7) Sup lvee™ | < o vvewnh(Q),
0<h<1 wmi(@)
(2.8) Sup 1— lvoehd —y | < o sjetseulement si
: m,r
o<h<1h w(Q)

1 )
(2.9) Sup  —l—(voend)-Zoehdy <o
0<h<1h 3 X wmr(Q)

2.4. - Propriétés de 'opérateur A

a - Majorations liminaires. On note <, > le produit scalaire dans RN. Pour tout g > 1 il existe,
cf. SIMON [2] (majoration (2.2)) ou GLOWINSKI-MAROCCO [1] (lemme 5.1), une constante
a4 > 0 telle que, pour tout s1,59 € RN,

-(a]lsz—s]lq sig = 2

(2.10) <Is, |q~2sz—ls] |q~2s1,52—s1 > >
Isy=sq 12 ,
ay sig < 2.
(Isy 1+ 15 1)279

En majorant | < |s, 1972 so= sy lq_251,52—s1 > 1< Ilsy Iq*252—ls1 19-1 sy 1 1sy=sq |

_ — 1
et en posant t; = |s; |42 s;,doncs; = It | P2 t; pour p =1 +—1, on en déduit qu’il existe
q-
une constante cq (dépendant de p) telle que, pour tout t1, € RN,

cp 1ty 1( 1ty 1+ 115 1)P72 sip > 2
ity P2y =1ty IP2 ¢ 1 <

¢q Ity Lt sip < 2.

ho

(5) Quand m=-1 on définitvee'" par dualité :

[vo e"? o] =[v,(Jacobien e M) (po e )]  voew! ™ (q)



256 J. Simon

En utilisant I'inégalité de Holder si p = 2 on en déduit, pour tout t,,t, € (Lp(ﬂ))N, que
12

c]mp_2 Ity=tq I sip = 2

(LP@)N
-2, _ -2

(2.11) Ity IP™2ey =1ty P72 ¢y "(Lp*(g))N < )
cq(liey=tq I (LP(Q))N)p sip < 2

oum= Sup It | .
1o (LP@N

b - Propriétés de Holder de I'inverse de A

LEMME 2.1. // existe une constante c telle que, pour tout vi,v9 € wl P(Q) tels que Vo~Vyq soit
nul sur 95}, on ait
1

__‘I .
o TA(vp) —Afvq) | W ’p*(Q))p sip > 2
2.12 lvog=vq |l <
C2M p “ A(V2) _A(V—l) " W_1 )p*(Q) SIp < 2

ouM= Sup llv. I . u
i wl,
i=1,2 whP(Q)
Démonstration. En intégrant par parties il vient

A(vy) = A(v1),vovq]=[ d < lgradv |p—2 grad v, — lgrad v |p—2 grad v;,grad v,—grad v, >
2 152 1 o 2 2 1 1 2 1

En utilisant (2.10) avec q = p, en notant que d est strictement minoré d’aprés I’hypothese (1.1), et

en utilisant Pinégalité de Holder avec 2= 1 + 2P sip < 2, il vient
p P
a2(|| grad (v2~v1) I (LP(Q))N)p sip = 2
[A(vy) = A(v;),vy=vq] > ( Hgrad(vy—vq) I _p(aN)?
a9 . sip <2
(I'grad vo Il + Il grad v, | )¢7P
2PN PPN

avec a, > 0.

On en déduit le résultat annoncé en majorant, avec I'inégalité de Poincaré,
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[[ALg) = Alvyhvgvg ] E < IAG) =AW T pe o) 121 F 1)

< ag I A(v2)—A(v1)llw_1’p* Q I grad(vz—v1)||

() (PN

¢ - Propriétés de Holder de A

LEMME 2.2. // existe une.constante cy telle que, pour tout vy,vo ew! P(Q), on ait

caMP™2 vy, | sip = 2
3 2 Twlhe(g) P
2.13) 1A(v)) = Al _ <
(213) 1AW = Al 1w | |
: cal Tvoy=vll P~ sip < 2
32 lyp )

ouM=Sup Hvl o .
=12 WP@)

Dém_onstration.‘On F

[A(Vz) - A(V1 )]

1 A(vo) = A(vy) 1 = wlle

-1,p*
w P (Q o
) wewlP(Q) wP(Q)
<aq Idll o, MNlgradv |p_2gradv —lgradv Ip—zgradv I
e T 2 o R

La majoration (2.11) donne alors les résultats annoncés. ~ ®

d - Estimation du crochet de A et de eho

LEMME 2.3. Pour tout v € wl P(Q) et tout 0 vérifiant (2.4), il existe une constante cy telle que,
pour tout h €[0,1], on ait ’

cy(ldoehfql oo +h sip > 2,
(2.14) 1 A(v o ehe) —A(v) o ¢hf ||W__1 p*(Q) <
cqlld o eMf—dll o +hPT) sip < 2.m
L ()
Démonstration. En notant t =grad v, = (grad v) o eh() ets, = grad (v o ehO) ona
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A(vo ") — A(v)e M =—div(d Is, [P~2s,) + (div(d It1P~%t))o e
=~ div{(d—d o M) [5, 1P2s, +do (15, 1P 25 — 11, 1P21))
— divi(d1t1P72¢) 0 eM9) + (div(d 1t1P2)) o M0

Grace a (2.7) on majore

I (d—d o eN6) 15, 1P72 1 < ld-doeh® g o (Us | p1
( Hon!™ %0 b pr N =) T eV
<clddoedy o .
L=(%)
En utilisant (2.11) on majore
smP2 ¢ s, | sip > 2
T N

o e P2, _ p—2 <
doe™(Is 1P s, = It 1P 4t,) "(Lp*(Q))N I -
c16( It B sip <2
1P iy ’
oud=10dll o
L

, my, = Sup( It (P et on note que d’aprés (2.7)

@ N
N < ch.

Q)
et(29)onam, < cetlt s | (LP(%)

Enfin il résulte de (2.9) que

I=div(d 1t1P"2t) o M0 + (div(d 1tIP2t)o M | _ < ch
( ) &) + (div Dy

Ces trois majorations entrafnent le résultat annoncé. n

2.5. - Démonstration du théoréme 2.1.

1
2——p
a - Probléme homogéne. CommegEW P (3Q) il existe un relévement

(2.15) GEWZP(Q)

et il suffit de montrer que la solution U =u—G du probléme homogene (1.3) vérifie (2.3), i.e. que

1+ ——1 P
B, P tang () quand p > 2,
(2.16) Ue w! +t:1§12g (22) quand p = 2,
gl tP-1p () quand p < 2.
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b - Une majoration pour p = 2. Etant donné 8 vérifiant (2.4) on a eho(aﬂ) = 92, donc
(2.17) Uoehl=u=0 sur 09.
De plus, comme A(U+G) = A(u)4= f,ona
A(U o eM04G) — A(U+G) = (A(U o e"0+G) — A(U o ef4G o €M) +
Auo ehe) —A(u) o ehe) + (fo eh? —1)
~donc d’apreés les _[emmes 2.2 et 2.3 et d’aprés (2.7) il existe une constante Cg telle que

IA(U o eMf+G) — A(U+G) I _ <
(U 04G) ~AWUHE) T g e

2 1o ohO o0 | ho_ -
3P 21GGoe "w1 +ey(lldoe —duLw“n+h)+Hfoe f"W—Lp*

P(Q) Q)

Le lemme 2.1 montre alors d’aprés (2.17) qu’il existe 6 telle que, V h€[0,1],

TUoehf—y | <
WLP(g)

(2.18) 1
+h)P 1,

cg(1GoeMGl 1 +lhdoe—al  +1fcel—f]
w ) L(2) w

)p(Q =1 )p*(Q)

¢ - Régularité de U pour p = 2. D’aprés la caractérisation (2.8), I’hypothése (1.5) et la propriété
(2.15) entrainent respectivement

1 1
Sup —1ldo Mg o <o Ssup —lfe ehfg | 1 p* oy <%
0<h<1 h L(Q) o<h<1h wEQ)
(2.19)
1
ho
Sup —=IGoe™GI ; < oo
0<h<1 whP(Q)
et (2.18) donne
1 ho ‘ '
Sup —— lUoe™-U 1,p < oo
0<h<1 b W)

1
ce qui établit (2.16) d’aprés les caractérisations (2.6) et (2.5) (—]- =1 quand p=2).
. p— ‘ .
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d-Lecasp < 2.1 vient au lieu de (2.18)

luoe®-u i <
whP@Q)
c.(1Goehf—G I +ldoeMdg o, +lfoehfsi _ +hP1
6! whP(@) L™() wP¥(Q) )
et avec (2.19),
(2.20) Sup o jyeefy 1 <o ®
0<h<1 P! whP(@)

Remarque 2.2. Amélioration du théoréme 2.1 quand p < 2. Pour que (2.20) donc (2.3), soit
vérifié il suffit que

1 1
Sup — ldoedl o <=, Sup ———Ilfoehe—fllw_1,p* < oo

0<h<1 hP~ (€2) 0<h<1 hP7! ()
1 ho
et Sup — IGoe™GI 1,p < o
0<h<1 hPT whP(Q)

On peut donc remplacer I'hypothese (1.5) par

1
p——,p
(2.21) deBP 1), fEBR2PY(Q) et geW,, P (3Q). =

3. - REGULARITE DE LA SOLUTION D’UNE EQUATION NON DIFFERENTIELLE

On réduira au chapitre 4 le probléme de la régularité usuelle des solutions de I'équation
A(u) = f qui sont réguliéres tangentiellement a un probléme de régularité de la solution d’une équa-

tion «ordinaire», probléme qu’on étudie dans ce chapitre.

3.1. - Position du probléme et résultats

Etant donnés a, b, e et k des paramétres réels, et z réel, on note
p

F(z) = (@2+2bz+(1+e2)22)2  (b+(1+e)2).

Soit Q un ouvert de RN. On considére des fonctions dans Q vérifiant
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(3.1) abz€LPQ) , e€L™(Q) et keLP*(Q),
(3.2) bl < lael p.p. dans Q,
(3.3) F(z) =k p.p. dans Q.

THEOREME 3.1. On suppose que 9Q est de classe C1 etsoit) < s < 1.
i)Lecasp > 2.Si
abE€BSP(Q), e€B%(Q) er kEBYP(Q),

alors
s

—,p
(3.4) ze8” (Q).

i) Lecas1 < p < 2.S5i

ab€BYP(Q), e€B¥™(Q) et k€ Bi(f’”1 hP*(Q),

alors

(34)’ 7z E B:o(p_‘l ))p(Q) n

261

Principe de la démonstration (P > 2). On montrera que F est inversible d’inverse holdérien

1 *
d’ordre ——1 de LP"(Q) dans LP(Q), puis on se raménera 2 RN et on utilisera la caractérisation par

p
translations des espaces BZ;r(RN).

3.2. - Inversibilité de I'application F

LEMME 3.1. L'application F définie par (3.1), (3.2) et (3.3) est inversible de LP*(Q) dans LP(Q)

et il existe une constante c telle que, ¥ 29,29 € LP(Q), on ait
1

o ) o( I F(29)~F(z;)1 Lp*(Q))p—1
N Zz“Z-l Lp(Q) x

ouM= Sup lzl . =
i=1,2 "LP(Q)

quand p = 2,

quand p < 2,
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Démonstration.

a-Lecasp > 2.0n minore, avec (3.2),
p p

dF p—2 5 o
(3.6);—=T(a2+2bz+(1+e 1222 2b+(1+2)2)? + (a2+20z+(14eD)22)2  (1+€?)
z
Lo
> (a2+2bz+(1+e2)22)2

o 1 d _
> 121P 2= —(121P7T ).
p—1dz

On a donc

1 . =,
ot c(p) > 0 et ne dépend que de p.

L’application F est donc inversible et, en prenant la norme dans Lp*(Q) on établit
(3.5) (puisque p*(p—1) = p) pour tout z; et z, tels que F(12)~F(z1) € Lp*(Q) (et en particulier
pour tout 24,25 € LP(Q)).

Comme F(0) = aP2pe Lp*(Q) il en résulte que z € LP(Q) si F(z) € Lp*(Q). L]

b-Lecasp < 2. Le second membre de (3.6) vaut

p
dF - -
‘-j—=(p—1)(1+e2)(a2+2bz+(1+e2)22)2 + (2-p) (@2 +2bz+(1+62)22)2  ((14e2)a2b?)
z '
> (p=1)(1+e2)(a24+2bz+(1+e2)22)2
> (p-1)(1+e2)((a2+2laz+2z2) (142))2
P
> (p-1)(1+e%)? (lal+ )P
Sur tout intervalle réel [zq,z5] on a donc
dF _
— > (p-1)(lal+ m)P72
dz
oum= Sup(|z1 |, lz51), donc
! 2-
|z2-z]| 1(|a|+m) plF(z2) Flzq)!.
p=
T 2p 1
En prenant la norme dans Lp(Q) et en utilisant I'inégalité de Holder avec — = — + — on
p p p

établit (3.5). =
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3.3. - UNE ESTIMATION

On suppose ici que Q = RN et on définit les translatées Vhi oth>=0i=1,.N

d'une fonction v sur RN par v i(x) = v(x1,...,xi+h,...,xN).

LEMME 3.2. On suppose que (3.1), (3.2) et (3.3) sont vérifiés avec Q = RN. 1/ existe une constante
¢’ telle que, pourh = 0et1 < i < N

I F(Zh,i)_F(Z)h,i” Lp*(RN) <

(3.7)
c(ll ah’i—all Lp(RN)+ I bh’i—-bll Lp(RN)+ I eh’i—ell L°°(RN)) quand p = 2,
<
c(lay, al Lp(RN)+ by, ;b Lp(RN)+ Iy el L,,(,(RN))P“ quand p < 2.
Démonstration.

a - Préliminaires. On note

Nz) = a2+2bz+(1 +e2)z2
L
donc F(z) = )\(z)2 (b+(1+e2)z).

Posons & = Sup ess zl e(x)! [ v/ H—e(x)2 I x € Q%; ona0<§ <1 Dapres (3.2) ona

[2bz| < 26 lalv/14+e“z < 5(32+(1+e2)12) d’oli

(148) (a2+(1+e2)22) > Nz) > (1-8)(a%+(1+e2)22)

donc

(3.8) (148) (1+e2)(a2+22) > Nz) > (1-8)(a2+22).

b - Estimation. On note v, au lieu de Viir Ona

P, P,

Flz)-F@), =Nz)2  (b+(1+e2)z) ~A2)2 (b, +(1+€f)zy).

Il existe une constante ° telle que, pour tout s et tout t positifs, on ait

E—] -1 E—Q

12 -2 |<cp|t—sl(t+s)2

en effet par homogénéité il suffit de le vérifier pour t=1et 0 < s < 1 ; le quotient des deux

. . p .
membres est alors continu et non nul pour s < 1, et quand s = 1 il tend vers — (—— 1), ce qui

. . . c
entraine la majoration pour Cp assez grand. P



264 J. Simon

On a donc
22
IF(z)-F(2)p,| < INz,) @), Nz +M2))?  To+(1+e?)z,]
L
+ 1N 2  1b+(1+ed)z, b —(1+eP)z, |
ol

Nzp) @), = a2-a2+2(b-by )2y +(e? )z,
Avec (3.8) on majore donc

(39) P_
¢y (la—ap H1b-by, Hle—ey 1z 1)(1+1 ekl ep 1P~ (a2+a2+27)2

1 1 2p
c - Le cas p 2 2. En utilisant I'inégalité de Holder avec - == + — (=—1), et en notant que

[ v, Il vl (3.9) P Pop2
IIv =lv , (3.9) donne
h " LaRrN) LIRN)

VFap)F@y oy Sercallaayl oo #1600 oot leenl o on 120 o)

avec
L

= p—1 2 2,2
cy= (142 "e"L°°(RN)) el )+(nanp(RN)))

(RN)

d-Lecasp < 2.0n majore, avec (3.2),

d’ou p p
—1 1 |
(a2+a§+zr2\)2 < (;(Ial—i—lahl+|zhl)2)2
p
71—
<3 2(1+lektle, )2 P(laay H1b-by Hlee llz, P2

La majoration (3.9) donne alors
IF(z)-F(2),,| < c5(1+1el+le (la—a, H1b-by +le—epl lzhl)p~1

d’ou, puisque p* = —l-)—,
p—1



Régularité de la solution 265

Fle)F@l o oy <

< ¢ (llaa l + lb—b, I +lee !l o =1,
< cqllaay h! prN hl LN )

iz
R™) L

LP(RN) ) PRN)

3.4. - Démonstration du théoréme 3.1.

a - Lecasp > 2. Le bord de Q étant de classe C1 par morceaux il existe des prolongements de

a, b, e et k (encore notés a,...) tels que
(3.10) abeBPRN), e€BXRN) et keBWP'(RN)

Par troncature on obtient des prolongements vérifiant de plus (1) (3.2). Le lemme 3.1. montre
alors que I'équation (3.3) admet une solution unique dans Lp(RN) ; cette solution prolonge donc

z, et on la note encore z.

Etantdonnésh = Oet1 < i < N le lemme 3.1. donne

bz 20 ooy < 1Pz )F@) 1 P

LPRN) LP*(RN)

or
(3.11) F(Zh,i)”‘F(Z) = (F(Zh,i)_F(Z)h,i)+(kh,i_k)

donc le lemme 3.2 montre que

Iz, .~z | < c¢’(la, —all +lb, bl

(3.12) 1

+lep el o ot Tk kI L

D’aprés LIONS-PEETRE [1]pour0 < s < Tet1 <r < > ona
Ny _ rpN 1 :
(3.13) BSN(RN)=dveL"(R™) | Sup — v, v | < oo i=1,.,N
= ) h>0 s M LURN)

donc les hypothéses (3.10) entrainent, avec (3.12),
s

e )p
et RN

(1) Le Sup de deux fonctions de Bf,;,p(RN), 0 < s < 1, appartient a Bg;,p(RN).
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d’ol (3.4) par restriction a Q.
b-Lecas1 < p < 2.0n aalors des prolongements vérifiant
(3.14) abeBPRN), eeBSRN) et keBSPTIPTRN),

D’autre part (3.5), (3.7) et (3.11) donnent, au lieu de (3.12),

Iz, I < ¢”((Nay, ;—all + llb,, bl + e, —ell )P“l
h,i Lp(RN) (( h,i Lp(RN) h,i Lp(RN) hi =7 (RN)

+ Ik, k| .
i1 ¥ Ny
D’aprés la caractérisation (3.13), (3.14) entraine donc
2P~ 1P(RN)

d’ot1 (3.4)’ par restriction a Q. L]

4. - REGULARITE COMPLETE DES SOLUTIONS REGULIERES TANGENTIELLEMENT

4.1. - Résultats

On se donne une fonction w vérifiant
(4.1) wewlP@),
(4.2) A(w) =—div(d Igrad wl p=2 grad w) =f.

THEOREME 4.1. On suppose que

(4.3) 082 est de classe C3,
(4.4) dewh™®(Q), Infessd(x) >0, et feLP*(Q).
x €S
, . 1+s,p N
i) Lecasp #2.SiwEB_, tang(ﬂ) ot 0 < s < 1,dlors
[ 1+—p
B, P! (9 sip > 2,

BLs(P-1Pi)  sip <2
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. _ . 2,2
i) Lecasp=2.SiwEW tang(Q), alors
wewd?Q). =

Rappelons que les espaces asymétriques sont définis au § 2.1. Etant donnés 0 € CQ(S-i)N et
vewhl (£2) on note

ov ov
B =, N X
. o e Fron (7)
et on étend par dualité cette définition pour vE L' (Q) otir > 1 .
Principe de démonstration (8). On va la faire en 3 étapes :
0 _ v
a - On décomposera — = Ei bij —, les champs 01,...,0N 1 étant tangents a 982 ; la régularité
axi 26! ov
tangentielle de v sera alors équivalente a une estimation de —, j = 1,...,N—1.
L
) : o 0F(grad w) o .
b - En décomposant la divergence, (4.2) s'écrira Zi ———— =f" et la régularité tangentielle
00!
de w entrafnera la régularité de gN(grad w).
. s N I ow ow
¢ - En décomposant le gradient il viendra 7 “(grad w) = #’ (— ,.., — ) =F (—— ), et le
w a1 2N 20
théoréme 3.1 entrainera la régularité de P d’ols la régularité compléte de w.
X
N

4.2.- QUELQUES PROPRIETES DES ESPACES ASYMETRIQUES

LEMME 4.1. On suppose que 952 est de classe C3 et on se donne 0 < s < 1,1 < r < ooet

m=0ou 1.

ov
(4.6) si veBITSI Q) alors —

s, .
cotang €B (), i=1,.,N.

] ootang
ax|

v 0 o
(7) On définit [—,go} =—/ v oo — (0;0) voewh™ Q).
a6 Q  i=1,..N %

(8) Quand Q = R[\‘F il s’agit de montrer que si <')u/2)x1,...,3u/axN_1 sont réguliers alors du/dxy

donc u est régulier. Quand p = 2 c’est trivial car alors

e T 2edy

XN OxN i=1,..,N-1 9% 3%
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ov _
(4.7) Si v632+§5;g(9) alors P € Bz+s 1"'(SZ), V 0 vérifiant (2.4).

* .
B gl @ sip =2,
(48) S vE B g @Naiors IvIP2ve
s(p=1),p*onWN o
(B3lp t)agg(sz)) i1 <p<2

Démonstration. La propriété (4.6) résulte de 'a définition (2.2) des espaces asymétriques. La

propriété (4.7) résulte par interpolation des deux propriétés suivantes :

. av
-sive Wmﬂr;;(&l) alors ‘Z% eWM™I(Q) (dapres (2.5) et (2.8)),

ov _
SSivEWMT(Q)  alors —eWMTbr(Q),
a0
Etant donnés v € (Lp(Q))N et 0 vérifiant (2.4) il existe d’aprés (2.11) et (2.7) une constante ¢
telle que, V h €[0,1]

¢ lvoehf—yl sip = 2,

(LP@)N
I(IvIP~2y) 2 e — (1vIP~2y)

<

(LP*@)N
c(lvoe

donc (4.8) résulte de la caractérisation (2.6).

4.3. - Démonstration du théoreme 4.1.

a - Définition des champs ). Etant donné x© € 38 on choisit un systéme d’axes d’origine X0, de

N N o

vecteurs de base e1,...,e tels que e’ soit la normale intérieure a £ en x™.

Comme 92 est de classe C3 il existe un voisinage ouvert ¥~ de O(= x°) dans RN tel que le bord

de QN ¥ soit de classe C3 par morceaux, et une fonction n € C3(RN_1) tels que

QNy =3x€ Y Ixy = n(x1,...,xN_1)$.

On définit des champs de vecteurs g1 ,...,BN—] par
Lo N _ )
(4.9) ol =e + F dans QN 7,
X

J

qui sont de classe C2 et tangents 2 9§2 sur 382 N 7~ . On peut les prolonger en des champs, encore
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notés 01,..., , qui vérifient (2.4), i.e. tels que

iecq@N e 2 n(0) =0 sur 32, j=1,.,N-1.
i=1,.N

Il résulte de (4.9) que

(4.10) —_———— — vveLi(Qn o).

U d'aprés (4.5) o z. (6)) o
ou apres . r— . =, 0U encore
P agi T o,

v v 22 3 8
(4.11) —=— '; v-—(a_"v) vveLi(Qn ¥ ).
X; 96 oxy X; oxXN X
ow N5 ow an ow
b - Régularité de Z |—17)2 (—_ Z aw ) quand p > 2. Posons
i 0X; ox 0X: OX:
J 1;-")N ] N J:‘] yeeny —-'] J ]

¥ = lgrad wl P2 grad w ; I'équation (4.2) s’écrit

oy ad
—divdy)=—d 2. —- > 2 y=r,
=1, N 9% j=1,..N 9%

oy:
En divisant par —d et en décomposanta—! avec (4.11) il vient dans Q@ N &7,

X

Y A2
Z j, 0™ 0 on
(‘i*‘ 2 ‘”i) o (‘”N‘ 2 ‘"*"i)
i=1,.. N-1\ 00 dxNOX; XN i=1,..N—1 9%

(4.12)

L’hypothése w € Blj:’p (2) entraine d’apres (4.6) grad w € (B&P ()N donc d’apres (4.8),
ang tang

(4.13) ye@®P" @N
tang

et enfin, d’aprés (4.7),

3
(4.14) i e BSPY )N, =1, N1

20/

~ Dautre part (4.4) etn € C3(RN-1) entrainent

2

a2n 1 ad f

(4.15) > - v+ > Y +-e LP* (2 N ).
i=1,.,N-1 OXNOX; d =1, N 9% d
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Revenons 2 I’équation (4.12). Avec (4.14) et (4.15) il vient

]
(4.16) (- 2 — e P @ny)
N, N-T %

52

— n
Commen € C3(RN ]), (4.10) donne Y ec! (&2 N 7)) et avec (4.14) il vient

2
on oy, 9“n an ;i .
Zoy- T Ry-b 3 (2l 2 en @0y
0 N0 gt Nt \axosl 0% g

pouri=1,.,N-1.

En utilisant la décomposition (4.10) il en résulte avec (4.16) que

— (YN~ Z lp) 682:14’*(9(\(7/) pouri=1,.,N-1
Oxi =1,...,N- 13"
=1
donc
(4.17) N z weBSp*(Qﬂ‘V)
1N O

c - Régularité de w quand p > 2.0n a d’aprés la définition de ¥

W I M3 2T (5 )

i=1,..,N-1 9% i=1,.,N X XN j=1,.,N—1 9% 0X;

ow
et en décomposant — avec (4.10) il vient, dans 2 N7~
an -
ow 2 on ow \ ow
- 2 s g 2. 12 -2( 2. -—_)__+
i=1,..,N

i=1,..,N— 13" i=1,.,N-1 36! N—1 9% 301 ] OXN

L
2 ow \2 ) 2
+(1+ 3 |_’1|><._w_)% ;
(418) i"],...,N“1 aX' aXN

3 p> o é:+<1+j=]§ |-§’1_|2>a_‘”_%

=1,..,N-1 9%j 30

ow -
Comme w € Blo+€arr)1g(9)’ d’aprés (4.7) on a— € B3P(Q) ce qui avec n € C3(RN 1) entraine
3!
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1
aw 2\2
a=< D I— | ) e BN ¥),
i=1,..,.N-1 06/
ow
(4.19) S SR A S BSP(Q N ),
=1,,N-1 9% 90)
1
m 2\2 o
e=( > o3y ) €BS(Q N 7).
j=1-N-1 9%
ow . .
L’égalité (4.18) est une équation du «type (3.3)» pour z=—— et le théoréme 3.1 donne, d’aprés
(4.17) et (4.19) *N
s
aw ——]— P
(4.20) - —eBE!' (Qny)
aXN

s
ow — P
Comme — € B3P(Q) C BP L (£2) en utilisant la décomposition (4.10) on obtient également

06/

s
aW —_1')p
—€BY, (&N ) pourj=1,..,N-1, et donc
aXi

s
14+ — , P
weB, P (Qnv).

Ce résultat est vérifié pour un voisinage ¥ de tout point x° de d§2. D’autre part la régularité
tangentielle entraine, d’aprés la définition (2.2) des espaces asymétriques, la régularité intérieure ;

plus précisément w € Blo+5’p(§2’) pour tout ouvert £’ que Q C Q, et par recollement il vient

S
1T+—p
weB, P71 (q).

(o]

d-Lecas1 < p < 2. Au lieu de (4.13) il vient

ve e @M.

En continuant comme dans le cas p > 2 on en déduit, au lieu de (4.17),

(4.21) - 2 Dy enstrtan g

=1, N1 %
Avec (4.19) et (4.21) le théoréme 3.1 pour p < 2 donne, au lieu de (4.20),

0
_ie Bip—] ),P(Q N y)
8xN
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On en déduit, comme pour p > 2, que

wE BL+5(P‘1),P(Q),

2,2

e - Le cas p=2. On suppose ici w € W fang

il vient, au lieu de (4.17)

() ; en reprenant la partie b de la démonstration

ow on ow
R — —ewh@Qny).
aXN j:1,...,N—1 an axl-

ow

En décomposant F™ avec (4.10) on obtient
x-
J

2\ ow on ow
<1+ > |i"_| >__— > —n-—.ewm(ﬂnvf).
i=1,.. N1 9% NN j=1,..,N-1 %) 9]

—ewWh4(aQn ¥).
aXN

On en déduit w € W2’2(Q N &) et par recollement

wEW22(Q). =

Remarque 4.1. Affaiblissement des hypothéses. On peut remplacer les hypothéses (4.3) et
(4.4) par 92 est de classe Cz,

(4.22) dEBY(Q) et fEBLP(Q).
La démonstration est identique a ceci prés quen € C2(RN—] ), donc que les champs 9} sont seule-

ment de classe C! (les propriétés (2.5) a (2.8) sont encore vérifiées ; on a besoin que 6 sont de

classe C2 seulement pour (2.9) qui ne sert pas dans cette démonstration). ~ ®
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