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Résumé : On donne des conditions d’existence et de non-existence de solution pour des problémes

du type Au = g(*,u) + h, ol A est un opérateur auto-adjoint a résolvante compacte dans Lz(Q) ;
g(x,s)
s

g(x,s) est une fonction de 2 x IR — IR telle que 'intervalle fermé de bornes g, = lim et

—>—+-00
8(x,5) . . o
"~ , contient au plus une valeur propre simple de A, eth € L2(£2) est donné. Le cas

g = lim
§—>—00 S
ol A n’est pas a résolvante compacte peut étre étudié de maniére analogue.

Summary : We consider problems of the type Au = g(+,u) + h, where A is a self-adjoint operator

with compact resolvent in L2(Q), g(*,*) maps  x R into R and is such that the closed interval

g(x,s)
contains at most one simple eigenvalue of A and h € LZ(Q) is

with endpoints g, = lim
§—>too S

given. Conditions for existence and non-existence of solutions ar= given ; the case where A is not

with compact resolvent can be studied in the same way.

PLAN

1. - INTRODUCTION ET RESULTATS PRINCIPAUX

2. - L’'EQUATION DES ESTIMATIONS A PRIORI ET RESULTATS POUR LE CAS LIPSCHIT-
ZIEN

3. - LE THEOREME PRINCIPAL

4. - ETUDE DETAILLEE D’UN EXEMPLE EN DIMENSION 1

5.- CAS OU A A UN NOYAU DE DIMENSION INFINIE : UN THEOREME DU TYPE AMBRO-
SETTI-PRODI POUR L’EQUATION DES ONDES NON LINEAIRES



202 T. Gallouet et O. Kavian

1. - INTRODUCTION, NOTATIONS ET RESULTATS PRINCIPAUX

On s'intéresse a la résolution de problémes du type
- Au=g(u) + h,u €H2 NH)(Q)

pour h € L2(S2.) donné, en supposant que I'intervalle [g'(—o°), g’(+°°)] contient une valeur propre
simple )‘k de— A.

De fagon plus générale, pour h € LZ(Q), on cherche a donner des conditions sur h
pour I’existence, ou la non-existence, de solution pour le probléme : Trouver u € D(A) tel que

(1) Au=g(+,u) +h

1.1. On fait sur €2 et A les hypotheéses suivantes :

£ est un ouvert de IRN N=>1)

A:D(A) cL?(Q)~>L2(Q)

A est un opérateur auto-adjoint a résolvante compacte (i.e. 3y € IR tel que (A—yl
soit compact de L2(Q) dans L2(Q)).

(2) )—1

Ceci signifie en particulier que D(A) est dense dans L2(SZ), A est un opérateur fermé

et I'injection de D(A), muni de la norme du graphe, dans L2(Q) est compacte.

On sait que dans ces conditions A possede une famille dénombrable de valeurs propres
(Xi)i € | - que I'on compte avec leur multiplicité -, et on désigne par (‘pi)i | une famille orthonor-

mée de vecteurs propres qui constituent une base hilbertienne de L2(Q).

Nous verrons par la suite, au § S qu’il est possible d’appliquer les méthodes utilisées en
supposant seulement que I'injection de D(A) N R(A), muni de la norme du graphe, dans L2(SZ) est
compacte (i.e. A peut avoir un noyau de dimension infinie, ce qui est le cas pour "opérateur des

ondes étudié au § 5).

On note A une valeur propre simple de A et on désigne par X (resp. X) la plus grande
(resp. la plus petite) valeur propre de A inférieure (resp. supérieure) a A ; si A est la plus petite

(resp. la plus grande) valeur propre de A, on pose A == (resp. A = + o).

La fonction g vérifie

,
g:Q x IR — IR est une fonction mesurable en x € §2, continueens € IR et :
X,s X,$
i) lim 8l )=g+, lim 8l )=g_ p.p.enx EQ;
§—>foo S g—>—00
(3) 4 i) Pintervalle fermé [g_, g, ] (ou [g, , 8_]) contient au plus une valeur propre simple
(notée \) de A.
XS) i oo
iii) sup 8lxs) 'E L ()
s €IR S
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On peut supposer dans i) que g +etg. dépendent de x ; mais dans ce cas les résultats

sont moins explicites, nous supposerons dans la suite que g, et g_ sont des constantes.

Les problémes linéaires et demi-linéaires a I'infini ont fait I'objet de nombreuses étu-
des. Lorsque l'intervalle [g_ , g, ] (ou gy, 8] ) ne contient aucune valeur propre de A, il est
connu que (1) a au moins une solution : voir par exemple Kazdan-Warner [11], Brézis-Nirenberg

[6] et les bibliographies correspondantes.

Si £ est un domaine borné de IRN, A un opérateur elliptique du second ordre et
0<g < )\1 < 84 < )\2 ()\1 et )\2 : Tére et 2nde valeur propre de A), de nombreux auteurs
ont caractérisé I'ensemble des h € L2(SZ) (ou CO%( Q) tels que (1) 2 zéro, une ou deux solutions,
avec diverses hypotheéses sur la fonction g : voir Ambrosetti-Prodi [2] , Kazdan-Warner [12] ,
Berger-Podolak [5], Berestycki [3] .

Les cas g, =g = A conduisent a des problemes dits résonnants et ont été étudiés
notamment par Landesman-Lazer [13].

1.2. Résultats principaux

Notations :

. Pour z €IR on pose = Max(z,0), z = Max(~z,0), de sorte que

Z=Z+'—Z—.

. (*i*) est le produit scalaire dans LQ(Q) et Il « Il la norme associée.
1/2
My "D(A) =(lu 12+ 1l Au ||2) est la norme du graphe de A.

. < =, * > désigne le crochet de dualité entre un espace de Banach et son dual.

. @ est un vecteur propre normalisé correspondant 2 A (i.e. Ap=Apet lp I=1)et
P désigne la projection orthogonale de L2(Q) sur «pJ-, (1’ orthogonal de ¢ dans L2(Q)).

Au § 2 on étudie, pour a,f € ]A,—)\—[ donné le probleme suivant :
Trouver u € D(A) et C € IR tels que

Au=aut - Bu” + Cy,
(4)
(uly)=1

On montre la proposition suivante :

PROPOSITION 2.2. V(a,8) € ( ]Zx_f[ )2/‘/ existe un couple unique (u,C) € D(A) x IR vérifiant (4).
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On définit ainsi une fonction C(,*) sur le carré A= ]A,X[ X ]&,7\‘[ , a valeurs dans IR et
continue. On montre que pour a € ]A,X[ , Cla,@) =X — a ; si o est de signe constant sur £, par
exemple

¢=>0, ona  VY(B)EA,Claf)=A—a,

et si ¢ n’est pas de signe constant sur £2, alors C(*,*) est strictement décroissante par rapport a

chacune des variables. En particulier
T'= {(28) €A ;C(ef) =0}

est une courbe continue passant par (A\A) et partage A en deux composantes connexes A + (ol
C(a,8) > 0), et A_ (ol C(a,8) < 0).

Ennotant C, =Cf(g, ,g)etC_=Clg_, g,), on trouve, grace a I'équation (4),lors-
que C,C_ # 0 des estimations a priori sur les solutions éventuelles de (1) et, par une méthode
reposant sur |'invariance par homotopie du degré topologique de Leray-Schauder, on montre le

théoréme suivantau § 3 :

THEOREME. Sous les hypothéses (2) et (3), en notant

C+ = C(g+ ,8) et C_=C(g_, g+)
ona
i) SiC,C_> 0,pourtouthe LZ(Q) (1) admet au moins une solution.
ii) S/ Cy < 0 et C_ > 0, pour tout h0 € ¢J-, il existe 3pdy € IR tels que si
h=h0+t¢(t€|R)
> ag (1) n’admet pas de solution
1< ay = (1) admet au moins deux solutions

(Résultat analogue si C_ < 0 et C, > 0, en changeant le sens de toutes les inégalités).

iii)SiC_=0etCy <O [resp.C_> Oert C4 = 0], pour tout h € ¢li/ existe
a; €IRtelqueh=hy+tp (tEIR)

t<a = (1) admet au moins une solution.
(De mémesiC_=0etC, > 0 [resp. C_ < OetC, =0] Ja; €IRte/ que :

t > a; = (1) admet au moins une solution).

Remarque 1.1. - Dans le cas ii) du théoréme, en ajoutant I’hypothése :

g(x,s) — g(x,t) N
JafEIR/A<a S ——— < <A Vs tE€IR pp. enx€EQ,
s—t
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on peut montrer que ag = a, , €t que pour h= hO tayy (1) admet au moins une solution.

- Si © est un domaine borné de RN, D(A) = H2(Q) N H(1)(Q), Au =- Au (pour
u € D(A)), X est la premiére valeur propre de A, ¢ > Oetg_ < A < g, , onaalors, en ajoutant
une hypothése de stricte convexité et de croissance de g(x,*), pour tout x € £, ap = ay et pour
h= hO + np’,
t<ay = (1) aexactement deux solutions

t=a, = (1) a exactement une sclution

(noter que C; =X —g, etC_=A~— g ). On retrouve ainsi un résultat bien connu (cf [2], [3],

(61).

Remarque 1.2. Lorsque C_=C, =0, ce qui est notamment le cas sig_ =g, = A, le probleme
Au = g+u+ —gu + ty (t €R donné) n'a pas de solution pour t # 0. On pourra dire dans ce cas

que le probléme (1) est «résonnant».
Si C_# 0 (resp. Cy# 0)etC_ C4 =0, on peut parler de probléme «semi-résonnanty.

‘Lorsque la fonction propre ¢ relative a X est de signe cons*ant sur £2, par exemple
¢ = 0,alors C, = Clgy g)=A—g, etC_=X—g :leprobleme est résonnant seulement lors-
queg_ =g, = A ; il est semi-résonnant lorsque g_ # \'et gy = Aoug =Mhetg, # A\

Lorsque la fonction propre ¢ change de signe sur £, les problémes résonnants et semi-

résonnant ne peuvent se présenter que sig_ =g, =Aousig <A < g, (ug, <A< g ).

Pour étudier les problémes résonnants et semi-résonnants il faut connaitre le comporte-
ment de g(t) — g+t+ + g t lorsque t = £ oo, et dans certains cas on trouve des conditions de type
Landesman-Lazer pour I'existence de solution de (1). Ces questions seront abordées dans un travail

ultérieur (Gallouét-Kavian [11]).

Au § 4 on étudie le cas particulier de = ]0,1[ (N =1) D(A) = H2(Q) N HO(.Q),

Au=-u" et on calcule explicitement en fonctionde g etg_ le signe ¢z C et C_.
Au § 2 on précise également, dans certains cas, fe nombre minimal de solutions de (1).

On suppose que h =0, g €C(IR,IR), g(0) =0, g'(0) existe, lim g(x,s)/s = g, et g vérifie la condi-

§ —>too

tion de Lipschitz suivante : 3 o, € IR
A<agS — < <A Vs, tEIR.
On a alors

1./SiCg >0,C_>0, 1< g’'(0), (1) admet au moins 3 solutions (i.e. (1) admet

au moins 2 solutions non triviales).
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2/SiCc, <0,C_<0,A> g'(0), (1) admet au moins 3 solutions.

3/SiC,C_< OetA# g’(0), (1) admet au moins 2 solutions.

Ce résultat est a rapprocher de ceux de Castro-Lazer [8] oli g est supposée de classe
C2, tg”(t) > 0, g, et g_ étant dans I'intervalle AL et g(0) < A (Ceci est une conséquence du
cas 2./ ci-dessus). Amann-Zehnder [1] obtiennent également des résultats dans cette direction

avec d’autres conditions sur g (en particulier g =8 ).

Au § 5 nous montrerons sur un exemple qu’il est possible de se passer de la compa-
cité de la résolvante de A, en admettant un noyau de dimension infinie pour A et en prenant

pour g des fonctions monotones.

Plus précisément soit, par exemple,
Q=10,n[ x]0,2n[,
et considérons sur L2(Q) Popérateur A = A* avec
D(A) = { u GCz(ﬁ) [ u(0,*) =u(m,*) =0, u(+,0) = u(+,2m), ut(',O) = ut(',27f)}

et pour u € D(A), Au(x,t) = utt(x,t) - uxx(x,t), (x,t) €Q.

e

On sait (cf. par exemple Brézis-Nirenberg [7] ) que )\1 =1et )\21= 3 sont respective-

ment la premiére et seconde valeur propre positive de A. La fonction ¢ = —= sin x engendre le

v

sous-espace propre correspondant a )\1 =1.

Siog <1< g4 (ou0 < g4 < 1 < g_), on trouve alors un résultat du type
Ambrosetti-Prodi :

PROPOSITION 5.1. Soit g : 2 IR = IR, une fonction telle que :

. g vérifie (3) ;
. Pour presque tout (x,t) € Q, s > g(x,t,s) est croissante ;
. Il existe e > 0 et une fonctionk € L! () tels que

Vs€IR g(e,%,5)s = esz—k(-,~).
Alors V h E¢l sih=hn+0p,0na:
0 , 07" :
i)Sig. <1 <g,[rep.g, <1<g], Faga,€IRtelsque

.0 >ag [resp. <] = (1) n’admet pas de solution ;

0 < a, [resp. > = (1) admet au moins 2 solutions.
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i) Sig.=1< g4 0U g <l=g, [resp.g_=1 > g4 ou g, =1 > g_]il existe
a1€IRte/que

6 < 2y [resp. > ] = (1) admet au moins 1 solution.

((1) étant pris avec I'opérateur A = A* défini ci-dessus).

2. - L’EQUATION DES ESTIMATIONS A PRIORI ET QUELQUES RESULTATS POUR LE
CAS LIPSCHITZIEN

2.1. Dans cette partie nous étudions le probléme : trouver u € D(A) et C € IR tels que

Au=aut —Bu" +Cp
(4)
(ulg)=1"

pour a,8 € ]\ [ fixés (nous conservons les notations introduites au § 1).
Nous allons étudier ce probléme comme conséquence d’un probleme plus général.

Soit g une fonction vérifiant les conditions (L) :

7
‘g :Q % IR > IR est mesurable en x € §2, continue en s € IR et
i) 3aB€IR/
X,s) — g(x,t —
A << BXSTERY o3
- s—t
L) ﬁ
. VstEIR, p.p.enxEN
Bx,s) ~
ii) lim ( )=g+ p.p.enx €EQ
§ —>too S -
iii) 8(x,00=0 p.p.enx €

Nous allons montrer la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1. Sous les hypothéses (2) et (L) on a

VsER, Vhy€pl, 31veD(A)negl/
(2.10) Av = Pg(*,v+sp) + hg.

(on rappelle que P est la projection orthogonale de LZ(Q) sur cpl).
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De cette proposition on va déduire aisément le résultat suivant :
PROPOSITION 2.2. Sous les hypothéses (2) on a
VaBEPNN 3! ClofEIR, 3! u€D(A)/

Au=aut - pu” + C(a,B)e
(4)
(ulg)=1

Démonstration de la proposition 2.2. On pose u =v + ¢, vE€ cpl N D(A) ; en projetant sur cpJ‘,
(4) s’écrit :

Av=Pg(v + )

ol g(z) = ozt - Bz vérifie (L) et E+ =q,g_=p. D’aprés la proposition 2.1. (avec s =1 et hy = 0),
vestunique et C=C(a,8) =A—(glv+ o) ly). =

Avant de démontrer la proposition 2.1. nous allons introduire quelques notations.

<p'L étant I'orthogonal de ¢ dans LQ(Q), on pose
H=D(A) Nyl.

On munit cet espace de la norme du graphe de A, de sorte que H soit un espace de Hilbert (noter
que D(A)=H ® IR ).

()\i)i e | étant la famille des valeurs propres de A et (‘pi)i € | une base hilbertienne

de L2(§2) formée des vecteurs propres correspondants, on note :
=€ <A}, p=fieny =2

Hi=( ® IRg)NH,  Hy=(® IRg)NH.

i€l i€l,
t
On pose enfin G(x,t) = 'g(x,s)ds, et on considére I'application ) :
0
] :D(A) > IR

1
Z+ J(Z)=—(AZ 12Z) —f G(x,Z)dx — (hO 1Z).
2 Q
On a le lemme suivant :

LEMME 2.3. /) D(A) étant muni de la norme du graphe, la fonctionnelle | : D(A) IR est continue
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Gdteaux-différentiable et

Vu,vED(A) < J'(u),y > =(Au lv) —f@'(x,u)v dx —fhov dx.
ii) On pose, pour (u1,u2) €H; x H,

Kluquy) = J(uqtugtsy).

On a alors :

- pour tout u, € H2, l'application u 17 K(u1 ,u2) est strictement concave de H1
dans IR.

. pour tout uq € Hy ! ‘application uy > K(ul,u 2) est strictement convexe de H2
dans IR.

Démonstration du lemme 2.3. La démonstration de i) est immédiate. Pour ii) on établit les inégali-

tés

< a1K(U1,U2)'—a1K(V1,Uz),U1_V1 > < (2\_—0() " U]—V1 " 2.
et

< azK(U1,U2) - a2K(U—I,V2),U2_V2 > 2= (X—ﬂ) " U2_V2 " 2

On peut maintenant démontrer la proposition 2.1.

Démonstration de la proposition 2.1.

Unicité : Si v vérifie (2.1.0), en posant v =v; +v,, ol v{ EH; et v, EH,, (vq ,v2) est
un point-selle de K(+,*) sur Hy x H2. Or d’aprés le lemme 2.3, K est strictement concave-stricte-

ment convexe : K admet donc au plus un point-selle, et v est unique.

Existence : pour R > 0 soient B] R €t B2R les boules fermées de rayon R de H1 et

de H,. D’aprés le théoréme de Ky-Fan (voir par exemple Ekeland-Temam [10] ), il existe

(viRVoR) EBiR X Bpr  ta. (Vg =vig +VoR)

Z1€B1r £7€Byp Zo€Bypr Z71€Byp
= Jlvg +s¢)-

On sait que (v] R,V2R) est caractérisé par :
VZ,€Bg < Z)]K(v]R,vQR),Z1 “Vir > S0
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Clest-a-dire

(2.1.1)

Si on montre qu'il existe R > 0 tel que Il vy | D(A) <Retlvyp l D(A) < R alors (2.1.1)

s'écrit :

Vw €H, < ]’(vR + s«p),w1 > =0,

Vwy,€Hy < J(vg + sp),wy > =0.
(Pour i = 1,2, remplacer Z; par ViR T ew; pour € > 0 assez petit et changer w; en -wi). Ceci
signifie

VWEH; ®H,, < J'(vg+sp)w > =0

1

et par densité de H, ® H,, dans o= on déduit
1 2

Avg = Pg(x,vR + sp) — hg=0
c’est-a-dire que vy est solution de (2.1.0).

Montrons maintenant qu’il existe R > 0 tel que

Pour cela nous allons montrer

(2.1.2) 3C>0/VR>OlIvRI|<C(IsI+IIh0|I)
puis
(2.1.3) 3C>O/VR>0|IAvR|I<C(Isl+IIh0|I)

il suffira alors de choisir R assez grand.

Preuve de (2.1.2). Par définition de K(+,*) etdevg ona:
Jivg +s9) = Inf J(Zy + sp)
Z2 (S B2R
Or pour Z, € B2R ona

< 2
(AZy1Z,) =17, 12
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d’ou
(A-B) 5 (B o
J(Zy +sp) = > I|22|I +—2— s —|IhOII |I22I|
IhI12
k__
>( f) 52— _0 .
2 2(AB)
On a donc
b lI2
A 0
—?sz—m<1(vR+s¢)= Inf J(V1R+22R+S(p)
ZoRr €Byr
Ao Ao
N 2 2
< g ts) <= g 12+ +lvyg I Ihg
d’ol
I h, 12
oA fa 0
A 2 fa
T""]R" Ilvmll Ilh0 I < 3 +2(7\"B) .

On en déduit qu’il existe C (dépendant de f—a, a—X et A—B) telle que
Ilv]R I<cC(lsi+| ho ).
Par un procédé analogue on démontre qu’il existe C telle que
IIv2R I < C(lsl+ ||h0 ).

Ce qui prouve (2.1.2).

Preuve de 2.1.3. Montrons par exemple que Il Av,p I<c(lst+1 hg I'). Pour Z, €B,p ona
< PR Vo +50), Zy = Vo > > 0.
Soiti €1, tel que
(‘Pi |V2R) =3q,
en posant Z, = VoR T3 ¥ il vient :

-3 < J’(vR +sp)y, > =0

N aiz—fg(x,vR +s9)a; dx—ﬁo 3¢ dx < 0

c’est-a-dire Vi€ I2

et donc
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(O )\)2 % —fE(x,vR +s0)(\; — Na; ¢; dx

En faisant la somme pour i € |2 on obtient :

12

T Avop = Avop 14— (E(-,VR +sp) + hy—Avyp lAvyR = )\sz) <0

d’oll I'on déduit (en utilisant (2.1.2) et en remarquant que | g(x,s) | < B |'s |) qu'il existe C

(dépendant de a,8,\,\) tel que
TAvyr < C(Is T+ Thy IH).

En procédant de maniére analogue pour majorer |l AviR I on obtient (2.1.3). =

Remarques 2.1. : a) Siv est solution de (2.1.0) on a

J(v+sp)= Max Min J(Z1+22+s<p)
Z1EH1 Z2€H2

= Min Max ](Z1 +Zz+s<p)
22€H2 Z1EH1

et en particulier u solution de (4) vérifie [} étant la fonctionnelle | ol on a remplacé G(x,t) par

1 _
;<g+t+2 +gt?)]

jo(u)= Max Min JO(Z]+22+¢)= Min Max jO(Z1+22+¢)
Z1€H] 22€H2 22€H2 Z]GH]

b) Lorsque la fonction g vérifie (L) et I'intervalle [a, 8] ne contient aucune
valeur propre de A on retrouve par cette méthode I'existence et I'unicité de solution pour
Au=g(+,u) + h, pour chaque h € LQ(Q) donné.

c) Noter que la remarque ci-dessus et la proposition 2.1 restent valables pour
certains opérateurs gui ne sont pas a résolvante compacte, comme par exemple, 'opérateur A
considéré au § 5.
2.2. Le cas lipschitzien
Nous appelons ainsi le probléme. Trouver u € D(A) tel que

(2.2.0) Au =g(x,u) + h,

lorsque g satisfait les conditions (L).



Résultats d’existence 213

N

Nous venons de voir 2 la remarque 2.1 b) que si [a,8] ne contient aucune valeur

propre (2.2.0) a une, et une seule solution. Nous allons supposer maintenant que N € [aB] .

On pose
— 1
h=h+tp hy€p~,tEIR,
u¥v+gp 'vE«.pJ' ,sEIR.

Alors I'équation (2.2.0) équivaut au systéme :

(2.2.1) AV=Pg(-v+sp) +hy vEpL ND(A)
(2.2.2) As = f B(x,v+ sp)pdx =t.

Pour s € IR fixé, on sait d’aprés la proposition 2.1 qu’il existe un seul v(s) E(pl vérifiant (2.2.1).
LEMME 2.4. L’application s+ v(s) est continue de IR - D(A) (muni de I « | D(A) ).
Démonstration. D'aprés (2.1.2) et (2.1.3) ona:

(2.2.3) Iv(s) I py(a) < Cte( I 4 ho 1)

Soit une suite s, = s. L'injection de D(A) dans L2 étant compacte il existe une sous-suite (v

de (v(sn))n telle que v

nln

n-L—> v. Alors comme u~g(+,u) est continue de L2>L20na:

2
PRy +s 0) S PRV +s9)

L2 ~. . :
Av —> Pg(,v + sp) + hy
A étant un opérateur fermé on av € D(A) et
Av =Pg(+,v + sp) + hg

i.e. v=yv(s)etc’est toute la suite (V(Sn))n qui doit tendre vers v(s). =

Ainsi on peut définir une fonction continue de IR = IR par :

f(s) = As _fE(X,V(S) + sp)yp dx.
Et pour résoudre (2.2.1) il suffit de trouver s € IR tel que

f(s) =t.
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f(s)
Pour cela étudions lim — lorsque s = % % . Montrons d’abord un lemme technique.
s

LEMME 2.5. Soient g(+,*) une fonction vérifiant les conditions (3), (“n)n une suite de fonctions

de L2 et (ozn)n une suite réelle telles que :u, ~ u dans L2, a, >+,

Alors

0 U 2 -
L’l_".) L5 g+u+—g_u .
%

Démonstration. On peut supposer que u, =>u  p.p. Posons

glx,a up(x))

pn(x) = si un(x) #0,

a, un(x)
pn(x)=0si u,(x) =0.
D'aprés (3) iii) (o)), est bornée dans L*(%) ; alors

L2
pn(un -u)=>0

pnu->g+u+—g_u_ p.p. en XxEN

2 -
et d’aprés le théoréme de la convergence dominée p, u —L—> g+u+ — g U , ce qui prouve que
2
L +_ -
Ppu,—> g u —gu L

(s ~ o~
LEMME 2.6. i) Lim —(-!=C(g_|_,g\_)-=—C+

§—>+-o00 S
f(s ~ ~
i) lim —) =C(g_g ) =C_
S—)——w S
. . v(s) e
Démonstration. i) D'aprés (2.2.3) lorsque |s | > +oo, |— | est borné. Soit s >+ °° une
s
V(Sn) L2
suite ; on peut extraire une suite Z de — telle que Zn—-> Z;ona:
n /n
g8(*5p(Z, +9))  hy
AZ =P +—.
Sh Sh

D’aprés le lemme 2.5, le second membre tend, dans L2, vers

PELZ+o) -F(Z+9)7]

d’ou

L2 o~ +_~ -
AZ = P[g(Z +) -g (Z+¢) 1=AZ
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ie. w=Z+y vérifie
Aw =E+w+ “gw +(A- ﬁ§+w+ —gZw)pdx)y

i.e.
Clg.g)=\- f (Wt —E W ) dx

(cf. proposition 2.2) et w est solution de (4) avec a =E+, B=g.Onadonc:

v(s) L2'
— =» Z=w~—y lorsque s>+
s

et

f(s) ~ - ~ o~
lim —S-— i)\—'/‘(E_’_W-'-'“‘g_w )‘P dx=C(g+,g_)

§—>—+o00

La démonstration est identique pour ii).

PROPOSITION 2.7. Soient C. = C(g,,8_) et C_=C(g_,g})

i) SiC,C_> OalorsV he& L2 /'équation (2.2.0) Au =g(x,u) + h admet au moins
une solution dans D(A).
i) SiC_>0etC + <0, alors il existe a € IR, dépendant de hO = Ph, tel que :

.t=(hly) > a = (2.2.0) n’a pas de solution
.t=(hly) = a = (2.2.0) aau moins 1 solution

.t=(hly) < a = (2.2.0) a au moins 2 solutions
(méme chose en changeant toutes les inégalités, lorsque C_ < Oet C > 0)
iii) SiC_=0et C, < 0,0uC_> Oet C+ =0/l existe a € IR dépendant de hy = Ph

tel que

(h lg) < a = (2.2.0) a au moins une solution.
(méme chose si C_=0etCy > 0,0uC_<0eCy =0: (h lg) = a = (2.2.0) a au moins

une solution).

Démonstration. La proposition résulte du lemme 2.6 ; le cas iii) est un cas semi-résonnant et pour
connaitre le comportement de f(s) lorsque s > —o=, il faut tenir compte deg(*,s) — (g+s+ -gs)

lorsque s > £ oo, n

Remarque 2.2. Le théoréme principal démontré au § 3 est en fait une généralisation de la proposi-

tion 2.7 a des fonctions vérifiant (3) au lieu de (L). L]

Nous allons préciser maintenant le nombre minimal de solutions dans certains cas.
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PROPOSITION 2.8. Soit g : IR = IR une fonction continue, dérivable en 0 et telle que g(0) =0,

. 8(s)
lim —=g,,
§—>too S -
s)—glo _
A<a<-g()—g(—?<ﬁ<)\ Vs, 0€IR.
s—0 .
On a alors
i) SiC(gy,g) > 0,C(g_gy) > OetA < g'(0) /'équation Au=g(u)

admet au moins 3 solutions (i.e. au moins 2 solutions non triviales).

i) SiC(g +,g_) < 0,C(gLgy) < OetX > g'(0)/"équation Au=g(u)

admet au moins 3 solutions.
iii) SiClgy,8_). Clg_gy) < Oet\+#g(0),/équation Au=g(u)

admet au moins 2 solutions.

Démonstration. g vérifie les conditions (L), on sait (cf. proposition 2.1) qu'il existe un seul
v=v(s) E«pl N D(A) solution de Av =Pg(*,v + sp).

En posant u = v + sy, résoudre Au = g(u) équivaut a trouver s tel que

(s) = As - /g(v(s) +5p)p=0.
On sait que v(0) = 0 et f(0) = 0. D’autre part rappelons que

lv(s) I D(A) < Ctelsl  (cf. (2.2.3),h = 0).
v(sp)

n

2
Soit une suite s, = 0 ; on peut extraire une suite (Zn)n de < > telle que Z | L5z (z Ecp‘L).
n

Alors
8(s,(Z, + )

5n

L5 20) @ +9),

L2
AZ, —> P[g(0)(Z +¢)]=g(0)Z

c’est-a-dire AZ = g'(0)Z. Comme g’(0) # X et I'intervalle [,] ne contient pas d’autre valeur pro-

pre, on a Z=0. Ainsi donc quand s = 0

v(s) 2
— Lo
s

et
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Finalement

lim f(s)/s=x—g(0)
s=>o0

ie. (0)=x—g(0).

Si on suppose C(g_g;) > 0, C(gy.g) > 0et £(0) < 0, comme £(0) = 0, il existe
51 < Oetsy > Otels que

f(s;)=0= f(s9)
On a donc 3 solutions uy = v(s7) + 57 ¢, 0, up = v(sp) + s9 ¢. On fait de méme dans les cas ii)

et iii).

Remarque 2.3. Dans Castro-Lazer [8], ol g est supposée de classe c2et sg”’(s) = 0, un résultat
analogue est obtenu pour A = — A, D(A) = H2 N H(1)(Q) et N1 < g0) <A, <gl+e ),
gl ) < )‘n+1‘ Comme nous allons le voir par la suite, avec ces hypothéses c’est la condition
ii) de la proposition 2.8 qui est vérifiée ; par ailleurs ici on peut admettre que g, etg_ (i.e. g'(+ )
et g'(— o)) soient de part et d’autre de A, a condition que ii) soit encore vraie (lorsque
A <gpg <A< g'(0) < A,4q C'est la condition i) qui est satisfaite). Amann & Zehnder
[1] obtiennent des résultats semblables avec g, = g_ et en supposant qu’il existe au moins une

valeur propre entre g’(0) et 84

2.3. Etude de C(a,8)

Pour o, € ]A,X[ on a donc C(a,B) qui est déterminée de fagon unique par I’équation

(4). Remarquons que dans certains cas C(a,f) est calculé de maniere fort simple.
PROPOSITION 2.9.
i) Siest de signe constant = 0 (par exemple) alors
Claf)=A-a, VaBENN.

ii) Sia€ W[, Cla,®) =\—c.

Démonstration.

i) Commeg = 0, (4) s’écrit (en prenant u= o)

No=Ap=ayT — s + ClaB)p=ap + C(af)¢

ie. Claf)=A—oa.
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ii) De méme si a=p, (4) s’écrit (avec u =)

No=Ap=apt — g™+ C(a,B)¢=ap + C(aB)p

ie. Clapf)=A—a=Claa).

PROPOSITION 2.10. L ‘application (e,8) + C(a,B) de

]A,_X[ X ]A,X[ - IR est continue.

Démonstration. Soient &, ~> a et f, = f ; comme les estimations (2.1.2) et (2.1.3) ne dépendent

que de la distance de a et de f au spectre { )‘i’ i€l )\i * )\} ona:
_ + - 1
Av, =Pla (v, + )" =B (v, +¥) ), v €™,
il existe une constante > 0 telle que

Vn > ], "Vn “ D(A) < Cte

2
On extrait de (v,,) une suite (notée encore) v Ly ; alors

- 12 -
o (v, +9) T =By, + o) L> alv+ o) -Blv+o),

d’ou
L2 + _
Av, = Pla(v+¢)" —B(v+y) ),
et
Av=Plalv+o)t B +¢)7)
Comme

Cla,B,) =\~ f [og(vy, +0) T = Blvy, T ) Yo
on voit que C(a,,8,) - C(a,B).

PROPOSITION 2.11. On suppose que @ n'est pas de signe constant. Alors (a,8) = C(a,B) est stric-

tement décroissante par rapport a chacune des variables (I'autre étant fixée).

Démonstration. Soit u I'unique solution de :

(ulg)=1
(4)

Au=aut - Bu + C(a,B)p
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D’aprés la remarque 2.1 a) on a

Jolu) = max Min  Jo(Z;+Zy+ ).
Z1 EH1 226 H2

Pour wED(A) fixé et t EIR Lona
Joltw) =2 Jo(w) ;
en dérivant par rapport a t,:

< ](’)(tw),w > =2t (w)

Mais
< Jyluhu > = (Au lu) - f (ou™ - puT)u=C(ap) (¢ Iu)
< Jpluhu > =Claf)
ie.
(23.1) Cle) = 2 o (u).

Soient a,1,8, € ]5,7\[ By > By,
uq =v + g solution de (4) avec (a,B1 ), v Egol N D(A)=H,
uy =w + ¢ solution de (4) avec (a,ﬂ2), wEH
et, pour k = 1,2, on pose

) (2)=(AZ,2) —fa(Z+)2 +B8,(Z7)% pour ZE D(A).

* Tout d’abord uq n'est pas de signe constant sur £ : en effet si on a par exemple

uy = 0, alors (4) s'écrit
Auy=oauy + C(oz,[i1 )o
D’ou
Av=av

mais comme « n’est pas valeur propre de A sur Hyonav=0et u; =e. Mais ¢ n’est pas de signe

constant.

« On a nécessairement v # w : sinon on aurait up=uy et
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Auq = auT = Byu7 + ClaBy)e

Auy=Auy = auT —Bouq + C(a,Bz)w

~(8; ~ B)u7 = [Clesy) —Clesy) o

mais u~ # 0 est de signe constant, alors que ¢ ne |’est pas.

* On a donc, par exemple, v{ # wq (on écrit Z= Z+ Z, pour ZE€H, avec 21 € H1,
Z,€H, ). On en déduit :

ClaBy) = Jq(vy + Vo +9) > Jy(wy +vy+9)
puisque ]] est strictement concave sur Hy et v, * Wy -

ClasBy) = Jolwq + Wy +9) < Jo(wy +vy+9)
puisque 12 est convexe sur H2.

Comme par ailleurs B, > B, onaV Z € D(A)
2 1

J12) > 15(2)

Cle8;) > Clag,).

La décroissance par rapport a a est démontrée de maniére analogue.

Remarques 2.4  a) L’étude que nous venons de faire montre que I'ensemble des couples (a,B) tels
que C(a,8) = 0, est une courbe continue I' dans le carré A = ( ]A,X[ )2, telle que a chaque a
(resp. B) correspond au plus un § € ]A,—X[ (resp. a) tel que C(a,B) = O et cette courbe passe par
(M) . A — T a exactement 2 composantes connexes Ay (ol C(+,*) > 0)et A_(ouC(+,*) < 0).

Soit A, la partie symétrique de A—T i.e.
Ay= { (0,8) EA; (a,B) €A et (B,) € Ay ou bien (,f) EA_et (Ba) EA_ }
En notant
C,=Clg,,8)etC_=Clg_g4)
on a alors

C,C_>0= (818 ) €Ay
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de méme
C4C_ < 0 = (gug5) €A, UT.

Dans certains cas on peut montrer que C(a,8) = C(8,a) (par exemple lorsque les ensem-
bles [¢p > 0] et [¢p < 0] se déduisent I'un de I'autre par une translation) et alors Aa =ALUA_:
(1) a une solution dés que C(g,8_ ) # O i.e. (84.8) ér.

Par ailleurs on peut noter que A contient toujours ( VAL )2 et ( NN )2. On peut
schématiser ce qui précéde de la maniére suivante :

:Courbe T = {(af) €A , C(a8) =0}

—_————— : Courbe I’ = {(a,B)EA , C(B,a) =0}
Zone hachurée tA,
Xpoo- - o
| ?//n
] / -
A L}_._ —_—
~ ~

)\l_/_’ ___~/_/<_._.,_.a
A A B
Cas général Casoluyp=0

b) H. Berestycki [4] pose la question de savoir pour quelles valeurs de u € IR le pro-
bleme —Au=uu + lu = (u + 1)u+ — (4 — 1)u” admet des solutions non triviales et il appelle

de telles valeurs u des «demi-valeurs propres».

Plus généralement soit a € IR donné, et considérons le probleme aux «demi-valeurs

propres» (u € D(A), u €IR)

(2.3.2) Au=uu+a|uI=(u+a)u+—(u—a)u .

(Il est clair que si 'intervalle fermé de bornes u — a, u + a ne contient aucune valeur propre de A,

alors (2.3.2) n’a pas de solution non triviale et u n’est pas «demi-valeur propre»).

Supposons que toutes les valeurs propres de A sont simples et pour i € I, soit Ci(°"
la fonction définie sur le carré A= ( ]l\i,ii[ )2 et correspondant a A = \; et ¢ = @, , supposons

également que a € IR est tel que
1
lal <—inf IN=N LijELiI#]
2 b

de sorte que I'intervalle fermé de bornes u — a, u + a contient au plus une valeur propre de A. On
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déduit alors aisément des propositions 2.1, 2.9 & 2.11 Iexistence de deux familles {“i+ } e
{“i—}i c | de «demi-valeurs propres». (En fait, remarquer que le probléme (2.3.2) admet des

solutions non triviales si et seulement si il existe i €| tel que Ci(u—a,u+a) =0ou Ci(u+a,u—a) =0).

3. - LE THEOREME PRINCIPAL

3.1. Nous allons montrer dans cette partie que lorsque C,C_#0 (on conserve les notations intro-

duites aux § 1 et 2) on peut obtenir des estimations a priori sur les solutions de
(1) u € D(A), Au=g(*,u) +h,

puis, par une méthode reposant sur un argument de degré topologique, nous montrerons le théore-

me principal annoncé dans I’introduction.

Soit B= (A - 'yl)_] : on pose, pour simplifier I'écriture, g(x,u) = g(u). Pour v € L2(Q)
soit

Tv=Bg(v) —vBv
alors (1) équivaut a
u€ L2(Q), u=Tu + Bh.

On sait que T est continu de L2 > L2 et transforme les bornés de L2 en ensembles
relativement compacts : Id — T est une perturbation compacte de I'identité. De méme il est clair

que si g et g sont deux fonctions satisfaisant (3), Vopérateur
T(t,u) = tBg(u) + (1-t)Bg{u) — yBu

est un opérateur compact de [0,1] x L2(Q) - L2(Q).

Dans toute la suite de cette partie on suppose que A et g vérifient les conditions (2)
et (3) et on se propose de montrer le théoréme annoncé en introduction. On étudie d’abord le

cas i) du théoréme :

PROPOSITION 3.1. Si C,C_ > 0, le probléme (1) a au moins une solution (pour tout
heL2(Q)).

Supposons par exemple C_ > 0, C, > Oetg, = g_pourt€ [0,1] on considere
+ +

I’équation
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(3.1.1) u€D(A), Au=tg(u) + (1-t)jgu+h
Ce qui équivaut a

(3.1.2) ueL?(Q), u-T(tu)=Bh -
avec

T(t,u) = tBg(u) + (1-t)g_Bu — yBu.
(noter que Id — T(t,*) est une perturbation compacte de I'identité).
On montre tout d’abord des estimations a priori sur les solutions de (3.1.1 ).
LEMME 3.2. // existe R > 0 tel que si (t,u) €[0,1] x D(A) vérifie (3.1.1) ona
| lul D(A) <R |

Démonstration du lemme 3.2. S’il existe (tn,un) n suit;s telle que

t €[0,1] et u, ED(A)
est solution de (3.1.1) et

T D(A)=°‘n_)+°°

on a, en posant

u
—_— n —
z=— , |z, "D(A)_1
n
et
g(Zn an) h
AZ =t a +(1-t)eZ, +a_n

L’injection de D(A) dans L2(Q) étant compacte, il existe une sous-suite, encore notée (tn,un)n,

telle que
Z ~Z dans L2(Q) t >t
On a alors, d’apres le lemme 2.5

gle,Z,)

~g. 2" ~g 77 dans L2(Q)
Cvn
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AZ > (tg, + (1)g)Z" g 2 dans L(Q).
A étant fermé, on aZ € D(A) et
AZ= (g, + (1-)g )z -g 7,
Z ~Z dans D(A).
Or ceci est impossible, en effet :

*si (Z lg) =0, en projetant sur cp‘L ona

AZ =P[(tg, + (1-)g )zt -g 77 ]

et d’aprés la proposition 2.1 (=0, hy=0)onaZ=0;or 1z D(A) = 1.
Z
+si(Zlg)=06 >0, w=-5-vériﬁe

(wlg)=1, Aw=(tg, + (1-thg JwF —g w™
et d’aprés la proposition 2.2
Cltg, + (1-t)g_g ) =0;
or d’apres la décroissance de C(+,*)
Cltgy + (1-t)g_8 ) > C(g;.8)=Cy > 0
+si(Zlg)=0 < 0,alors w=%vériﬁe :
wlg)=1, Aw= g_w+ - (tg, + (1-t)g_)w
et d’aprés la proposition 2.2,
Clg_tg, + (1-t)g) =0,
ce qui est impossible puisque

Clg_tgy + (1-t)g) = C(g_gy)=C_>0.

Démonstration de la proposition 3.1. Soient R comme au lemme 3.2 et B la boule ouverte de
rayon R de L2. On sait donc que

t€[0,1] et u solution de (3.1.2) = u ¢ dBg (frontiére de Bg)
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alors d(¢t,BR,Bh) désignant le degré de Leray-Schauder pour ¢t = |d — T(t,*) on a par invariance
du degré :

ol ¢0 correspond au probléme Au = g_u + h (noter que g_ n’est pas valeur propre de A, sinon

g =\ < g, etalorsC(g,,g ) < 0).

Comme

(A—g_I )—] h€Bg
ona

d(¢0,BR,Bh) =11
et I'équation (1) a donc au moins une solution. L]

PROPOSITION 3.3. On suppose C,>0 (resp. C_ < 0). Alors V h0 Ew-‘-, da = 0 tel que
Ph=hg et (hlp) > a = (1)aaumoins

une solution u vérifiant (u lp) > 0 (resp. (u ly) < 0).

Soit C4 > 0, on suppose, par exemple, g+ = & ; on a donc nécessairement g_ < X (sinon
C(g4,8) < C(g_g) < 0). Onreprend les formulations

(3.1.1) Au=tg(u) + (1-t)g u+h
(3.1.2) ¢t(u) =u-—T(t,u) =Bh

(Sig_ > g, onécrit (3.1.1) & (3.1.2) avec g4 au lieudeg_).

LEMME 3.4. Soit CL >0 hOEtP'L donné. Il existe a = 0 tel que
vheL?, ph=h,
(hlp) >a=Vte[0,1],
(3.1.1) n’a pas de solution u € D(A) avec (u | ) = 0.
Démonstration. Sinon ih, € L2 Ph,=hy, (hn lp) = n et

3t €[0,1], Ju, ED(A)
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vérifiant
Au, =t g(un) + (1—tn)g_un +h,
et (un lp)=0.
En multipliant I’équation par g il vient
t ]g(unM +jhn ¢=0
i.e.

*tnfg(un)ap >n

lglu) I < C® 1y 1.

mais d’aprés I’hypothése (3) iii)

D’ou .
c®n
lhu, I >
n
On a donc
C!n: I Un I D(A)—>+°°
Un
Soit v, =—.On peut supposer (en extrayant éventuellement une sous-suite) que vV dans L2
an
ett, >t (Noter que v E¢l caru Enp‘L). Ona:
g(ozn v, ) h
Av =t . + (-t )g_v,, +0;
i.e.
gloy, v,) h
Av =t P + (1-t,)8_v,, +a_
n n
D’apreés le lemme 2.5
g(an Vn) 2 _
v i —guv
an i g+ g )
d’ou
Av, L2 tPgvT—g v+ (1)
vy —> g4V —gv) t)g_v
i.e.

, D) .
n —> vsolution de Av="P[(tg, + (1-t)g_)v' —g v ],

d’apreés la proposition 2.1 v=0.0r llv | D(A) = 1.
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LEMME 3.5. (estimations a priori) : Supposons C,. > 0. Alors ¥ h € L2(Q) dR >0 tgq.
V t €[0,1]s/ u vérifie (3.1.1) et (u lp) > 0, alors

||u " D(A) < R.

Démonstration. Sinon il existe une suite (tn,un)n , t, €10,1],u, € D(A) (u, lp) > 0, telle

que
Otn= I un I D(A)—>+°°.
En posant
Z =z =T
n=5 12 'p@a)=h
n
on peut extraire une sous-suite (tn,Zn)n telle que
>t et Z, S5 Z.
Ona:
gla,Z,)
AZ =t o +(1-t,)eZ, +;—n
D’apres le lemme 2.5
g(an_zn) L2 _
%

et
L2 T
AZ —> (tg4+ (1-t)g )Z2" -g 2",
doli AZ = (tg, + (1-t)g )Z* + g 77, etZ, > Z dans D(A).
On a donc
1ZIpp)=1 et Z19) >0
Or ceci est impossible puisque
*Si(Z lp)=0,alorsPZ=27
AZ=P[(tgy + (1-1)g)Z" -g.Z" ]

et d’aprés la proposition 2.1, Z=0. Mais | Z | D(A) =1,
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YA
*Si(Z lp)=6 > Oalors w=6-vériﬁe
(wlg)=1
- o

Aw=(tg, + (1-t)g )w' —g w

ce qui signifie, d’apres la proposition 2.2.
C(tg, + (1-t)g_g ) =0.
Mais on a (on rappelle que I'on a supposé g, > g_)
Cltg, +(1-t)g_g_) > Clg.g)=C, > 0. .

Démonstration de la proposition 3.3. Supposons C, > 0 ; on suppose toujours, par exemple,
gy =g (doug. <) ;soit

K={uel2(Q);(uly) > 0et lul <R}

(R étant donné par le lemme 3.5, h € L2 avec Ph = h,y donné et (h 1) > a, a est donné par le
0
lemme 3.4). 3K étant la frontiére de K on sait que ¥ t €[0,1], si u vérifie

¢,(u) =u~T(t,u) = Bh, alors u ¢ K. (cf. Lemme 3.4 & 3.5).
Alors le degré d(¢t,K,Bh) =Cte V¥ t€[0,1].En particulier
d(¢q,K,Bh) =d(¢y,K,Bh) = £ 1
car ¢ correspond au probléme Au=g u + h oti g < Aetlasolution u, de ce probleme vérifie

hi
(ug |¢)=-(-—¢)- > 0,dol ux €EK.
A-g_

On a donc d(¢],K,Bh) = # 1, ¢’est-a-dire que le probléme Au = g(u) + h admet au moins une solu-
tion avec (u lyp) > 0.

La démonstration de la proposition en partant de I'hypothese C_ < 0 est identique.

De fagon analogue, on démontre la proposition suivante :

PROPOSITION 3.6. On suppose C, < 0 (resp. C_ > 0). Alors V hg € ¢l, db < O tel que
Ph=h, et (hlp) < b = (1) aau moins

une solution u vérifiant (u lg) > 0 (resp. (u ly) < 0).
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Pour terminer la démonstration du théoréme principal, il nous reste 2 montrer le résultat sui-

vant :

PROPOSITION 3.7. On suppose que C_ < 0 et C, >0 (resp. C_ > 0O et Cy < 0). Alors
v hoecpl , il existe ap € IR t.q. V h€L2, Ph=hg, (h ly) < agy (resp. (h |¢0) > aO)

alors (1) n’a pas de solution.

Démonstration. Soient C,. > 0, C_ < 0. Si la proposition n’est pas vraie V h = 1, 3 hn € L2,
Ph,=hg,

(hn lg) < =n, BunED(A) t.q.
Aun=g(un) +h, =g(un) +hy + (hn lp) ¢
Comme

Il g(un) I'< Cte llu, I,
ona

Ihg I+ 1(h, 1¢) I < NAu I+Cte llu |

ie. a =lu D(A)—>+°°quandn—>+°°et

(h, o) |
—— < (Cte.
an
Soit
=
Zn= 12 Tpa)=1-
n

On peut extraire des sous-suites notées encore (Zn)n et (hn)n telles que

2
L
z. L5z
(b 19)
>C<0
an
alors AZ. ~ g.ZT — g 7~ + Cp dans L2(Q). Ceest-a-dire : Z. (&) 7 o 7 est solution d
n” 8+ g ¢ dans . Cest-a-dire : Z '}/ Z ol Z est solution de
(3.13) AzZ=g, 2t -g 77+ Cp

et de plus 1 Z | D(A) = 1. On démontre que ceci est impossible comme dans les lemmes 3.2 et 3.5.

Remarque 3.1. Pour h() € wl donné, si h € L2(Q) et Ph = h(y d’apres la proposition 3.3, on sait
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que si C+ > 0etC_ < 0, il existe ay = 0 tel quesi
(hly) > ay
Trouver u € D(A) tel que
Au=g(u) +h
admet deux solutions u et u, avec
(u1 lp) < 0 et (u2hp) > 0.

Le théoréme principal annoncé dans I'introduction est donc démontré.

Remarque 3.2. Lorsque I'intervalle [g_,g ] (ou [g 8] ) ne contient pas de valeur propre de A,
supposons par exemple A < g,,g_ < 2, on a alors Clgyg) < CNN) =0 et Clg_gy) <
C(NA) = 0 et le théoréme nous montre que pour tout h € L2(Q) (1) admet au moins 1 solution

(cf. par exemple Kazdan-Warner [12] ). Ce résultat peut &tre amélioré :

Soit £ un domaine borné régulier de RN, D(A) = HQ(Q) N H(])(Q) et pour u € D(A), Au=-Au.
On note ()xn)n >1 la suite croissante des valeurs propres de A. Soit g une fonction vérifiant les

conditions (3), on suppose qu'il existe k # 1 tel que

) NS 818 S Ny

2) (gpe)# ()‘k’kk) et (\ep 1A +1)
alors, pour tout h € Lz(Q), (1) admet au moins une solution.

Ceci se démontre simplement en remarquant que I'on a des estimations a priori sur les solutions

Mt
de Au = tg(*,u) + (1-¢) (——2——) u + h, et en utilisant I'invariance par homotopie du degré

de Leray-Schauder. Ce résultat est a rapprocher des résultats de Berestycki-De-Figueiredo [5] .

Ce résultat est faux pour k = 1, en effet si gLoug_ = )\1, on aC+ ou C_=0, on est alors dans un
cas semi-résonnant (si 8+ # g_) ou résonnant (si g4 =8_= )\1) et on peut ne pas avoir de solution
pour certains h € L2(Q) (cf. Gallouét-Kavian [11]).
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4. - ETUDE D’UN EXEMPLE EN DIMENSION 1

Nous allons étudier dans cette partie un exemple pour lequel on donne explicitement
le signe de C et C_ suivant les valeurs de gretg .
Soient
d2u
Q=10,i[, Au=—u”=——-§-
dx
pour

u€D(A) =H2(0,1) NHA(0,1).

Les valeurs propres de A sont les A= k2q2 (k = 1) ; elles sont toutes simples et

2

une fonction propre correspondant a )\k.= k.211 est

cpk(x) =4/2 sin knx.

Soit enfin g : ]0,1[ x IR = IR une fonction vérifiant les conditions (3). Pour h € L2(O,1) donné

on s’intéresse au probleme :

—u”=g(u) +h
(4.1)
u€H2(0,1) N HY(0,1)

On suppose qu'’il existe k = 1 tel que
A1 < Br By < Ny

Si k =1, on suppose simplement g_, g, < )\2. Pour pouvoir utiliser le théoféme principal il
faut donc étudier la fonction C(a,8) pour a,8 € | T Y | (la fonction C étant celle corres-
pondant & A=Q ety =y ). Nous allons décrire la courbe r = { (a,B) ;B E M= A1l et
Cla8)=0}. '

Soient
%GB E P11l
tels que '
Cl(a,8) =0.

Ceci signifie qu’il existe v € H2 N Hg) tel que

1
(4.2) V2 ] v(x)sin knxdx=1 et —v'=avT —gv~
0
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Soit
p(x)=a sur {x€]0,1[ sv(x) = 0}=[v = 0]
p(x) =8 sur {xE]O,l[ svix) < 0}=[v < 0].
On a—v"”=pv c'est-a-dire que 1 est valeur propre du probléme :
—u”=upu, u€ H(])

et comme A _; <p < )\k 41 lestla k-eéme valeur propre de ce probléme et donc v s'annule

(k=1) fois sur 10,1[ (cf. COURANT-HILBERT[9]).
2
T
Chacun des intervalles ol v est positif doit avoir une longueur w telle que & = —;

A . N P m
de méme chacun des intervalles ol v est négatif a une longueur «’ telle que § =——. La somme

)

totale de ces intervalles doit &tre égale a 1 et ceci va nous donner une relation entre g et g_ sui-

vant la parité de k.

Casouk=2P,P > 1.
Dans ce cas il y a P intervallesv > 0 et P intervallesv < 0. On a donc

Pw+Pw =1,

c’est-a-dire

On montre alors que cette condition est necessalre et suffisante pour I'existence d’une solution

non nulle de (4.2). C(-,*) et (a,8) 7_- + —\/—- 1 étant toutes deux des fonctions strictement

décroissantes par rapport a chaque variable, on en déduit :

PROPOSITION 4.1. Soit P > 1 ; pour &, € Wyp_q1 , Aypyql et «pzp(x) =y/2sin2Prxona:

Pm
i) Cle,B)=0 SSl——‘+'—"—1—O

Ve VB

Pm
ii)  Signe C(a,B) = signe ( —+ ———1) = signe C(B,a)
Va \/

Remarque 4.1. En fait on peut méme montrer, dans ce cas, que C(a,8) = C(B,a).

Pn Pn
On voit que (4.1) a une solution dés que —— + —— — 1 # 0. L’ensemble F2P tel

Ve Vi

que C(a,B) = 0, est une courbe strictement monotone et continue, entiérement déterminée.
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Casou k=2P+1,P > 1.

Deux possibilités peuvent se présenter pour la solution de

+

—-v’=av' —fv ;v=0.

a) Ou bien v > 0 sur (P+1) intervalles de longueur w, et v < O sur P autres inter-

valles de longueur w’ ;

b) Ou bien v > 0 sur P intervalles de longueur w etv < O sur (P+1) autres interval-

les de longueur w’.

On montre que si on impose la condition

1
(v |‘P2p+] )= f V(X)¢2P+1(X)dx >0
0

la possibilité b) ne se présente pas, et alors ’équation (4.2) admet une solution non nulle si et

seulement si

(P+1)r  Px
+—=-1=0,

Ve 7

on en déduit :

PROPOSITION 4.2. Soit P = 1 ; pour &, € [\yp,Ayp ol et vop g (x) =+/2sin (2P+1)7xona:

) Clag)=0 _(P+1)1r+ Pr =0
/ Q,p) = Ss1 —— 1 =0L.
Vo VB
P
i) Signe C(a,B) = signe ( (P+1)m + - 1).

Ve VB

Remarque 4.2. Si k = 1 on sait que C(a,8) = A—q, le signe de C(a,B) est donc la aussi entierement

déterminé.

Remarque 4.3. -

a) Dans le cas k = 2P+1 (P = 1) on voit que toutes les situations du théoréme peuvent

se présenter.

b) On rappelle que les cas C(g,,8_) =0et/ou C(g_g4) =0 sont des cas «résonnants»
ou «semi-résonnantsy». 1 faut dans ces cas tenir compte du comportement de g(t) — g+t+ +gt

quand t > oo,
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5. - CAS OU A A UN NOYAU DE DIMENSION INFINIE : UN THEOREME DU TYPE
AMBROSETTI-PRODI POUR L’EQUATION DES ONDES NON LINEAIRES AVEC CONDI-
TIONS PERIODIQUES

Soit = 10,7[ x ]0,2a[ ; on considére sur L2(Q) I'opérateur A = A* avec
D(A) ={u € C?@) / u(0,) = u(m,*) =0, u(+,0) = uf+,2m),

uy(+,0) = uy(*,2m) } ,
et pour u € D(A)

Au(x,t) = utt(x,t) - uxx(x,t), V(x,t) € .

A est un opérateur autoadjoint, mais A n’est pas a résolvante compacte : on ne peut donc pas lui
appliquer directement le théoreme du § 3. Toutefois la compacité de la résolvante de A n’était
pas nécessaire pour le § 2, et on peut aisément montrer que 'ensemble du § 2 reste vrai pour

I'opérateur défini ici.

Pour retrouver le théoréme du § 3 on va étre amené 2 ajouter une hypothése de mono-
tonie sur g, ce qui permettra de surmonter la difficulté due ici au fait que la dimension du noyau

de A est infinie.
On rappelle quelques propriétés de A :

- A est autoadjoint, d'image R(A) fermée et si f € R(A), il existe un unique
uE€ER(A)ND(A) tel que Au=f,

onnoteu=A"lf ; AT est compact de R(A) dans R(A) (R(A) étant muni de la topologie de L2).
Le noyau de A est N(A) = R(A)L et L2(Q) =R(A) @N(A).

2 q2 (p = 1, q = 0), les sous-espaces

- Les valeurs propres de A sont les p
propres correspondant a des valeurs propres non nulles sont de dimension finie, supérieure ou
égale a 2, sauf pour p =1 et g = 0 ol le sous-espace propre correspondant est de dimension 1 et
engendré par

1
0, (x,t) =——sin x.

VT

" La premiére valeur propre positive de A ()\1 =1) est la seule valeur propre simple de A.

On va dans la suite considérer des fonctions g vérifiant les conditions (3) avec A = A=, (noter

alors que A = 0 et A = 3), et telles que s = g(x,t,s) est croissante pour presque tout (x,t) € £.

Remarquons tout d’abord que la proposition 2.2 reste vraie pour I'opérateur A défini ici, on a



Résultats d’existence 235

Vv a,8€10,3[ 3! (Cu)EIR x D(A)
tel que

Au=au+—Bu_+C<p1
(4)
(ulcp1)=1.

On sait également (cf. § 2) que la solution de ce probléme est u = ¢, et C=ClaB)=1-a.

Pourh € LQ(Q) donné on considére I’équation (1) qui s’écrit ici :

u€D(A)
(1)

Ugp ~ Uy = AU= g(+,*,u) + h.

Les méthodes développées au § 3 permettent alors de montrer le résultat suivant qui est du

«type Ambrosetti-Prodi».

PROPOSITION 5.1. Soit g :  x IR = IR une fonction telle que :
. g vérifie (3) ;
. pour presque tout (x,t) € 2, s> g(x,t,5) est croissante ;

. il existe € > 0 et une fonction k€L1(Q) tels que ¥V s € IR
ceg) e 2 (e
g(s,08) * s = es”—k(+,).
Alors V hOEgp]‘L sih=hg+ egp1 ona:
i)Sig.<1<g, (resp.gy <1< g ), Jagpa, € IR tels que

0> a, (resp. <) = (1) n'admet pas de solution ;

0 < ay (resp. >) = (1) admet au moins 2 solutions.
i)Sig. =1<g,oug <1=g, (resp.g_=1> g oug, =1> g_)i/existea1 € IR tel que

0 < ay (resp. >) = (1) admet au moins 1 solution.

Remarques 5.1.
, ) . g(*,e,s) — g(*,*,0) )
a) En ajoutant I'hypothése a < < B pour un certain couple
s—0
(e,8) € 10,3[ 2, on peut montrer, dans le cas i) de la proposition 5.1, que ag=ajet (1) a au moins

une solution pour h =hg + ag ¢y.
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b) Le cas ii) de la proposition 5.1 est un cas «semi-résonnant, il peut étre précisé
suivant le comportement en (t <) de g(t) — g+t+ + g t (cf. Gallouét-Kavian [11] ).

Pour démontrer cette proposition on utilise la méme technique topologique que
dans le § 3. La difficulté étant ici que, pour v valeur réguliére de A, on n’a pas (A—yl )_] compact
de L2(Q) dans L2(Q) ; toutefois la restriction de (A—'yl)_] a R(A) est compacte.

Soit v une valeur réguliére de A, on pose B = (A—'yl)—l.On note Q la projection (ortho-

gonale) sur N(A). Soit g une fonction vérifiant les conditions (3), pour simplifier I’écriture on

pose
g(u) = g(*,*,u).

Ona

(1) Au=g(u)+h

= u = Bg(u) + Bh—vyBu

= u—BQg(u) + v BQu = B(I-Q)g(u) — v B(I-Q)u + Bh

Le probléeme : trouver u € D(A) vérifiant (1) est donc équivalent au probléme : trouver u € L2(S2)

tel que
(5.1) Du=Su + Bh

avec Su = B(1-Q)g(u) —v B(IQ)u

Du = (I-Q)u +Qg—(3-Z
Y

f
(on remarque en effet que pour f EN(A) on a Bf =—=).
Y

u = Su est un opérateur compact de LQ(Q) dans Lz(Q) (car la restriction de B a
R(A) est compacte). Pour mettre (5.1) sous la forme u = Tu + D1 Bh on va avoir besoin d’une

hypothése de forte monotonie sur g, i.e.
(5.2) Ja > 0/ (glx,ts) —gx,t0))(s-0) > als—0)?,
Vs, 0€IR p.p.en(xt)EQ.

On obtient alors le lemme suivant :

LEMME 5.2. Soit g vérifiant les conditions (3) et (5.2). L’opérateur D : L2(Q) -> LZ(Q) est alors

inversible, p! est continu et transforme les bornés de L2 en bornés de L2.
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Démonstration du Lemme 5.2. Soit f € L2(Q), ona

(I-Q)u= (I-Q)f

Du:f ~—=>

Qg(u) =~Qf

On a donc nécessairement u=uq + uy avec uy = (1I-Q)f et u, € N(A) solution de

(5.3) Qg(u1 + U2) =~Qf

J(u) = fG(u1+u) —'yjfu

s

(ol on convient que G(s) = G(+,,s) = j g(+,+,0)do), la fonctionnelle J est strictement convexe,
0

J(u) = + o0 quand Il u | = + o, J est continue et Gateaux-différentiable et sa G-dérivée vérifie

<J),v>= fg(u1+u)v—7/fv.

En considérant la restriction de J 2 N(A), ceci montre que, pour tous uq et f fixés, I'équation

Pouru € L2(SZ) posons

(5.3) admet une et une seule solution u, € N(A) (cette solution minimise J sur N(A)).

Pour tout f € L2(Q) il existe donc une et une seule, solution u € L2(Q) de Du =f, i.e. D est inver-

1

sible. Pour montrer que D™ ' transforme les bornés en bornés, on remarque que si Du =f

allull? < (gu) lu) < ((1-Q)g(u) if) + (v IQu)
<Cllull IfN.
(o1 C est une constante donnée par (3) iii)).

On a également D! continue, car pour toutM > 0, on a, si Du=f Du=favec Ifll, Ifll <M,

e lu- 12 < (glu) -g(u) lu-u) < ((1-Q)(g(u) ~ glu) 1£ 1)
+ (7(f_?) l Qu- QU))
dotalluul?2<cl f—f I, (avec C constante dépendant de M). L]
Le lemme 5.2 nous montre que (5.1) (et donc (1)) est équivalent a

(5.3) u=Tu

avecTu=D "' Su+ D! Bh. Testun opérateur compact de LZ(Q) dans L2(Q).
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De méme, supposons que g et g vérifient les hypothéses du Lemme 5.2, on a alors pour tout
t€[0,1]

(5.4) Au=tg(u) + (1-t)g(u) + h <=

(5.5) u="T(tu),

avec T(tu) = Dt_1 S(tu) + Dt_] Bh, et
S(t,u) = B(1-Q) (tg(u) + (1-t)g(u)) — ¥B(I-Q)u
D= (I-Q)u + %Q (tg + (1-t)g)(u).

Il est clair que S(,*) est un opérateur compact de [0,1] x L2(Q) dans L2(Q). Un raisonnement
“analogue a celui du Lemme 5.2 montre alors que T(+,*) est aussi un opérateur compact de
— 2
[0,1] x L2(Q) dans L2(Q) (remarquer que si t,>tetf€ L2(Q), ona Dy Tels D¢ 1 f).
‘ n

Démonstration de la proposition 5.1.

.1./ On montre tout d’abord I'existence de aq ((cas i) de la proposition). Supposons,

par exemple,g < 1 < g, (onaalors0 < g < 1< gy < 3).

On raisonne par I'absurde de maniére analogue a la proposition 3.7 (on a ici

Cy=1-g,<0etC_=1-g_ > 0ol lafonction C(+,*) est celle qui correspond 2 A =1).

S'il existe (h,u ), telle que

hn=h0+0n¢], 0 > n,

n

Au = g(un) +h

n-
0,
Onaa = u, | D(A)~ + oo et— bornée (cf. proposition 3.7). On pose

%

Un

Vn —;—
n
et on extrait une sous-suite telle que

Vo,V dans D(A)-faible

Bn

—-=>C = 0.

%

On a donc
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(I-Q)v,, = (I-Q)v dans L2

(Av,, lvy) = (Av Iv).

glu)) h,
De Av,, = +—, et de la monotonie de g(x,t,*) on déduit
a a
n
i h, slo,w)
2
(5.6) <Avn——- vn—v) >0 vweL(Q),
a Q
n n
d’ol, quand n = + oo,
(Av—Cap1—g+w++g_w_|v—w) =0 VwELz(Q).

On a donc par I'astuce de Minty (changer w en v + uw et faire u = 0) :
Av=g vt —gv”
v=g4v gv + C¢1.

En procédant comme dans la démonstration de la proposition 3.7, on voit que (v |<p1) =0et
delav=0,C=0.

On note Vip = (I—Q)vn etvy = Qvn ; on sait que vy > 0 dans L2 et vy, > 0 dans L2 faible.

En faisant w =-2-v2n dans (5.6) on obtient
1
< g(‘z’anVQn)

%,

lim
n—)OO

d’ol en utilisant le fait que g(s)s = es’—k avec k € L ()

—_— 2 o
€ Aimw v < <o.
2 - L2 2
On a donc Vo ™ 0 dans L“ et on en déduit v, —> 0, et par le lemme 2.5, Avn - 0 dans L*,

ce qui est impossible car Il v, I D(A) = 1.

2./ Pour démontrer I'existence de a, et a, (cas i) et ii)) de la proposition 5.1), il suffit
de montrer les mémes résultats que dans les propositions 3.3 et 3.6 (avec Cp=1-gy et
C_ = 1—g_). On va supposer dans une premiére étape que g est fortement monotone (condition
(5.2)).

Etape 1. Soit g vérifiant les conditions (3) et (5.2). On suppose, par exemple, 1 < g . Il est clair

que, pour tout t € [0,1], les problémes suivants sont équivalents.

(5.7) Au=tg(u) + (1-t)ggu+h
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(5.8) u=T(tu),

ol T(+,+) est I'opérateur de (5.5) avec g(u) = g u. T(e,*) est un opérateur compact de
[0,1] x L2(Q) dans L2(Q).

On montre de maniere analogue au Lemme 3.4 que

Vh0€¢]l, Ja < 0 tel quesih=hg+ 0y,
(5.9)
§ < a = (5.7) n'a pas de solution avec (u lp;) =0

En effet on a sinon une suite (tn,hn,un)n telle que
hn=h0+tn(p1, tn<_n

Au, = tng(un) + (1—tn)g_|_un +h,

(u, lp1) =0
Un
On montre a_ = llu_ | - 4 oo (cf. Lemme 3.4). On pose v, =— et on extrait une sous-
n n "' D(A) n o
suite telle que n
Vv dans D(A)-faible
tn >t
gvoe) ho N
OnaAv =t P—% + (1—tn)g+vn +—, (on rappelle que P est la projection sur ™, remar-
n o
quer que v,V E ¢1l).
De la monotonie de g on déduit
ho glwa) N
(5.10) (Av, ——~—t -(1-t )g.wlv_—-w) =0 VwEopi.
n 4 n 4 n’/5+ n 1
n n
On obtient, quand n > + oo,
(Av—g w++(t + (1-t)g )w Iv=w) =0 VweEopd
+ 8- 84 = o

On a donc, par I'astuce de Minty,
- + _ -
Av=P(g v’ —(tg_+ (1-t)g v ),
d’oliv=0 (cf. proposition 2.1).

On sait que (I-Q)v,, = 0 dans L2, on montre que Vo, = Qv, > 0 dans L2 en faisant w =Ev2n dans
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(5.10), puis n = + = (remarquer que g(s).s = as2). On a donc v,, > 0 dans L2 et, par le Lemme

2.5, Av, > 0 dans L2 ce qui est en contradiction avec Il v, | D(A) = 1.

On a maintenant, de maniére analogue au Lemme 3.5,

vhel?(Q), 3R> 0/VtE[O1],
(5.11)
u vérifie (5.7) et (u lp7) >0 = lull D(A) < R.

On montre {5.11) en raisonnant par I'absurde : soit (tn,un)n telle que
t, €[0,1], 0, = ||un I D(A)_>+°°’ (up, lp1) > 0,

Au, = tng(un) + (1—tn)g_,_un +h.

u

n . .
On pose v,, =— et on extrait une sous-suite telle que

%

Vp Vv dans D(A)-faible

tn"’t.

On montre, comme précédemment, en utilisant la monotonie de g et I'astuce de Minty, que
s T -
Av=g vh (g, + (1-t)g )v .

Ceci est impossible si (v |«p1) > 0 (cf. proposition 2.2), on a donc (v |¢;) =0, d’ols en projetant
sur «p1'l, v =0 (cf. proposition 2.1). ’

Comme précédemment on montre également que v, —> 0 dans L2(Q), et donc Avn -~ 0 dans

L2(Q) (d’apres le lemme 2.5), ce qui est en contradiction avec llv,, | D(A) = 1.

On déduit de (5.9) et (5.11), par la méme méthode topologique que dans la proposition 3.3,
quesih=hy + 09,0 <a (a donné par (5.9)), il existe u tel que u =T(1,u) (et donc u solution
de (1)) et (u lpq) > 0.

Il est clair que I'on peut ainsi démontrer les mémes résultats que dans les propositions 3.3 et 3.6.
Ceci démontre I'existence de a, et a, dans la proposition 5.1 pour des fonctions g vérifiant (3)
et (5.2).

Etape 2. Soit g une fonction vérifiant les hypothéses de la proposition 5.1. On va montrer, par

exemple, le résultat suivant :

Si1<g,, Yhy€oit  JaE€IR/Sih=hy+ 0y,
(5.12)

6 < a= (1) a au moins une solution avec (u lp{) > 0.
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Des résultats analogues pour g, < 1 et g_ au lieu de g 4 permettent de conclure a
I'existence de a, et aq dans la proposition 5.1.

Pour démontrer (5.12) on va ajouter nu a (1) et passer a la limite quand 1 = 0. Plus

précisément, on considére I’équation
(5.13) Au= gn(u) +h,

ol gq(u) = g(u) + nu, n > 0, (on convient toujours de noter g(*,*,u) =g(u) et gn(°,-,u) = gn(u)).
Soitny < dist ({ 88 }, {0,3 } ), on montre alors
Vhy€oil, 3a<0/Sih=hy+0yp,,
(5.14) 6 < a = (5.13) n’a pas de solution avec
(ulpy)=0et0 < n < Y
et
vheL?(Q), IR > 0/Vne[0myl,

(5.15)
u vérifie (5.13) et (u |¢1) >0=lul D(A) < R.

On démontre (5.14) et (5.15) de maniére analogue a (5.9) et (5.11) (remarquer que pour démon-
trer (5.9) et (5.11) la forte monotonie de g(x,t,*) n’était pas nécessaire. |l suffit ici de noter que
gn(s) s> es’—kaveckeL! ().

Soit h, € ¢1l eth=hg+0p; avec 8 < a (adonné par (5.14)), la fonction &, vérifie (5.2) (avec
a=n > 0), on déduit donc de (5.14) et (5.11) (cf. Etape 1) que, pour toutn € 10,mg[ , il existe

Up solution de (5.13) avec (u77 |g0]) > 0.

D’autre part, par (5.15),onal Up I D(A) < R. Il existe donc une suite (nk)k telle que, en notant
u’?k =Up, quand k = + oo,

>0
u, = u dans D(A)-faible.
On a donc
(I—Q)uk - (I-Q)u dans L2,

et (Auk,uk) - (Au,u).
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De la monotonie de g(x,t,*) on déduit
(Auk —nu —h- g(w) lu - w) =0,
d’ol, quand k = + oo,
(Au—h-g(w) lu—w) = 0,

et donc.

Au=g(u) + h.
On remarque aussi que, comme (uk |cp]) > 0,0na(ulyy) > 0,dob, d’apres (5.14),

(u |<p1) > 0.

On a ainsi démontré (5.12). La proposition 5.1 en découle.

Remarque 5.2. Sous les hypothéses de la proposition 5.1, on peut montrer que si I'intervalle
[84.8] (ou [g_g4] ) ne contient aucune valeur propre de A I'équation (1) admet au moins une

solution pour tout h € LZ(Q), ce résultat est connu (cf. Mawhin [15] ).

En notant ()\k)k >1 la suite croissante des valeurs propres positives de A on a également que si g

vérifie les hypothéses de la proposition 5.1 et si il existe k # 1 tel que
)N < gpg < Ny
ii) (g+,g_) * ()\k’)\k) et ()\k+1’>\k+1 ),

alors (1) admet une solution pour tout h € L2(SZ). Si k =1 on a le méme résultat en remplagant
i) par A <grE SN (noter que, en fait, si g, = Apoug = A1, on est dans un cas «semi-

résonnant»).

De méme en notant ()\__k)k >1 la suite décroissante des valeurs propres négatives de A on a que si

g vérifie les hypotheses de la proposition 5.1 et si il existe k = 1 tel que
i) _)\—k < 84,8 < - —k—=1’
i) (gy.8)# ()\—k’)\—k) et O‘—k-]’)\—k—] ),

alors I’équation Au + g(u) = h admet une solution pour touth € LQ(Q). Ces résultat sont a rappro-
cher de ceux de Willem [16] .

Remarque 5.3. Nous n’avons pas utilisé dans ce § la structure particuliére du noyau de A. En fait,
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on peut démontrer le résultat abstrait suivant :

Soit A un opérateur autoadjoint d’image, R(A), fermée et tel que I'injection de

D(A) N R(A) (muni de la norme du graphe de A) dans L2(Q) est compacte ;

Soit g une fonction vérifiant (3) et telle que sgn(g ) =sgn(g_) et

.u—>sgn(gy) . g(x,u) est croissante, pp en x € £,

.3e>0,k(*) € L‘(Q) tels que V u € R, sgn(gy) . g(*,u) .u > eu2—k(-) ;

alors les conclusions du théoréme principal et I'ensemble du § 2 restent vrais.
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