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REGULARITE W,P(2 < p < + = ) DE LA SOLUTION
D’UN PROBLEME UNILATERAL

Lucio Boccardo (1)

(1) Instituto di Matematica, Universita’ Degli Studi Dell’Aquila Degli Abruzzi - 67100 L’Aquila -

Italia.

Résumé : On démontre un résultat de régularité '-W1'p, p € (2, + o ), et de dépendance continue

des données de la solution d’un probléme unilatéral.

Summary : In this paper, we prove a whp regularity and continuous dependence result of solution

to a unilateral problem.

Dans cet article on s’intéresse a la régularité W(])'p(ﬂ) de la solution du probléeme

unilatéral

ueH;(Q), u= Y p.p. dans Q
(1) alu,v—u) =< fv-u>

v vEHJ(ﬂ), v=1Y p.p. dans Q,

ol  est un ouvert borné de classe C2 de RN, fe W_]'p(Q), Y E Wl’p(ﬂ) (y < 0 suroQ)
et2<p<+oo,
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(u—z)EHl(Q),(u—z)? y—2z p.p. dans

(4) a(lu-z),v=-(u-2)= 0

VveH;(ﬂ) ,v=yY—z pp. dans Q.
Enchangeant y en Y —z € w! 'P(Q2), on peut remplacer f par 0.

Deuxiéme étape.
On va voir maintenant que I'on peut supposer ¥ = 0 sur dS2. En effet, comme I'on

a supposé f=0, on a
alug) >0 VeEHNQ), ¢ >0;

et donc, d’aprés le principe du maximum, u est positive p.p. dans L. Mais on ne change pas la
solution du probléme unilatéral que nous considérons ici en remplagant ¥ par sup(y,0) ; et comme

sup(y,0) € Wlo’p(Q), on voit qu’on peut supposer que I’obstacle ¥ est dans Wl’p(Q).

Troisiéme étape.

On s’est donc ramené au probleme :
uEHg(Q), u= Yy p.p. dans Q

(5) a(uv—u) = 0)

VvGHg(Q), v=y p.p. dans Q

avec Y € W]’p(ﬂ). On va obtenir la conclusion en employant deux résultats d’interpolation :
un théoréme d’interpolation non linéaire de L. Tartar [11] et un théoréme d’interpolation d’es-

paces de Sobolev de R. Devore et K. Schurer [8] .

On définit par S(y) la solution u de (5). On a, d’une partsi Y et Y € H;(Q) ,

. B .
(6) IS(y)—S(y) Il yl <;—‘- ly—-yl

@)

Hi (@)

(la démonstration est classique) et, d’autre part si Y € WL’ (),

(7) 1S 10 ) S GV T 1, o (c; > 0)

o (@)

(cf. [7], théoréme 1).
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D’aprés un théoréme d’interpolation non linéaire de L. Tartar ( [11] théoréme 3)

I’application S envoie Ep = (H;(Q), WL’ m(Q))1__2/p,p dans lui-méme et
(8) IS(y) Il Ep< sup(Cy , Bfe) Iy | Ep

Mais d’aprés un résultat de [8] , paragraphe 5, Ep n’est autre que W(I)’p(Q), avec une norme équi-

valente. On a donc

(9) Isy) I <c, lyl . (€, >0
wl.p 277 TwlP(q) 2

(@)

Conclusion.

Revenant au probléme initial (1), on a démontré que la solution u appartient a

Wl’p(ﬂ) et, a partir de (9), ona

hul <cgilyl +
(10) D ytogy <GS 1Y e 111

La majoration (10) montre que, pour f € W—l’p(ﬂ) fixé, l'application qui a
/S Wl’p(Q) associe la solution u de (1) est bornée de W]’p(Q) dans Wl’p(Q). Le théoréme
suivant montre que cette application est séquentiellement continue de W1’p(Q)-faible dans
Wl)’p(ﬂ)-faible. Le probleme de la continuité de whP(Q)-fort dans W;'p(ﬂ)-fort est ouvert.

THEOREME 2. Sojent 2 < p < + ,f€ wl P(Q) et ¢ Une suite de fonctions qui converge
dans W]’p(Q)-faib/e vers ¥, (Y, < Osur 3K2). Alors, si I'on appelle u, (resp. u o) la solution de
I'inéquation posée sur Y, (resp. ¥ o)’ on a que u, converge vers u  dans Wl’p(ﬂ)-faible et dans

Wl’q(ﬂ)-fort, pour tout q tel que 2 < q < p.

Démonstration. Puisque p > 2, le théoreme 1 de [3] entraine que u, converge vers u dans H},(Q)-

fort. L’inégalité (10) donne alors la premiére conclusion.
Mais évidemment on a aussi

Ny —u_ <C4||ue—u ||r] fu —u_ IS

€ o 1, o) € "0 1,
w Q) HA () wP(Q)
< Ccllu—u IIf ,
5"% Yo HJ,(Q)
. 2(p—q) p(a—2)
ou r= et s= n

alp—2) a(p—2)
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Remarque 1. La conclusion du théoréme 2 est fausse si p = 2 (voir [3] ).

Remarque 2. Toutes les conclusions précédentes restent valables si on étudie des problemes bila-

téraux.
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